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( ELEMENTAR FUNKSIYALAR WE DENLEMELER )

GATNASYKLAR WE SOHLELENDIRMELER.
47-49 FUNKSIYA

Asakdaky jedwelde Nyu York siherinifi aeroportynda awtomasynlar dural-
gasynda wagta garap télenmeli bolan serigde mukdarlary getirilen:
Gorniisi yaly, tolegin bahasy wagtyn dowamlylygyna goniiden-goni bagly.
A D Banasy | Bujedwele garap asakdaky sora-

0 — 1 sagat $5,00 ga jogap berelin:
Awtomagynyn hut bir sagat dur-

1 — 2 sagat $9,00 magy li¢in nédge pul sarp edilyar?

2 — 3 sagat $11,00 5 ABS dollarymy, 9 ABS dolla-
3 — 6 sagat $13,00 rymy ya-da 11 ABS dollarymy?

6 — 9 sagat $18,00 Amatsyz yagdaya diismez yaly
9 — 12 sagat $22,00 meselédni aydynlasdyrmak ti¢in biz
12 — 24 sagat $28,00

jedwelddki maglumatlary grafik gorntisine getiryaris. Jedwelddki "2—3 sagat"
yazuw "2 sagatdan artyk emma 3 sagatdan artyk dél wagt", yagny 2 <z < 3 aralyk
diyip diistinilydr. Onda asakdaky jedweli alarys:

DAsE@ BARasY  Matematika dilinde bu jedwel iki

0 <7< 1 sagat $5,00 liytgeyjinin (wagt we tolenyén serig-
1 <t <2 sagat $9,00 de mukdary) arasyndaky gatnasyga
2 <1< 3 sagat $11,00 mysal bolup bller.. . .

321< 6 st $13,00 Gatnasyk tertiplenen jiibiitlikler

toplumy hokmiinde diisiindirilmegi

6 <1< 9 sagat SLELD miimkin, meselem
9 << 12 sagat $22,00 {1, 5), (-2, 3), 4, 3), (1, 6)}.
12 <1 < 24 sagat $28,00 Awtoduralgada 0 <7 < 24 aralyk-

daky ¢ wagta garap tolenmeli serisdédnin tiytgeysi asakdaky yaly bolyar:
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Gorizontal okdaky tiytgeyjinin kabul

serigde
edydn bahalar toplumyna gatnasygyi
degisli dal kesgitlenis oblasty diyilyér.
degisli Meselem, {¢|0<7<24} toplum

yokardaky wagt bilen télenydn serisde
mukdarynyn arasyndaky gatnasygyn,
{—=2,1,4} toplum bolsa {(1, 5), (— 2, 3),
@, 3), (1, 6)} gatnasygyn kesgitlenis oblastlary bolyar.

wagt ()

Wertikal okdaky tiytgeyjinini kabul edyén bahalar toplumyna gatnasygyn
bahalar toplumy diyilyér.

Meselem, {5, 9, 11, 13, 18, 22, 28} toplum yokardaky wagt bilen tolenydn
serisde mukdary arasyndaky gatnasygyn, {3, 5, 6} toplum bolsa
{(1,5), (-2, 3), 4, 3), (1, 6)} gatnasygyn bahalar toplumlary bolyar.

Indi gatnasyga anygrak kesgitleme berelii.

Dekart koordinatalar tekizliginde berlen nokatlar toplumyna gatnasyk diyilyar.
Kopleng gatnasyk x, y iiytgeyjiler gatnasyan deiileme gorniisinde berilyar.

Meselem, y=x+3, x=y* defilemelerini her biri gatnasygy kesgitleyr.

Bu derillemelerin her biri Dekart koordinatalar tekizliginde nokatlar toplumyny
emele getiryér.

Kébir gatnasyklary detilemeleriii komeginde yazyp bolmayar.
Meselem, x > 0, y > 0 serti kanagatlandyryan (x, y) nokatlar toplumy (koor-
dinatalar tekizliginifi birinji ¢éryegi a surat)



ya-da su nokatlar toplumyny (b surat) defilemeler komeginde yazyp bolmayar.

Eger gatnasykda birinji koordinatasy den bolan iki diirli nokat bar bolmasa,
bu gatnasyk sohlelendirme ya-da funksiya diyilyir.

Diymek, funksiya — gatnagygynl mahsus gorniisi eken.

Berlen gatnasygyn funksiyadygyny barlamagyii iki usulyny getiryéris.

Algebraik usul

Bu usul gatnasyk deiileménini komeginde berlen yagdaylarda ulanylyar. Munda
berlen detilleméd x we y-ifi islendik bahasyny goyanda x-ifi her bir bahasy ii¢in
y-i1l bahasy alynsa, beyle gatnasyk funksiya bolyar.

Meselem, y = 3x—2 denilemé x-ini islendik bahasyny goysak, y-iii yeke-tdk
bahasy alynyar. Diymek, bu defileminini komeginde kesgitlenen gatnasyk funk-
siya bolyar.

Sunuri bilen birlikde x = y? deiileme bilen kesgitlenen gatnasyk funksiya bol-
mayar, ¢linki, meselem, x = 4 bahasyny goysak, iki y = + 2 baha alynyar.

Grafiki usul

Gatnagyk Dekart koordinatalar sistemasynda toplum gorniisinde berlen bolsun.

Eger biz dhli miimkin bolan wertikal goni ¢cyzyklary ¢yzsak, bu géni ¢yzyk-
lardan islendiginini berlen gatnasyk bilen kesisme nokatlarynyn sany birden
gecmese, onda bu gatnasyk funksiya bolyar. Tersine, eger néhilidir wertikal goni
cyzygyi berlen gatnasyk bilen kesisme nokatlaryn sany birden kop bolsa, onda
gatnasyk funksiya bolmayar.

Munda biz asakdakylara sertli yagdayda ylalasyarys:

» Eger ¢yzykda kici ak renikdéki tegelejik belgilenen bolsa, (—0—), beyle nokat
cyzyga degisli dil.

» Eger ¢yzykda kici gara renikdiki tegelejik belgilenen bolsa, (—@®), bu nokat
cyzyga degisli.

» —> gorniisdéki (strelka) ok ¢yzyk su ugurda ¢idksiz dowam etdirilmegi
miimkinligini anladyar.

I-nji mysal. Asakdaky gatnasyklardan haysy biri funksiya bolyandygyny
barlaly:

a) b) %)

Wertikal goni ¢yzyklary ¢yzyp,

(5)
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asakdaky netijd gelyéris:

a) we b) gatnasyklardan her biri funksiya bolyar (¢linki islendik wertikal goni
cyzyk onun bilen i1l kop1 bir nokatda kesisyér), ¢) gatnasyk bolsa funksiya dal,
clinki ony iki nokatda kesyén wertikal goni ¢yzyk bar. A

Hasaplama enjamy (gurlusy) asakdaky algoritm boyunga islesin:

I-nji ddim. Haysy-da bolsa bir san girizilyar.

2-nji ddim. Girizilen san 2-4 kopeldilyar.

3-nji d@dim. Netija 3 gosulyar.

Meselem, enjama 4 sany girizilse, netijede 4 - 2 + 3 = 11 sany alynyar.

Edil seyle enjama (—4) sany girizilse, netijede 2 - (—4) + 3 = —5 sany alynyar.

Umumy yagdayda, enjama x sany girizilse, netijede yeke-tdk 2x + 3 sany
alynyar.

Gorniisi yaly, enjama néhilidir x san girizilse, netijede yeke-tdk 2x + 3 baha,
alynyar.

Diymek, bu enjam isleyan algoritm funksiyany kesgitleyar.

Bu yagday fix » 2x+43, f(x) = 2x+3 ya-da
y = 2x+3 yaly yazylyar.

Eger f(x) = 2x+3 bolsa, onuii —4 sanyna layyk
bahasy f(—4)=2(—4)+3=-5 yaly tapylyar.

Umumy yagdayda, f(x) — funksiyanyn berlen x
daky bahasy diylip aydylyar we bu gatnasyk y=f(x) yaly yazylyar.

2-nji mysal. Eger fix —» 2x*—3x bolsa: a) f(5); b) f(—4) bahalary tapyn.
flx) = 2x*—3x gatnagyga x =5 we x = — 4 sanlary goyup olara layyk

bahalary tapyarys:

a) f(5)=2-(5)>-3:(5)=2-25-15=35; ' b) f(=4)=2-(—4)*-3:(-4)=2-16+12=44. A

3-nji mysal. Eger f(x) = 5—x—x* bolsa: a) f{-x); b) f(x+2) bahalary tapyn we
netijeleri yonekeylesdirin.

f(x)=5—x—x? funksiya x yerine —x we x+2 bahalary goyup, olara layyk baha-
lary tapyarys :

@
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a) f(=x)=5—(—x)—(—x)*=5+x—x% b) f(x+2)=5—-(x+2)—(x+2)*=5—x2—[x*+4x+4]=
=Bx—x*—4x—4=—x"—5x—1. A

Soraglar we yumuslar

1. Gatnasyga mysallar getirif.
2. Sohlelendirmé ya-da funksiya kesgitleme berin.
3. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny diistindirifi.
4. Funksiyanyn bahalar oblastyny diistindiri.
Goniikmeler
73. Asakdaky gatnasyklardan haysylary funksiya bolyar:
a) {(1,3), (2, 3), 3, 5), 4, 6)}; d) {(7, 6), (5, 6), (3, 6), (-4, 6)};
b) {(1,3), 3, 2), (1, 7), L, D} e) {(0,0), (1, 0), 3, 0), (5, 0)j;
¢ {2,-1),(2,0),(2,3),2, 1D} | 1) {(0,0),(0,-2),(0,2), 0, 4);?
74. Asakdaky gatnasyklardan haysylary funksiya bolyar?

75. Dekart koordinatalar tekizliginde berlen islendik goni ¢yzyk funksiya
bolarmy? Jogabytiyzy esaslandyryii.

76. x*+)*=9 denleme komeginde berlen gatnasyk funksiya bolarmy?

T7. Egerf:x 3 x+2 bolsa, asakdaky bahalary tapyti:

;B Of s DS B /()
78. Egerf:x 3 x—x*+2 bolsa, asakdaky bahalary tapyn:
N B Oy DT B3

4

79. Eger g:x+> x—— bolsa, asakdaky bahalary tapyn:
* 1

A) g(b); B) g(4); C) g 1y D) g(= 4); E) g ( ] :

)
(7]



80. Eger f(x) = 7 — 3x bolsa, asakdaky bahalary tapyn we netijdni yonekey-
lesdirin.
A flay; 1By fi-ay 1) far3) D) -1y, [B) 2 ) e,
81. Eger F(x) = 2x>+ 3x — 1 bolsa, asakdaky bahalary tapyn we netijini y6-
nekeylesdirin.
A) Fe+a), |B)Fo—); |0) Fey: |D) Fo); |B) Fae-1y: Ty Fctn,
82, G(x)=2 43
x- 1
A)IGQR) 11GO) III G(Ej lary tapyn;

funksiya {i¢in:

B) Néhili x -larda G(x) bolmayar?
C¢) G(x + 2) -ni tapyn we yonekeylesdirin;
D) x-int G(x) = — 3 bolyan x bahasyny tapyn.
83. Funksiya f harpy bilen belgilenen bolsun. f we f(x) belgileriii manylary-
nyn arasynda néhili tapawut bar?
84. Konelmek netijesinde nusga kopeldyédn enjamyil ¢ yyldan son nyrhy
(#)=9650—860¢ kanunalayyklyk boyunga liytgeyér.
A) V(4)-1 tapynn we onuil manysyny diistindirin.
B) V(#)=5780 bolanda #-ni tapyti. Yagdayy diisiindirifi.
() Enjam haysy bahada satyn alnypdyr?
85. Bir koordinatalar tekizliginde f(2)=1, f(5)=3 bolyan ii¢ diirli funksiyanyn
grafiklerini ¢yzyn.
86. f(2)=1 we f(—3)=11 bolyan f(x)=ax+b ¢yzykly funksiyany tapy.

b
87. f(x)=ax =, fD=L, fi2)=5 bolsa, a, b-leri tapyi.

88. T7(0)=—4, T(1)=—2, T(2)=6bolyan T(x)=ax*+bx+c kwadrat funksiyany
tapyn.
89. f(x)=2*bolsa, f(a) f(b) =f(a+b) deiiligi subut edin.

ELEMENTAR FUNKSIYALARYN MONOTONLUGY,
IN ULY WE IN KICI BAHALARY
50-51 _ BARADA DUSUNJE

Funksiyanyn monotonlugy

Eger x < x, defisizligi kanagatlandyryan dhlix , x €/ li¢in f(x ) < f(x,) defisizlik
yerlikli bolsa, / aralykda y = f(x) funksiya artyan diyilyér.

Eger x < x, defisizligi kanagatlandyryan dhlix , x €/ li¢in f(x,) < f(x,) defisizlik
yerlikli bolsa, I aralykda y = f(x) funksiya kemelydn diyilyér.

\ %



f(xz)
flx)

Eger funksiya artyan bolsa, grafik boyunc¢a ¢cepden saga "hereket" etsek,
ordinatalar artyar; funksiya kemelydn bolsa, ordinatalar kemelyir.

" y — kemelyér
y —artyar

x —ulalyar x — ulalyar
I-nji mysal. Funksiyanyn artys we kemelis aralyklaryny tapyii:

Eger funksiya artyan bolsa, grafik boyunca ¢epden saga hereket etsek, or-
dinatalar artyar (grafikde gyzyl reiikde berlen). Diymek, funksiya x<— 1 we
x > 2 aralyklarda artyar. Jogaby (—oo, — 1] U [2, + «0) gérniisde-de yazmak bolyar.

Edil seyle, eger funksiya kemelyin bolsa, grafik boyunga ¢epden saga here-
ket etsek, ordinatalar kemelyédr (grafikde gok rerikde berlen). Diymek funksiya
— 1 <x <2 aralyklarda kemelyér. 4

2-nji mysal. Funksiya haysy aralyklarda artyar?

Bu funksiya [— 9; 9] aralykda berlen.

Eger funksiya artyan bolsa, grafik
boyunga ¢cepden-saga hereket etsek, ordi-
natalar ulalyar. Diymek funksiya [— 6; 0]
we [6; 9] aralyklarda artyar. Jogaby [— 6;
0] U [6; 9] gorniisde-de yazmak bolyar. 4

(9]



3-nji mysal. Funksiya haysy aralyklarda kemelyar?
Eger funksiya kemelydn bolsa,
grafik boyunga ¢epden-saga hereket etsek,
ordinatalar kigelydr. Diymek funksiya
[— 1; 2] aralykda kemelydir. g

Funksiyanyn in uly we i1l ki¢i bahalary barada diisiinje beryéris.
— 5 < x < 6 aralykda kesgitlenen funksiyanyn grafigine garalyn.

A nokadyn ordinatasy basga nokatlaryii ordinatalaryndan kigi bolany sebépli
su nokada global minimum nokady diyilydr. Funksiyany onla layyk bolan ba-
hasyna funksiyanyn in kici bahasy diyilyér. Bizinn mysalymyzda funksiyanyn
i ki¢i bahasy — 16,5-¢ de.

Edil seyle, D nokadyn ordinatasy basga nokatlaryn ordinatalaryndan uly
bolany sebépli su nokada global maksimum nokady diyilyar. Funksiyanyii onia
layyk bolan bahasyna funksiyanyn it uly bahasy diyilyar. Biziii mysalymyzda
funksiyany1i ini uly bahasy 18-e der.

Indi B nokada tins berelini. Grafigii onia yakyn bolan nokatlary toplumy »/\
gorniise eye. Beyle hésiyete eye bolan nokada lokal maksimum nokady diyilyér.

Edil seyle, grafigin C nokada yakyn bolan nokatlary toplumy
gorniise eye. Beyle hdsiyete eye
bolan nokada lokal minimum
nokady diyilyar.

Dirie lokal minimuma we lokal
maksimuma eye bolan funksiya
mysal getirelin:




Soraglar we yumuslar
1. Aralykda artyan funksiya kesgitleme berin.
2. Aralykda kemelyén funksiya kesgitleme berin.
3. Cyzga garap funksiyany1i artyandygy néhili anyklanyar?
4. Cyzga garap funksiyanynl kemelyédndigi ndhili anyklanyar?
Goniikmeler
90. Funksiya iicin asakdaky aralyklary tapyii:
1) artys; 2) kemelis.
Eger miimkin bolsa, olaryii lokal maksimumyny we minimumyny, ifi uly
we 111 kici bahalaryny tapyi.

91. [-9; 9] aralykda berlen funksiya haysy aralyklarda artyar?
Haysy aralyklarda kemelyér?

Onun lokal maksimumyny we minimumyny, il uly we i1 ki¢i bahalaryny tapyi.

Ay Ay

Y =Ax) y =Ax)
\ / J\

v

_'9\/ oj\/g 9 0] 1 9
[]



h2-54 CYZYKLY WE KWADRATIK MODELLER

Cyzykly funksiya

f(x) = ax + b gorniisddki funksiya ¢yzykly diyilyér, bu yerde x, y — tiytgey-
jiler, a, b — berlen sanlar, a # 0.

Cyzykly funksiyanyn grafigi koordinata tekizliginde goni ¢yzyk bolup,
munda a sana burg¢ koeffisiyenti diyilyar.

Asakda biz ¢yzykly funksiyanyni ulanylysyny
getirydris.

I-nji mysal. Tennis kortuny kidrendd almak nyr-
hy C(h)=5h+8 (ABS dollary) formula bilen kesgitle-
nen, bu yerde # — kidrende wagty (sagatda). 4 sagat
we 10 sagat ticin kdrendé néce serigsde sarp edilyar?

C(h)=5h + 8 formuladan peydalanyp, C4)=5-4+8=20+8=28 we C(10)=
=5-10+8=50+8=58 bolyandygyny tapyarys. Diymek, 4 sagada 28 ABS dollary,
10 sagada bolsa 58 ABS dollary serisde sarp edilydr. A

2-nji mysal. Nyu Yorkda taksi yolagey almak ii¢in saklamaga 3 ABS dollary
30 sent, her kilometre bolsa 1 ABS dollary 75 sent alyar.

a) Jedweli depderinize gogiirint we ony dolduryii:
d — aralyk (km) 0 2 4 6 8 10
C — serisde ($)

b) C we d arasyndaky baglanysygy grafik gorniisde aiiladyn;

¢) C (d) funksiyanyi algebraik gorniisini—formulasyny yazyi;

d) 9, 4 km yoremek ticin nédge serigde sarp edilyar?

a) 3,3 ABS dollaryna yzygider 2 - 1,75 = 3,5 ABS dollaryny gosup, goze-
nekleri dolduryarys:

d — aralyk (km) 0 2 4 6 8 10
C — serisde ($) 3,30 | 6,80 | 10,30 | 13,80 | 17,30 | 20,80
¢) Burg koeffisiyentini tapyarys:
20,80—-17.30
a=—"-"—-—-= 1, 75 .
b) 10-8

Diymek, C(d) = 1,75d + 3,3.

d)C(9,4)=1,75-9,4 + 3,3 =19,75.

Diymek, 19,75 ABS dollary sarp
edilydr. A,

@
\ /)

Bu — ¢yzykly funksiya.



Kwadrat funksiya
y = ax*+ bx + ¢ gorniisdédki funksiya kwadrat funksiya diyilyar, bu yerde x,
y — uytgeyjiler, a, b, ¢ — berlen sanlar, a # 0.
y =2x*+4x — 5 funksiyanyn a) x = 0; b) x =3 nokatlardaky bahasyny tapaly.
a)x =0bolsun.Onday=2-0°+4-0-5=0+0—-5=-135.
b)x =3 bolsun. Onday=2-3*+4-3-5=18+12—5=25.
3-nji mysal. Das zyiilanda ¢ sekuntda onuti yere gord beyikligi
h(f) = — 5¢+ 30¢ + 2 funksiyanyn kémeginde anyklanyar.
a) t =3 bolanda das yerden nége beyikde bolyar?
b) Das néhili beyiklikden durup zynyldy?
¢) Haysy wagtda dasyn beyikligi 27 metr bolar?
a)h(3)=—5-3*+30-3+2=—45+90+2=47.
Diymek, zynlan das # = 3 sekuntdan soni 47 m beyiklikde bolyar.
b) das # = 0 bolanda zynlandygy sebépli, 2(0)=—5-0°+30-0+2=2.
Diymek, das 2 metr beyiklikden zyiilan.
¢) Dag yerden 27 metr beyiklikde bolsa, A(f) = 27 bolyar, yagny — 57+ 30¢ +
+2=27.
Bu defileméni ¢ozyéris: =5+ 30t —25=0, #—6t+5=0, t,=1, t,=5.
Diymek, das 27 metr beyiklikde 1 sekuntdan soi (yokary goéterilende) we 5
sekuntdan sofi (asak gacanda) bolyar. A
Kwadrat funksiyanyn grafigi
f(x) = x* funksiyany garalyn. Onun kébir nokatlardaky bahalary jedwelini
dizyéris:

X -3 —2 -1 0 1 2 3
fx) 9 4 1 0 1 4 9
Su jedweldéki (x, y) nokatlary koordinata tekizliginde gurup, olary tekiz ¢yzyk
bilen utgasdyryp, su grafigi alarys:
Alnan sekil parabola diyip atlandyrylyar. Gorniisi
yaly, parabolanyil sahalary yokary ugrugan bolup, ol
ordinata okuna gord simmetrik bolan egri ¢yzykdyr.
(0, 0) nokada y = x? parabolanyn depesi diyilyér.

4-nji mysal. y = x*— 2x — 5 kwadrat funksiyanyn
grafigini gurun.

Funksiyanyn bir nokatdaky, meselem x = — 3
nokadyndaky bahasyny tapalyi:
f=3)==32-2-3)-5=9+6—-5=10.

(13}



Funksiyanyn birndge nokatlardaky bahasyny tapyp, jedweli diizyiris:
X -3 —2 -1 0 1 2 3
y 10 3 —2 -5 —6 -5 —2

(x, ¥) nokatlary koordinata tekizliginde gurup, olary tekiz ¢yzyk bilen utgas-
dyryp, berlen kwadrat funksiyanyn grafigini alarys:

Alnan grafik hem parabola seklinde. Onuii sahalary
bolsa yokary ugrukdyrylan. &

Erkin y = ax*+ bx + ¢ parabolany ordinatalar oky
— Oy oky bilen kesigsme nokadyny tapyarys:

x=0,y=a-0+b-0+tc=0+0+tc=c

Diymek, parabola (0, ¢) nokatda ordinatalar oky
bilen kesisyér.

y = ax*+ bx + ¢ parabolanyn abssissalar oky bilen

kesisme nokatlaryny tapmak ti¢in ax*+ bx + ¢ = 0
kwadrat defilemdnin ¢oziiwlerini tapmak yeterli.

Meselem, y = x*—2x — 15 parabolanyn abssissalar oky bilen kesigsme nokatlary-
ny tapyarys. x*— 2x — 15 =0 diyip, bu kwadrat defilemini ¢6zyéris. Onun ¢oziiwleri
x=—3 we x = 5 bolyar. Diymek, y = x>— 2x — 15 parabola abssissalar oky bilen
(— 3, 0), (5, 0) nokatlarda kesisyar.

y = ax*+ bx + ¢ parabola ii¢in x = h gorniisddki wertikal goni ¢yzyk onun
simmetriya oky bolyar.

Eger y = ax?+ bx + ¢ parabola abssissa oky bilen kesisse, 4 san parabolanyti
Ox oky bilen kesisme nokatlary abssissalarynyi orta arifmetigine defi bolyar.

5-nji mysal. Suratdaky parabolanyii simmetriya
okuny tapyn.
Eger parabola abssissalary oky bilen (1, 0) we (5,

. 5+1 . .
0) nokatlarda kesisse, x - " 3 — simmetriya

oky bolyar. A

Eger y = ax*+ bx + ¢ parabola abssissalar oky bilen
kesismese, / sany basga usulda-da tapmak bolyar.

Gorniisi yaly, abssissalary # — d we h + d bolan
A, B nokatlar birmenizes ordinatalara eye, yagny
fth—d) =f(h +d),diymek, A we B x = h oka gord
simmetrik nokatlardyr.
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Bu sertden peydalanyp asakdaky derlikden /4 -y tapyarys:
a(h—d)? +b(h—d)+¢ = a(h+d)? +b(h+d) +¢ Ya-da
ya-da —

Diymek, simmetriya oky h=;—z eken.

Netije. y = ax*+ bx + ¢ parabolanyil simmetriya oky x = % gorniisde bolyar.
Parabolanyn 6z-6stine simmetrik bolan nokady parabolany1 depesi diyilyér.

Parabolanyi depesinin koordinatalary x = ;—2, v = 0. Parabolanyn oky (—zi, 0)
a
nokatdan Oy okuna parallel bolup ge¢yir. Parabolany1i depesi simmetriya okuna

degisli bolany sebépli, onun abssissasyna b den,
a

Gorniisi yaly, a < 0 bolanda parabola sekli /\ yaly bolup, onuii depesi y =
=ax?+ bx + ¢ kwadrat funksiyanyn maksimum nokady, a > 0 bolanda parabola
sekli yaly bolup, onuni depesi kwadrat funksiyanyti minimum nokady
bolyar.

6-njy mysal. y = 3x*+ 4x — 5 parabolanyi simmetriya okuny tapy.
y=3x*+t4x—5lgina =3,b =4.

-b -4 2
Diymek, x=—=——=——, yagny x =—— —simmetriya oky. 4
y S =33 3 veEy X=-3 yaoky. A
7-nji mysal. f(x) = x*+ 6x + 4 parabolanyn depesini tapyi.
-b -6
a=1,b=6. x=—=——=-3.
2a 2-1

Diymek, parabolany1ni depesinin abssissasy x = — 3,
ordinatasy bolsa: y =f(—3)=(—3)*+6(—3)+4=9—-18+4=-5.
Sonun ti¢in, parabolanyfi depesi (— 3,— 5) koordinatalara eye. 4

8-nji mysal. Sportgy pokgini yokary zyndy, munda pokginini ¢ sekuntdan
sonky beyikligi H(f) = 30¢ — 5/ metr boldy, 7 > 0.
a) In yokary nokada pokgi nige sekuntda yetyar?
b) In yokary nokat yerden nice beyiklikde bolar?
¢) Pokgi nice sekuntdan son yere gagar?

(15)



a) H() = 30t — 5 ii¢in a < 0, a = — 5. Sonun tigin bu parabola asakdaky

gorniisde bolyar: /\ . t= ;—b = 2_(305) =3 sekuntda maksimuma yetyér.
a 2-(-
Yagny it yokary nokada pokgi 3 sekuntda géterilyir.
b) Maksimal beyikligi tapyarys:
HB3)=30-3—-5-32=90— 45 =45, yagny in yokary nokat yerden 45 metr
beyiklikde bolyar.
¢) H(¢) = 0 bolsa, pokgi yere gagyar. Su detileméni ¢ozyaris:
30t — 5= 0, 530t = 0, 5/(t— 6) = 0. Mundan #,= 0 ya-da #,= 6.
Diymek, 6 sekuntdan soti pokgi yere gagyar. M
Asakda biz parabolanynl sekline garap kwadrat funksiyanyni formulasyny
tapmaga mysallary getiryéris.
9-njy mysal. Berlen parabolalara garap kwadrat funksiya formulasyny yazy.

a) Parabolanyn sahalary asak garan, ol abssissalar oky bilen — 1 we 3 nokat-

larda kesisyér. Sonui ticin y = a(x + 1)(x — 3), a < 0. x = 0 bolanda y = 3 sertden
a=—1 -i tapyarys.
Diymek, kwadrat funksiya y=— (x + 1)(x — 3) = —x>+2x+3 formula bilen aiiladylyar.
b) Parabola sahalary yokary garan, ol abssissalar okuna x = 2 nokatda galtasyar.
Sonu tigin y = a(x — 2)?, a > 0. x = 0 bolanda y = 8 sertden a@ = 2 -ni tapyarys.
Diymek, kwadrat funksiya y = 2(x — 2)* formula bilen berilyér. 4

10-njy mysal. Berlen parabola garap kwadrat funksiya
formulasyny yazyn.

x =1 — simmetriya oky bolany ti¢in, abssissalar oky
bilen ikinji kesisme nokady x = 4 bolyar. Diymek, y = a
(x + 2)(x —4). Mundan x = 0, y = 16. Sonun {i¢in 16 = a
(0+2)(0—4). Buyerden a =— 2 ya-da
y=—2(x+2)-(x—4)=—2x"+4x+ 16. A

Soraglar we yumuslar.
1. Cyzykly funksiya nime?
2. Cyzykly funksiyanyn burg koeffisiyenti name?
3. Kwadrat funksiya ndme?
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4. Kwadrat funksiyanyn depesi néhili tapylyar?
5. Hagan kwadrat funksiya maksimuma eye bolyar?
6. Hacan kwadrat funksiya minimuma eye bolyar?

Goniikmeler

92.

93.

94.

9s.

96.

97.

Konelmegi netijesinde awtomasynyi nyrhy # yyldan son V(#) = 25000 —
3000¢ yewro kanunalayyklyk bilen tiytgeyér.

a) /(0) bahany tapyn. Bu baha manysyny diistindirin;

b) V(3) bahany tapyn. Bu baha manysyny diisiindirif;

¢) V() = 10000 baha ni¢e yyldan son gazanylyar?
ABS-da elektrik montazgy ¢agyrylandygy ticin $60 we her bir sagat ticin
$45 hyzmat hakyny alyar.

a)r=0, 1,2, 3,4, 5 bolanda layyk jedweli diiziin. C hyzmat hakynyn

¢t wagta nihili baglylygyny grafiki gérniisde anladyn.
b) C(#) funksiyanyii formulasyny (algebraik gorniisini) yazymi.

1
¢) 65 sagat wagt {i¢in nige serisde tolenyar?

Sisterna 265 litr suw bilen doldurylan. Ondan her bir minutda 11 litr suw
alynyar.

a)t=0,1, 2,3, 4,5 bolanda akyp ¢ykyan suwun ¥ litr gowriiminin

¢ (minut) wagta néhili baglylygyny anlladyan jedwel diiziin.

b) V(¥) baglanysygy grafiki gorniisde anladyn;

¢) M) funksiyanyn formulasyny (algebraik gorniisini) yazym.

d) 15 minutdan son sisternada nédge suw galyar?

e) Sisterna ndge wagtdan son bosar?
Asakdakylardan haysy biri kwadrat funksiya bolyar:

a)y=2x—4x+10; | ¢)y=—2x% e)3y+2x*—7=0;

b)y=15x—8; d)y=%x2+6; f)y = 1523+ 2x — 16?
(x, y) jubiitlik gorkezilen y = ax* + bx + ¢ kwadrat funksiya bilen ariladylan
gatnagykda bolarmy?

a) f(x) = 6x*— 10, 0,4); dy=—-7x*+9%+11, (1,-6)

b) y =2x*—5x—3, 4,9); e fx)=3x*—11x+20, (2,—10);

Oy=-ACH6r €A DAY=-3EENE6 (1.4

vy = ax*+ bx + ¢ kwadrat funksiya {i¢in y-ifi berlen bahasyna layyk bolan
x-1ii bahasyny tapyii:
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

a)y =x*+6x+ 10, yv=1 | ¢y=x*-5x+1, y=-3
b) y = x>+ 5x + 8, y=2;  d)yy=3x% y=-3.
Maddy jism 80 m/s tizlikde yokary zynlan. Onun ¢ sekuntda yere gord

beyikligi /4(f) = 80z — 5¢ funksiyanyil komeginde anyklanyar.
a) 1 sekunt, 3 sekunt, 4 sekuntdan son jisimin beyikligini tapyn;
b) Haysy wagtda jisimin beyikligi 140 metr bolar? Hagan 0 metr? Jo-
gaplara layyk yagdaylary dustindirin;
Oniim 6ndiiryin telekeginiii alyan girdejisi asakdaky formula bilen ha-
saplanyar:

P(x)=- %xz + 36x — 40 (miifi som), bu yerde x — 6niimlerin sany.

a) 0 sany 6niim, 20 sany 6niim 6ndiirilende teleke¢i ndhili girdejd eye
bolar? b) 270 miin som girdeji almak ti¢in telekegi ndge 6ntim ondiirmeli?
Funksiyalarynx= — 3,—2,— 1,0, 1, 2, 3 bahalara layyk bahalaryny tapyii.
Netijeleri jedwel gorniisinde berin we grafikleri gurun.

aAy=x*+2x—2; d)fx)=—-x*+x+2; gy=x’-5x+6;

b)y =x*—3; )y =x>—4x +4 hyy=x*+x+1;

¢)y =x>—2x; H)f)=—2+3x+10; 1)y=—-x"tx—1
Bu grafikler ndhili gérniisde bolyar?

aA)y=x*+2x+3; d)fx)=3x>-10x+1; gy=8—x—2x*

b)y=2x>+5x—1;, e y=3x>+5 h) f(x) = 2x*— x*— 5;

Q)y=—x>—3x—4, f)y=4x>—x; i) y = 6x*+2 — 5x.
parabolalaryn ordinatalar oky bilen kesisme nokadyny tapyn.
Funksiyalar grafikleri ordinatalar oky bilen nihili nokatlarda kesigyér?

Ay=@+Dx+3); dy=0Cx+5)0G-x; gy=&-Dlx-06)

b y=x=-2)x+3) ey = x(x—4); h)y=—G+2)x+4);
Qy=x-70 fly=-G+dHx—-35); Hy=-Kx-3)x-4).
aA)y=x>—x—6; d)y=3x—x%  gy=—x4xt21; j)y=—2x"+x—5
b)y=x>—16; e y=x>—12x1+36; h)y=2x>-20x+50; k)y=—6x>+x +5;
Q)y=x*+5; £) y=x*+x—7;, 1) y=2x*>Tx—-15; D)y=3x*+x—1.
parabolalaryn abssissalar oky bilen kesisme nokatlaryny tapyn.
ay=x’+tx-2 d)y=xtxtd | gy=-x—Tx jy=-x+2x-9;
b)y = (x +3)%; | e)y=3x"-3x-36; h)y="2x*+3x+7, k)y =4x*—4x —3;
¢) y=(xt5)(x—2); f)y=—x*-8x—16; 1)y =2x>—18; 1)y =6x>— 11x—10.
parabolalaryni koordinatlar oklary bilen kesisme nokatlaryny tapyn.
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105.

106.

107.

108.

109.

Parabolanyn simmetriya okuny tapyii:

Parabolanyni simmetriya okuny tapyii:

a)y = (x~2)x — 6); d)y =(x—3)x - 8);

b)y = x(x +4); )y =2(x—5);

¢y =—(x+3)x—5) f)y =3k +2).
Parabolanyn simmetriya okuny tapyii:

a)y =x>+6x +2; f)y=—5x+"Tx;

b)y=x>—8x—1, g) flx) =x>— 6x +9;

¢) flx) = 2x* + 5x — 3; h) y = 10x — 3x%

=—x*+3x—-7 . 1

S))yy=2xf— 5;3x ’ Dy gerast
Parabolanyn depesini tapyii:

a)y=x>—4x +7, f)y=—-3x>+6x — 4

b)y =x*+2x +5; gQy=x>—x—1;

¢)fx)=—x*+to6x—1; h) y=—2x>+3x — 2;

d)y=x*+3; N B

&) fr) = 202 + 12x; Dy =Ty et
Parabola garap, ona layyk kwadrat funksiya formulasyny tapyn:



110. Parabola garap, kwadrat funksiyany tapyn:

111. Aman denize diiri almak {i¢in ¢timdi. Onun ¢ sekuntdan sofiky ¢iimen
cunlugy H(f) = — 4+ 4t + 3 metr boldy, 7 > 0.
a) diirler nahili ¢uiilukda yerlesyér?
b) Aman diiri almak {i¢in né¢e wagt sarp edyér?
¢) Aman nihili beyiklikden suwa ¢timdi?
112. Jeren koynek tikmek ticin buyurma aldy. Ol bir giinde x sany kdynek tikse,
ol P(x) = — x*+ 20x ABS dollary girdeji alyar.
a) inl uly almak ti¢in ol né¢e kdynek tikmeli?
b) ini uly girdeji nd¢e dollara den?

1. Asakdaky gatnasyklardan haysylary funksiyalardyr?
b) C)

y Y
X o__Qx




d
) y °) Y (32)

1 (3.1
X

X -1

(=2,1)

2. Asakdaky tertiplenen jiibiitlikler toplumlaryndan haysylary
sohlelendirme bolyar? Jogabynyzy esaslandyryii.
a) {(1> 2)5(_17 2)5(09 5)7(29 _7)}9 b) {(Oa 1)9(19 3)9(27 5):(07 7)}7
¢) {(6, 1),(6, 2),(6, 3),(6, 4)}.

3. Grafiki gorniisde berlen funksiyalaryn kesgitlenis oblastyny we

bahalar toplumyny tapyii:
a) b)

4 y:(x—l)(x7

| X
(3,-4)
4. Asakdaky diagrama y = f{x) s6hlelendirméni berydr.

1) y = fix) sohlelendirménin kesgitlenis oblastyny we bahalar
toplumyny yazyi.
2) y = f{x) sohlelendirme tekizlikdiki koordinatalar sistemasynda
nihili sekillendirily&r?
3) y = fix) ticin anyk anlatmany yazy1.
5. flx) = 2x — x’ funksiya {i¢in:

A A2; B)A-3) ¢)fi-) bahalary tapyi

6. g(x) = x*— 3x funksiya {igin afilatmalary yonekeylesdirifi:
a) g(x +1); b)g(x*-2).
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7.

8.

10.

Grafiki gorniigde berlen funksiyalaryin kemelis we artys aralyk-
laryny tapyni.

Y y y
X 4
X
-1 1 X
y x=-3 Yy=4 Y
(71, 3) 10
x b
.-7) 6 x
a) filx)=2x+1; b) fix)=-3x+2;
¢) flx) =x% d) fixy=—x*  funksiyalar ii¢in:

1) funksiyalaryn oklary bilen kesisme nokatlaryny tapy.

2) lokal maksimum, lokal minimum nokatlary ya-da egilme
nokatlary bar bolsa, olaryi koordinatalaryny tapyn.

3) funksiyalaryil grafigini takmyny ¢yzyn

Asakdaky grafikde minutlarda anla-
dylan 7 wagtda sisternadan syzyp
cykyan nebit 6niiminini V' géwriimi
sekillendirilen.

1) Syzyp c¢ykyan nebit onliminin
gowriimi wagta baglylygynyn for-
mulasyny tapymi.

2) 15 minutda nédge nebit syzyp
cykyar?

3) 50 litr nebit ndge minutda syzyp ¢ykyar?
4) Sisterna nid¢e wagtdan son bosayar?

Das deniz derejesinden 60 metr beyiklikden yokary zyilan. ¢
sekuntdan son dasyn deniz derejesine gord beyikligi

H(t) =—5£+ 20t + 60 metre den bolsa:

1) Néage sekuntdan soni dasyn beyikligi il uly bolyar?

2) Dasynt deiiiz derejesine gord beyikligi ndcd deni?

3) Nige sekuntdan son das suwa gagyar?



11. Fermer suratda gorkezilen iki yanasyk duran birmerizes meydana
eye bolan bugday atyzyny 2000 metr diwar bilen gursady.
i i

X m

1) Atyzlaryn umumy meydany x arkaly néhili anladylyar?
2) Iki atyzyn umumy meydany it kopi bilen kwadrat metre dei
bolmagy miimkin? Seyle atyzlaryn 6l¢eglerini anykla.

B5 ~ PERIODIK HADYSALAR WE OLARA GOZEGCILIK

Periodik hadysalar tebigatda we tehnikada gin yayran. Olara mysallar geti-
relin:

* yylyn pasyllary boyunca howa yagdayynyn iiytgemegi,

» aylardaky ortaca temperaturanyn iiytgemegi,

* deniz kenarynyn yanyndaky suwun c¢unlugy;

* haywanlar sany;

» giliniin aktiwliginin tiytgemegi;

* mehanikada, elektrotehnikada periodik yrgyldylar.

Bu hadysalarda belli bir wagt aralyklarynda gaytalanyp duryan yagdaylar
bolyar. Olary yagdaya garap periodik, yrgyldayan ya-da siklik diyilyér.
Meselem, Giinorta Afrikadaky Keyptaun sdherinde aylyk maksimal
temperaturanyn liytgemegini anladyan jedweli garalyn:

Ay Yan [Few | Mar | Apr | May |Iyun|Iyul [Awg| Sen| Okt [Noy| Dek

Temp (0°C) | 28 | 27 (255 | 22 |185| 16 | 15 | 16 | 18 215 |24 | 26

Bu maglumatlary grafiki gorniisde aflladalyni. Munufi t¢in ordinata oky
temperaturalary, abssissalar oky bolsa ayyn tertip nomerlerini (meselem, fewral
ticin 7=2) anlatsyn.

Bu grafikde yanwarda ortaca 28°C temperatura bolyar. Beyle baha her yylyn
yanwarynda, yagny her 12 ayda gaytalanyandygy tebigydyr.
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Basga aylar ti¢in hem orta-
ca temperaturanyn liytgemegi-
ni takmyny gorkezydan grafigi

dowam etdirip ¢yzmak bolyar: (aylar)
yan yan
(aylar)
yan yan
Eger y = f(¢) funksiya ¢ —ayda ortaca temperaturany arlatsa,
A0)=£/12)=£24)=.., A1)=£f13)=£25)=.. we s.m. yaly kanunalayyk-

lyk, umumy yagdayda islendik 7 ticin /(¢ + 12) bolyandygyny gérmek miimkin.

Munda gaytalanma bolyan 12 ay méhlete period diyyaris.

X toplumda kesgitlenen f{x) funksiya ti¢in islendik x -da f{x + T) = f(x) den-
ligi kanagatlandyryan 7 > 0 bar bolsa, f(x) funksiya periodik diyily4r, munda
x+TeX

Gorntisi yaly, fix + T) = f(x) bolsa, onda fix) =fix + T) =fix + 27)=...

Beyle 7> 0 sanlar in ki¢i bahany funksiyanyn periody diyip atlandyryarys.

Tigir goni ¢yzyk boyunca aylanyp hereket etse, ondaky kesgitli bir nokat

sikloida diyip atlandyrylyan egri ¢yzyk boyunca periodik hereket edyér.

Sikloida y=f(x) gorntisdéki detilemi eye dédldigini bellemek gerek.

Periodik funksiyalaryn grafikleri asakdaky gorniise eye:

AAAAANANNN
NAVAVAVAVAVAVAVAVAEE
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Bas ok denlemesi asakdaky yaly tapylyar: =w, munda max —

funksiyanyn i1l uly, min bolsa i1 ki¢i bahasy.
Periodik funksiyanyn grafigi asakdaky diiziim boleklere eye:

bas ok
period
Amplituda funksiyanyn maksimumy bilen ok (ya-da ok bilen minimum)
arasyndaky aralyk bolup, ol asakdaky yaly tapylyar:
. max—min
amplituda = ———
Soraglar we yumuslar
1. Periodik hadysa mysal getiriii.
2. Funksiyanyi periodyna kesgitleme berin.
3. Periodik funksiyanyn amplitudasy néhili hasaplanyar?
4. Sikloidanyi ndmedigini diistindirin.
5. Hagan kwadrat funksiya maksimuma (minimuma) eye?
Goniikmeler
113. Her bir yagday ticin maglumatlary grafiki gérniisde sekillendirin we olar-
yn periodik—periodik délligi barada netije ¢ykaryn:

y * 012030456 78910 1 12
y 01 14 1 0 -1 -14 -1 0 1 14 1.0
x| 0 1 2 3 4

L e A R R
x| 0 05 10 1,520 25 3035

© )0 19 35 45 47 43 34 24

g X 0231415 6 7 8[910]1
y 0 47 34 1721 52 89 10,9 102 84 104

114. Asakdaky jedwelde tigir goni ¢yzyk boyunca aylanyp hereket etse, onda
belgilenen nokadyn hereketini aiiladyan ululyklar getirilen:
Aralyk (sm) 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Beyiklik(sm) = 0 @ 6 (23 42 57 64 59 43 23 7 1

Aralyk (sm) 220 240 260280 300 320 340 360|380 400
Beyiklik sm) = 5 27 40 55 63 60 44 24| 9 3
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a) Beyikligin aralyga baglylygyny grafiki gorniisde aniladyn.
b) Bu hadysa periodikmi? Eger periodik bolsa, ok detilemesini, funk-
siyanyfi maksimumyny, periodyny, amplitudasyny tapyii.
115. Asakdakylardan haysy biri periodik hadysany anladyar?
a) v b) 4y

N2 3\/4 5\/6x 5 TETE S

¢ ty
1 J e
1234567 :

=

> VoM
| 5\/@\/20 | z\/4 \_/ x
116. y
12 -8 4 1 4 8 2 16
-1 X
2
3

Berlen periodik funksiya ti¢in:
a) amplitudany tapyn; b) periody tapyii;
¢) birinji maksimum nokadyny tapyn;
d) iki maksimum arasyndaky aralygy anyklar;
¢) bas okun denlemesini diiziin.
y =sinx, y = cosx FUNKSIYALAR WE OLARYN
56-58  KOMEGINDE MODELIRLEMEK

Gontiburgly tigburglukda a,b — katetler, ¢ — gipotenuza bolsun. o diyip a
katete garsylykly burgy belgileyéris (1-nji surata garari).

Geometriya kursundan a burcuil sinusy we kosinusy asakdaky denliklerin
komeginde girizilyar: _ a
sSiIna =—, COSOL=—.

C C

Gipotenuzany 1 diyip alsak, 1-nji surat 2-nji suratdaky gorniisi alyar.

Tekizlikde koordinatalar sistemasyny girizip, onda radiusy 1-e dei bolan bir-
lik towerege garayarys we su towerekde o burca layyk bolan nokady belgileyi-
ris (3-nji surat).

‘



sina A
0 cosol  x

1-nji surat. 2-nji surat. 3-nji surat.

a burgun sinusy diyip (1;0) nokady koordinatalar baslangyjy dasynda o
burga dwiirmek netijesinde alnan 4 nokadyn ordinatasyna aydylyar (sina yaly
belgilenyir).

Edil seyle, a burcui kosinusy diyip (1; 0) nokady koordinatalar baslangyjy-
nyfi dagynda o burga dwiirmek netijesinde alnan 4 nokadyfi abssissasyna
aydylyar (cosa yaly belgilenyér).

a burca layyk nokat basga c¢éryeklerde yatsa, asakdaky yaly sekillere eye
bolarys (4-niji surat):
Y

y y
A .
a sino
o o
cosal 0] coso
cosaa O X o X X
o
sina, sino
4-nji surat.

Pifagoryn teoremasyna gord, cos’a. + sin*a = 1 — esasy trigonometrik toz-
destwo yerlikli, munda 0°< a < 360"

Trigonometriyada garalyan burg¢ (duga) lar graduslarda ya-da radianlarda 61-
¢elmegi miimkin.

a merkezi burga layyk duganyn uzynlygynyn sol duganyi radiusyna gat-
nagygyna su burcui radian 6lgegi diyilyér.

Graduslarda berlen a burgun radian 6lgegi Loa den.

Kop dusyan burglaryni radian 6lgeglerinin jedwelini beryiris:
Gradus 0° 30° 45°

60° 90° 180° | 270° | 360°
Radian 0 T T T T T 3—“ 21
6 4 3 2 2

(27]



Kébir a burglaryni sinusynyii we kosinusynyi bahalaryny tapalyi.

1. a = 0° bolsun (5-nji surat). Bu yagdaya layyk nokadyn abssissasy 1-e,
ordinatasy bolsa 0-a den, diymek, sin 0° =0, cos 0° = 1.

2. o = /6 = 30° bolsun (6-njy surat). Goniiburgly ticbur¢lukda 30° ly bur-

cunl garsysyndaky katet gipotenuzanyi yarysyna den bolany sebépli, sin% = %
. : 1" 3
bolyar. Esasy trigonometrik tozdestwo gora cos% =,[1- 5) = % .

3. o = m/4=45° bolsun (7-nji surat). Munda defiyanly goniiburcly tigburg-
luk alynyar.
Beyle tigbur¢lukda a burguni sinusy we kosinusy 6zara dendir. Olary x

. . . 2
diyelin. Esasy trigonometrik tozdestwodan x? + x> = 1, yagny x = - bolyar.

Diymek, cos— = sin— = —2
4 4

2
Y Y
g 1 x g f
1 e 2
2 T 6 T
5 7
10) 0] \/_37 X 0 V2 X
x 6 2
5-nji surat. 6-njy surat. 7-nji surat.
y Y
33 z
2 2
r
3
0 1
5 o 0 X
8-nji surat. 9-ni
]y surat.

4. o = /3 = 60° bolsun (8-nji surat). Munda edil ¢ :% yagdaya mernizes

pikir yoredip, cosg = l, sing = ? deiiliklere eye bolarys.

5.0 =m/2 =90° bolsun (9-njy surat). Bu yagdaya layyk nokadyn abssissasy

‘



0-a, ordinatasy bolsa 1-e del. Diymek, cosg =0, sing =1.

2 y 5 y y
T
3 3 T N
) Sr
2 o 3 6 S
3 4 3
_2 0 2 0 X 2 X
3 2 2

10-njy surat.
6. 2n/3 = 120°, 3m/4 = 135°, 5n/6 = 150° bolan yagdaylara garalyn. (10-
njy surat). 2m/3 nokat tigin 27/3 = n — n/3. Onda, bu nokat /3 nokada OY oku-
1 .2 3

na gord simmetrik. Diymek, COS2_n =——, sin —.
3 2 3 2

3n/4 nokat {i¢in 3n/4 = m — w/4. Onda, bu nokat n/4 nokada OY okuna gord

3n \/E .n3_n_x/§

simmetrik. Diymek, COST =——,si

4 2
5m/6 nokat {i¢in 51/6 = m — n/6. Onda, bu nokat /6 nokada OY okuna gora
. 1
simmetrik. Diymek, coss—7t = —ﬁ, sin S—R =—.
6 2 6 2

5

7. a =m = 180° yagdayda cosnt = — 1, sin © = 0 bolyandygyny subut etmek
we degisli surat ¢yzmagy okuwca hodiirleyéris.

Yokarda biz [0; 7] aralykda kiibir burglar ii¢in sinusyi we kosinusyti baha-
laryny anykladyk. Bu burglaryi her birine n-ni gosup [x; 2n] aralykdaky burglar
icin hem sinusyni we kosinusyn bahalaryny anyklamak miimkin.

Netijeleri trigonometrik towerek diyip atlandyrylyan 11-nji suratda arlad-
yarys:

Yokardaky bahalardan peydalanyp y=sinx, y=cosx funksiyalar grafiklerini
gurmak bolyar. Munun {i¢in abssissalar okunda « burgun bahalaryny, ordinatalar
okunda bolsa sinusyi degisli bahalaryny alyp, alnan nokatlary belgileyéris. Son
belgilenen nokatlary tekiz ¢yzyk bilen utgasdyryp, [0;2m] aralykdaky y = sinx
(12-nji surat), funksiyanyn grafigini alarys. y = cosx (13-nji surat) grafigi hem
sunun yaly gurulyar.



30°=

90° =

240° =

L
6
T | 1200=
2
180° =7 | 210°=
A% 9700 =
Tn,

315°=

o) |§ w |'§’ 13

ELY
2
11l

450 =T
6

60° =

135° =

225°=

300° =

oy g olw 2l

11-nji surat. Trigonometrik towerek. Sinusyn we kosinusyn kébir bahalary.

y

1
J3/2

V272
1/2

“1/2
V272
\/3/%

J3/2

V272
1/2

~1/2
272
—ﬁ/%

o la

ENg |

N

w3

12-nji surat. y = sinx, 0

o a

13-nji surat. y = cosx, 0

\ J

<x < 2w

<x <L 2w

2T X



Bu grafikleri periodik yagdayda dowam etdirip, y = sinx, y = cosx funksiyala-
ryn grafiklerini alarys (14 we 15-nji suratlar).

14-nji surat. y = sinx, x€R.

15-nji surat. y = cosx, xER.

Grafikleri okap seyle netijd gelyéris: y=sinx (y=cosx) funksiyanyn periody
2n-ge, amplitudasy 1-e, i uly bahasy 1-e, in kici bahasy bolsa —1-e deri.

Ulanylysda kop dusyan y=asinx we y=sinbx, b#0 funksiyalar barada kabir
pikir yoretmeleri getiryéris.

y = asinx funksiyanyn amplitudasy |a|-ga defl. Onun grafigi y = sinx funk-
siyanyn grafigini |a| > 1 bolanda ordinatalar oky boyunga uzaltmak, |a| < 1 bo-

|1b]

den. Bu funksiyanyn grafigi y = sinx funksiyanyn grafigini 0 < |b| < 1 bolanda
abssissalar oky boyunca uzaltmak, |b|>1 bolanda gysmak netijesinde alynyar.

y = sinx + ¢ gorniisdédki funksiyanyn grafigi y=sinx funksiyanyn grafigini c
birlige parallel gociirmek netijesinde alynyar we munda y=sinx+c funksiyanyn
bas oky y = ¢ deillemi eye.

landa bolsa gysmak netijesinde alynyar. y = sinbx funksiyanyn periody -€

(31])



Yokardakylary hasaba alyp, y = asinbx + ¢ gorniisdiki funksiyanyn grafigini
almak mimkin.

Meselem, y = 2sin3x + 1 funksiya garalyn.

Bu funksiyanyn grafigi y = sinx funksiyanyn grafiginden asakdaky yaly alynyar:

1. Amplitudany ikd kopeldip y = 2sinx-1 alarys

2. Periody tige boliip, y = 2sin3x-1 alarys

3. Berlen 1 birlige parallel gociiryiris. y = 2sin3x + 1 funksiyanyni bas oky
y =1 denillemi eye.

4. Netijede y = 2sin3x +1 funksiyanyi grafigini alarys.
Soma mertizes pikir yoretmeleri y = cosx funksiya barada hem getirmek bolyar.

[-nji mysal. y = 2sinx, y = — 2sinx, y = sin2x funksiyalaryn grafiklerini gurun,

0° <x<360°

Ilki y = 2sinx funksiyanyn grafigini guryarys. Bu funksiyanyni amplitudasy
2-4 dent we onun grafigi y=sinx funksiyanyn grafiginden ordinata oky boyunga
uzaltmak netijesinde alynyar:

y = — 2sinx funksiyanym grafigi y = 2sinx funksiyanyn grafigine abssissalar okuna
gord simmetrik. Mundan peydalanyp, y = — 2sinx funksiyanyn grafigini guryarys.

y = sin2x funksiyanyn periody 360
yaly bolyar:

=180°. Bu funksiyanyn grafigi asakdaky

A



2-nji mysal. 0° < x < 720° bolanda y = sinx we y = sinx — 1 funksiyalaryn
grafiklerini gurum.

A
bas ok

3-nji mysal. 0° < x <360° kesimde y = 2cos2x funksiyanyn grafigini guralyn.
a=2. Diymek, funksiya ampli-

tudasy |2| = 2 bolyar, b = 2 bolany

tcin funksiyanynn periody bolsa

360°  360°
] = =180° bolyar. Mundan
su grafige eye bolarys:

Soraglar we yumuslar

1. Birlik tegelekde burgun sinusyna kesgitleme berin.
2. Birlik tegelekde burcun kosinusyna kesgitleme berin.
3. 30°-ly burg ti¢in sinusy we kosinusy hasapla.
4. y = sinx funksiyanyn grafigini ¢yzy.
5.y = cosx funksiyanyn grafigini ¢yzyn.

Goniikmeler
117. Grafikleri 0° < x < 360° kesimde gurui:

a)y =3sinx; b)y = — 3sinx; Q)y= %sinx; dyy=- %sinx.
118. Grafikleri 0° < x < 540° kesimde guruii:
a)y =sin3x; b)y= sin(%); )y =sin(=2x); d) y= —sing.
119. Funksiyanyi periodyny anyklan:
a)y=sindx; b)y=sin(—4x); ¢)y= sin(?); d) y = sin(0, 6x).

120. Eger y = sinbx, b>0 ti¢in funksiyanyi periody
a) 900°; b) 120°; ¢) 2160°; d) 720°.
-a den bolsa, b-ni tapyi.
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121. y = asinbx + ¢ funksiyanyn grafigine garap a, b, ¢ sanlary tapyn:

122. Grafikleri 0° < x < 360° kesimde gurufi:
a)y=sinx +1; | b)y=sinx —2; ¢)y=1—sinx;
d)y =2sinx — 1;| e) y =sin3x + 1; f)y =1 — sin2x.
123. y = cosx funksiyanyn grafigine garap,

2
a)y=cosx +2; | byy=cosx — 1; g)yzgcosx;

d) y :%cos X; €) y = — COSX; f) y = cos2x;

g) y= cos(%); h) y = 3cos2x funksiyalaryn grafiklerini gurun.

‘



124 Funksiyanyn periodyny anyklan:
a)y =cos3x; b) y= COS(%) ; ¢) y= cos(%) ; d)y = cosdx.

125. y = acosbx + ¢ funksiya berlen bolsun. a,b,c sanlaryn geometrik many-
syny anyklari.
126. y = acosbx + c grafigine garap funksiya a, b, c sanlary tapyn.

4-nji mysal. Asakda Giinorta Afrikadaky Keyptaun séherinde howanyn aylyk
maksimal temperaturasynyn {iytgeysini aiiladyan jedwel berlen:
Ay Yan | Few | Mar @ Apr  May Iun Dul Awg Sen = Okt  Noy Dek

TCC) 28 |27 (255 22 185 16 |15 | 16 18 213 24 | 26

Maksimal temperaturanyni tiytgeysini takmyny gorkezydn grafigi getiryéris:

t (aylar)

Yan Yan
Bu hadysanyit modeli 7 = acosbt + ¢ gorniisde bolsun diyip ¢ak edip, para-
metrler — a, b, c-leri tapyarys. Period 12 ay bolany {i¢cin
360° 360°
=12,yagny b= =30°.
| yagny T

—mi 28—15
Amplitudany hasaplayarys: max2 min _ 2

Bas ok maksimal we minimal bahalar géni ¢yzyklaryni arasynda bolany se-
28+15 .

=6,5. Mundan o = 6,5.

bapli ¢~

(35)



Diymek, maksimal aylyk temperatura wagtyn gegmegi bilen {iytgemeginin
matematik modeli 76,5 cos307+21,5 funksiyadyr.

Goniikmeler
127. Antarktidadaky Polyar bazada 30 yylyin dowamynda ortaca tempera-
turanyn asakdaky yaly bolanlygy mélim:

Ayyn tertip 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12
nomeri
Temperatura 0 —4 -10 -15 -16 -17 -18 —-19 —-17 —-13 -6 -1
(°C)

Ortaca temperaturanyti iiytgeysinin matematiki modelini diiztin.

128. Denzin kenarynda deiliz suwunyn goterilmegi we yza gaytma hadysasy
bolanda asakdakylar anyklandy: 1) Suw cuillugynyn i uly we i kigi
bahalarynyn arasyndaky tapawut 14 metr. 2) Suwun ¢utilugy i uly ba-
halara ortaca her 12,4 sagatda yetyir.3) Suw cuillugynyn wagta gord
liytgemeginiii matematiki modelini diiziit we ony grafiki gorniisde ai-
ladyn.

129. Welosiped tigirinde sary reiikli sohle serpiji ornasdyrylan. Welosiped
gijesine tekiz yol boyunca hereketlenende ol wideoteswire alyndy. Wi-
deoteswir esasynda s6hle serpijinini yola gord beyikligi wagtyn gecmegi
bilen ndhili tiytgénligi anyklanyp, asakdaky jedwel dolduryldy:

Wagt (¢ sek) 0,1102[030405]0,6[07]0,8]09
Beyiklik (7, sm) |19 [ 17 [38 [62 |68 [50 [24 [15 |31

a) Sinus funksiyasyndan peydalanyp, hadysanyn matematiki mode-
lini diiziin.

b) Hadysanyn grafiki gorniisini getirin.

¢) Tigirin radiusyny tapyi.

d) Welosiped néhili tizlikde hereketlenyér?

59-61" IN YONEKEY TRIGONOMETRIK DENLEMELER

sin x=a derileme

Bize mélim bolgy yaly, — 1 <sin x < 1, sonuii {i¢in bu deiileme |a|>1 bolanda
coziiwe eye dil. — 1 < a <1 aralykda denlleménin ¢oziiwini tapmak ticin asak-
daky kesgitleméni girizyéris.

\ %



a€[—1;1] sanyn arksinusy diyip sinusy a-ga denl bolan x€[——;—] sana

NN

T
o : T : 2
aydylyar: eger sinx=a we xe[—E ;E] bolsa, arcsin a=x.
Deilleméni ¢6zmek iicin 16-njy suratdaky y=sinx funksiyanyn grafiginden
peydalanyarys.

16-njy surat.

Grafikden gorniisi yaly, a € [~ 1;1] bolanda y = a funksiya [0;2n] aralykda
y = sinx funksiyanyn grafigini abssissalary x, we x, = ® — x,, bolan nokatlarda
kesyér. Bu iki nokady bir formula arkaly yazmak miimkin:

x=(—1)"arcsinag, n=0, 1.

y = sinx funksiyanyi periodikliginden peydalanyp, detileméni ¢6zmek ii¢in

su formulany alarys:
x = (= 1)*arcsin a + nk, k€Z. )

I-nji mysal. Hasaplafi: 1) arcsing; 2) arcsin (_%j

J3

Kesgitlemad gora —13_31,£e _r
s s 2 3 [ 2

M

I . T 3 .
1 we sin—=—— bolany icin
2] 3 2 y Ug

3 = . . 1 1 T
arcsin— = — . Edil sonun yaly, arcsin(——) = —arcsin—=—— bolyar.
573 sonufi yaly, (=2) 5~ ¢ oolvar A
2-nji mysal. Detileméni ¢oziin: sin xZ%.
(I) Formula goré denlleménin ¢oziiwi
x=(-1) arcsin%+ mk = (—1)* g+ nk, ke Z bolyar. A
. . 2
3-nji mysal. Detilemédni ¢oziini: sin (%—gj 2

=
. . o 2
y = sinx funksiya tik bolany {i¢in sin (g - %) = —% bolyar.

(1) formulany ulanyp, %—% = (-1)* arcsin {—%} +7k, keZ  detli-
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gi alarys. arcsin [—%J = —% bolany {i¢in E__ =(- ) [__] + ik,

E___( 1)f (——j+7‘ck yoki x_—+( 1)"“§+2kn, keZ c¢oziwleri alarys.

sinx = a defileméninn mohiim yagdaylardaky ¢oziiwlerini getiryéris:
a=1 bolanda x:g+2nk, keZ;a=—1 bolanda x:%n+2nk, keZ;

a=0 bolanda x = nk, kEZ.
4-nji mysal. Detilemini ¢ozin: sin (%—gj =0.

Y X X
a=0 bolyanlygyndan ——+==nk, ——nk+—, agn x——+2nk keZ
yanyey 0 2 2 1o YAEY ¥ =3

goziiwleri tapyarys. 4%

sinx = a defileméni gézmegi birlik tegelekde
diistindirmek afisat. sinx-ii kesgitlemesine goré,
onufl bahasy birlik tegelekdéki 4 nokadyi ordi-
natasydyr. |a| < 1 bolanda beyle nokatlar 2 sany,
yagny A, we Ay . a =+l bolanda bolsa 1 sany
(I7-nji surat). 17-nji surat.

cosx=a denleme

— 1 <cosx <1 bolany tigin bu derileme |a| > 1 bolanda ¢6zliwe eye dél. — 1 <
a <1 aralykda denileme ¢6ziiwini tapmak ticin asakdaky kesgitleméni girizyéris.

a€[—1;1] sanyn arkkosinusy diyip kosinusy a ga den bolan x€[0;n] sana
aydylyar: eger cosx=a we x€[0;r] bolsa, arccos a=x.

Kesgitlemé gord, [0;n] aralykda cosx=a derileme bir x=arccosa koke eye.
y=cosx funksiya jiibiit bolanlygy {i¢in [—m;0] aralykda-da bir x=—arccosa ¢6-
ziiwe eye. Funksiyanyi periody 2n. Onda cosx=a denileméni ¢ozmek ticin
x=xarccosa+2nk, k€Z (2) formulany alarys.

5-nji mysal. Hasaplan: 1) arccosg; 2) arccos(—g}

Kesgitlemd gord, —-1< \/27 <1 %e [0;] we cos% = 73 bolany {i¢in
3 21 3

arccos% =% bolyar. Edil sonuii yaly, arCCOS(—%J = Tn bolyar. A



. 3
6-njy mysal. Detlleméni ¢6zlifi: cos x = %

(2) formula goré detileménin ¢oziiwini x = + arccos—3 + 27k, k € Zemma

T A
arccosT3 = % Diymek, ¢dziiw su gorniisde bolyar: x = ig +2nk, ke Z g\

18-nji surat. 19-njy surat.
cosx = a denleme ¢oziilisini birlik tegelekde diistindiryaris (18-nji surat).
cosx funksiyanyn kesgitlemesine gord onufi bahasy birlik tegelekdédki 4_nokad-
yil abssissasy bolyar. |a| < 1 bolanda beyle nokatlar 2 sany, yagny 4x we Ax;
a =1 we a = — 1 bolanda beyle nokat bir sany.
cosx = a denlleménin mohiim yagdaylardaky ¢oziiwlerini getiryéris:
a=1 bolanda x=2nk,k€Z; a=—1 bolanda x == + 2nk, k€Z;

a=0 Dbolanda x :§+ nk , kEZ.
7-nji mysal. Detileméni ¢oziin: cos (Bx - Ej =0.

cosx = 0 denleménin ¢oziiwiniil formulasyndan 3x —% = §+ nk ni alarys.
Mundan, x = % + %k, keZ .

tgx=a denleme

Bu deinileméni ¢ozmek ii¢in asakdaky kesgitleméni girizydris. a€R sanyn
arktangensi diyip, tangensi a sana defl bolan x€(— = /2; n/2) sana aydylyar:
eger tgx = a we x€(— n/2; m/2) bolsa, arctg a = x.

sin x
tgx =

bolany {i¢in tgx birlik tegelekddki B (x; y) nokat ordinatasynyi
COS X

abssissasyna gatnasygyna denl (19-njy surat), yagny bu nokat Yoa goni ¢cyzyk
X

bilen birlik tegelegiii kesisme nokadydyr. 19-njy surata gord beyle nokatlar 2

sany: B, we B, nokatlar. Sonui li¢in defileméniil ¢6ziiwi asakdaky yaly bolyar:



x = arctga + nn, n€Z. 3)
8-nji mysal. Hasaplati: 1) arctgl;  2) arctg(—+/3).

n T T T . T
1) tg—=1we —e| —=;— | bolany {igin arctgl=—;
) g5 1 ( 5 2) y tig gl=7
2) tg =3 we Ze —E;E bolany ticin arctg(—\/g):—EA
3 3 2°2 3

9-njy mysal. Denilleméni ¢oziin: tg (x - gj =-\3
(3)-e gord, denleminin ¢oztiwleri asakdaky yaly bolyar:
T

X —% = arctg(—\/g )+7n. arctg(—\/g )= —arctg(\/g) = 3 bolany {i¢in

OV . T T , T
denleméanin ¢oziiwleri x —g = _E +mn,ya-da x = —g+ mwm, neZ. M

In yonekey trigonometrik detilemeler {i¢in jedweli getiryiris:

Detileme Coziiwleri Kébir hasiyetler
sinx = a x = (—1)tarcsin a + nk, k€Z. arcsin(—a) = — arcsin q, |a| < 1.
cosx =a x ==+ arccos a + 2nk, kEZ. arccos(—a) =m—arccos q, |a| < 1.
tgx = a x = arctg a + nk, kEZ. arctg(—a) = — arctg a, a€R.

Ugiinji siitiinde getirilen hisiyetler otrisatel sanlar arksinuslary (arkkosinuslary,
arktangensleri) bahalaryny polozitel sanlaryn arksinuslarynyti bahalary arkaly

) . i
tapmaga miimkingilik beryir. Meselem, arcsin [—TJ = —arcsin - - -
3 3 m 5n
arccos| ——— |[=m—arccos—=mn——=—,
2 2 6 6

{ ﬁj i@
arctg —T =-—arctg—=——.

3 6
1

10-njy mysal. Denlleméni ¢oztin: cos(10x + %) =7
10x +§ =z belgileme girizip, cosz= % deiilemdni alarys. Mundan

(2) formula gord z:i§+2nk,keZ, yagny 10x+g:i£+2nk ya-da

x:L —£i£+2nk ,keZ.A
10\ 8 3

N ,/‘



sinx=sina, cosx=cosb, tgx=tgc gorniisdiki denlemeler
Beyle denilemelerin ¢6ziiwi, degislilikde, asakdaky yaly bolyar:
x=(Dfa+nk;, k€Z, x==+b+2an, neZ, x=c+nm, meZ. @)
11-nji mysal. Denillemani ¢oziin: cos(3x — 40°) = cos(2x + 60°).
(4) formula gord, 3x — 40° = + (2x + 60°) + 360°:, n€Z deiilemini alarys.
Mundan nibelli x tapylyar:
3x —40°=2x + 60° + 360°7 & x =100°+ 360°n, nez,
3x — 40° = — 2x — 60° + 360, 5x = —20° + 360% < x = — 4° + 72°1, neZ. M
12-nji mysal. Deillemini ¢oziin: sin’x + 3sinx + 2 = 0.
sinx = z belgilemek girizip, z> + 3z + 2 = 0 kwadrat defilemi gelyéris. Bu
detileméni ¢oziip z= — 2, z, = — l-ler tapylyar. Belgilemé goré sinz = —2 we
sinx = — 1 denllemeleri alarys. sinz = — 2 ¢oziiwe eye dil. sinx = — 1 derilleme
x=270°+360°%, keZ ¢oztiwe eye. Diymek, detileménin ¢oztiwi x=270°+ 360°%,
keZ bolyar. A

Soraglar we yumuslar

1. sinx = a denileme nihili ¢oziilydr? Mysalda diistindirin.
2. cosx = a deiileme nidhili ¢oziilydr? Mysal getirin.
3. tgx = a denilleme néhili ¢coziilydr? Mysal komeginde diistindirin.
4. arcsin a sanyna kesgitleme beril. Mysalda diistindirin.
5. arccos a sanyna kesgitleme berin. Mysalda diistindirin.
6. arctg a sanyna kesgitleme berin. Mysalda diistindirin.
Goniikmeler

Hasaplan (130-141):

130.

1) arcsin 0; 2) arcsin—3; 3) arcsinl; 4) arcsin —ﬁ .
2 2 2
131.
1) arcsin (—g i 12) arcsin(—%); 3)arcsin I; | 4) arcsin (-1).
132.
1) arccos 0; 2) arccos(—?j; 3) arccos 72 ;|14) arccos (—1).
133.
1) arccos (—l 32) arccosl; 3) arccos 1; | 4) arccos —ﬁ .
2 2 2
134.

1) arctgl;

4) 3. arctg(—x/g).

1 1
2) arctg[—— ; | 3) arctg—;
V3 ] V3




135. 1

1) arctgO; _\/§ ;| 3) arctg(—1); —— .

) arctg (—3); | 3) arctg(-1) ( ﬁj
136. 3 1

1) arcsin 1+arcsin(-1); 2) 2arcsin7+ 4arcsin5.
137.

l)4arcsin£—2arcsin —ﬁ ; 1 (—lj + arcsin —ﬁ .

2 2 2 2

138.

1) 2arccos 1+3arccos 0; 2) 6arccos ?—%rccos(—%].
139.

1) 2arccos (—1)—3arccos 0; 2) 2arccos(—€} +4arccos£—§}.
140.

1 1 3

1) 3arct \/§+3arccos—; 2) 3arctg| ——— |+ 2arccos| — |.

) Jarctg 5 ) g( ﬁj [ 5 J
141.

1) 2arctg 1+3arcsin(—%j; 2) Sarctg (—\/5 ) —3arccos[—gj.

Anlatmalar mana eye ya-da eye délligini anyklan (142-143):
142.

143.

1) tg(2arcsin%); | 2) arcsin (\/6—2); | 3) tg(3arccos%).

Deilleméni ¢oziin (144-161):

144. 1) sinx=—l; 2) sinx=—3; ‘ 3) sinx=— l
2 2 2
145.
1) sinng; ‘ 2)sinx=1; ‘3)sinx=—— ‘ 4)sm2x—§
146.
1) cosx——£ ‘ 2) cosx—\/— ‘ 3) cos2x=-1; ‘ 4)cos3x =1.
147.

1) cosx:%; ‘ 2) cosx =—1; ‘ 3) cosSx:—%; ‘ 4)cos3x=-1.

148 \/5
l)tgx=—x/§; ‘ 2) tgx=1; ‘ 3) tg9x=—1; 4)tg3x:T.

‘



149. A
1) tgx=0;  2)tgx=2;  3)tgbx=-3; 4)tg5x:_T_

150.

I)2cosx+1=0; 2)2cosx—«/§:O; 3)2005x—x/§:O.

ISL ) /2 sinx—1=0;]2)2sinx++/3 = 0;| 3)2sin x + 2 =0.

152.
1) sin(—gjzg; 2) tg4x=—%; 3) Cos(—3x):%.
153. | N o o
D2sin| 2x+ 2 |=—J/2; | 2Btg| Z-Z|=1; | 3) 2cos(E- 1) =43.
4 2 3 36
154.

1) cos (E— 2xj =—1;
3

155. T X
I)2sin| ——— [=+/3;
) s1n(6 2) \/—

7T X
D)tg| —+—|=1;
)g(4 3)

2) 2cos(§—3xj:\/§;

3) ZCos(g—gjzﬁ.

3) sin(x+£):l.
4

156 1) (26inx++2)(sindx+1)=0; | 2) (2=cosx)(1+3cosx)=0.

157. 1)2sin® x—sinx—1=0; | 2) 4cos’ x—8cosx—3=0;
3)2sin® x—sinx—6=0; | 4) 2cos’ x—cosx—6=0.

158. 1)2sin* x—sinx—1=0; | 2) 4cos’ x—8cosx—3=0;
3)2sin” x—sinx—6=0; | 4) 2cos’ x—cosx—6=0.

159 )5 cos? x—sinx+1=0; | 2) tg® x—3tgx—4=0;
3)4sin® x—cosx—1=0; | 4) tgx—\/gtngrl:\/g.

160. 1) cos x=cos2x;
161. 1) sin4x=sin x;

2) tg2x=tg3x;

3) sin7x=sin3x; | 4) cos4x =cos5x.

2) sin2x=cos3x; | 3) tglOx=tg8x; |4) sinSx =sin7x.



62-64 _IN YONEKEY TRIGONOMETRIK DENSIZLIKLER

a <sinx<b, a, <cosx<b, a, <tgx <b, gorniisdiki defisizliklere i1l
yonekey trigonometrik defisizlikler diyilyér. Buyerde a, b, a,, b,, a,, b, — ber-
len hakyky sanlar. Beyle densizlikleri ¢6zende birlik tegelekden, funksiyanyn
grafiginden peydalanmak amatly.

I-nji mysal. sinx < 0,5 densizligi [0,2nx]
kesimde ¢ozun.

Birlik tegelegi garayarys. Bu tegelekde
ordinatalary 0,5-¢ dent we ondan kigi nokat-
lary tapyarys. 20-nji suratdan gorniisi yaly,
BDA duganyn &hli nokatlary yokardaky ser-
ti kanagatlandyryar. Sonuil iicin x sanlaryn

ziiwi bolyar. Jogaby: x€ [O;g} V) {%n, 271:} A
20-nji surat.

1 C .
2-nji mysal. cosx >5 denisizligi [0,27] kesimde
¢Ozun.

Birlik tegelekde abssissalary % -a dent we

ondan uly nokatlary tapyarys. 21-nji suratdan
gorniisi yaly, ACB duganyn &hli nokatlary
yokardaky serti kanagatlandyryar. Sonun ii¢in

x laryn {O;gju(%ﬂn} toplumy detisizligin
¢Oztiwi bolyar.

Jogaby: x€ [O;g) ) (S?TE ; 27:} A

21-nji surat.

3

3-nji mysal. tgx<1 defisizligi (—gg) aralykda ¢oziin.
Birlik tegelegin B nokadyndan OY okuna parallel 4B goni ¢yzyk geciryéris

(22-nj1 surat).



Onda 4 nokady seyle saylayarys, munda
OB=AB bolsun. A AOB dettyanly we goniiburc-
lydyr. OA gipotenuzanyn toéwerek bilen kesis-
me nokady D bolsun.

Suratdan gorniisi yaly, DBC duganyii &hli no-
katlary berlen denisizligi kanagatlandyryar.

T T
Jogaby: x€| ——=:= | .M\
ogayx(zéj

22-nji surat.

C . 2
4-nji mysal. Densizligi ¢ozlin: sinx < -

V2

2 (23-nji surat) funksiya-

Bir koordinatalar sistemasyna y = sinx we y =

23-nji surat.

. . : 2
laryn grafiklerini ¢yzyp, sin x = > denileminin [0; 2n] kesimdéki ¢oziiwini
tapyarys. Suratdan gorniisi yaly, sin x < 72 densizligin [0; 2x] kesimdéki ¢6-
Ziwi (O;E} we (%, 2n} aralyklar bolyar. Funksiyanyn periodikliginden x-in
{2nn;§+ 2nnj ) (%+ 2nn; 2n(n + 1)} , ne Z toplum defsizligin ¢coziiwi. A

5-nji mysal. Densizligi ¢oziin: — 2cosx > 1.

Ilki y = cosx we y =—% funksiyalaryn grafigini bir koordinatalar siste-

masyna ¢yzyarys. Soil cosx = —% denleminin [0; 2x] kesimddki ¢oziiwle-



ri 2?71- va 43_71 bolyandygyny anyklayarys. Diymek, demsizligin c¢oziiwleri

{2—11 +27n;, an + 2nn} ne Z kesimlerden ybarat eken. A
3 3
6-njy mysal. Densizligi ¢oziin: tgx = V3.

y=tgx va y=\/§ funksiyalaryn grafigini bir koordinatalar sistemasy-
na g¢yzyarys (24-nji surat). tgxzx/§ detilemini [0, n] kesimddki ¢oziiwini

tapyarys. Bu denleménin ¢oziiwi x = E. Sonun iicin densizligin [0, m] ke-
T T
simdéki ¢oziiwleri toplumy {g,zj aralykdyr. y=tgx funksiyanyn periody =n
bolyanlygyndan peydalanyp, densizligin dhli ¢6ztiwlerini tapyarys:
T T
“+mn,—+nnl|,neZ M
Sl

24-nji surat
Soraglar we yumuslar

sin x > — 1 denisizlikler néhili ¢oziilyar?
Goniikmeler
162. Derisizligi berlen aralykda ¢oziin:
1) sinx>l,xe[0;n]; 2) cosx>£ xe| L2
2 2 2°2

Fl

3) tgx>—/3 xe(—E Ej, 4)cosx>l xe[—E —}-
2°2 2

272



. \/g 1 T T
S <—,xe[-m0); 6 6) tgx<—=,xe| ——;— |7
) sinx 5 xe[ T ] ) gx<\/§ xe[ 5> 7
) cosx<—£, xe{ﬁ;?’—n} 8) costsﬁ, xe[ﬁ;?’—n}.
2 22 2 22
Derisizligi ¢oziin (163—169):
163.
1) sinxzﬁ; 2) cosx<——2; 3) tgx<—i; 4) sinx<——3.
2 2 NE) 2
164.

1) sinx>%; 2) tgx>-—1; 3) cosxS—Tz; 4) cosxﬁé.

165. 1 \/5 X \/5

X
1) sin3x<—; 2) sin—=<—-—; 3) cos—>—; 4) tg3x>1.
) 5 ) ) ) 575 ) tg

166.
) 2cos(2x+§) <J2: 2 \/Esin(§+gj > 3) 2cos(2x(—§) > 3.
167.
D sin2xc0s£—cos2xsin£££; 2) 2sin2xc0s2x21.
3 3 2 2
168. 2 . NG

) sin = cos 3x + cos — sin 3x <—:2) cos = cos 2x —sin 2x sin = < — >
4 4 2 4 4 2

169.
1) cos(i—kljzl; 2) sin(£—2]<£; 3) cos(l—ijzﬂ.
2 2 4 2 3

2

Dernlemeleri ¢oziini (1-4):

1. sin3x=0. 2. 4cosbx = — 243,
3. S5tgdx=3. 4. Stg’x—4tgx—1=0.
Derisizlikleri x€[0; ] aralykda ¢oziini (5-6):

5. sinx>%. 6. thS—l.

(47]



68 GRAFIKLERI CALSYRMAK

Siiysiirmek

/ san oky we O nokat ondaky hasap baslangyjy bolsun (25-nji surat). / -ifi
her haysy nokady a birlik siiystirilsin. Eger a > 0 bolsa, siiysiirmek poloZitel
ugurda (okuti ugrunda) bolyar. Eger a < 0 bolsa, siiysiirmek garsylykly ugur-
da yerine yetirilydr, a = 0 bolanda nokatlar 6z yerinden siiysmeyir. Eger x
koordinataly 4 = A(x) nokat a birlige siiysiirilende 4 (x,) nokada gegen bolsa,
A, nokadyti koordinatasy x, = x + a formula boyunga anyklanyar. 4 nokat 4,
nokady asly (proobrazy), 4, bolsa A-nyii nusgasy (obrazy) diyilydr.

25-nji surat.

Uzaltmak

[ goni ¢yzykda B(x) nokat O koordinata baslangyjyndan k esse uzaklas-
dyrylyp (ya-da O ga yakynlagdyrylyp), B, (x) nokada gecirilen bolsun. B, no-
kadyti koordinatasy x, = kx formula boyunga hasaplanyar. Eger k£ > 0 bolsa, B,
we B nokatlar O nokadyi bir tarapynda; eger k£ < 0 bolanda B, we B nokatlar
O-nun diirli tarapynda yerlesyar. Eger |k| < 1 bolsa, (26-njy surat) x = OB ke-
sim k esse gysgalyar; eger |k| > 1 bolsa, (27-nji surat) OB kesim k esse uzalyar,
k =1 bolanda B we B, nokatlar listme-iist diisyér, k = — 1 bolanda olar O no-
kada gord simmetrik yerlesyér.

26-njy surat. 27-nji surat.

Parallel gociirmek

Parallel goctirende xOy koordinata te-
kizligindéki &hli nokatlar birmetizes ugur-
da birmernizes aralyga gogyér (28-nji surat).
Meselem, O(0;0) koordinata baslangyjy
N(a; b) nokada gociirlen bolsa, M(x; y) nokat
M'(x'"; y') -a gocyér. M' (x"; y') nokadyn koor-
dinatalary ti¢in asakdaky formula yerlikli:
X=x+ay =y+b.

28-nji surat.



Funksiyanyn grafigini ¢calsyrmak

Yokardaky calsyrmalar (siiysiirmek, uzaltmak, parallel gociirmek) y = f(x)
funksiyanyn grafiginin komeginde y = fix —a) + b, y=m- f (%) (munda q, b,
m, k —hemiselik sanlar we m # 0, k # 0) funksiyalaryn grafigini gurmak miimkin.

Meselem, y = f(x — a) + b, funksiyany1 grafigini y = f(x) funksiyanyn grafi-
ginifi kdmeginde ¢yzmak iicin y = f(x) funksiyanyn grafiginiil her bir nokady a
birlik saga stiystirilyar we b birlik yokary goterilyar, yagny (a; b) wektor boyun-
ca parallel goctirilyar.

v = f{x) funksiyanyn grafiginini komeginde y=m- f (%) funksiyanyn grafi-

gini ¢yzmak {i¢in y = f(x) grafiginini her bir nokadynyn abssissasy Ox boyunga
k esse gysylyar (k > 0 bolsa — saga, £ < 0 bolsa — ¢epe) we ordinatasy Oy ok
boyunga m birlik uzalyar (m > 0 bolsa — yokary, m < 0 bolsa — pese).

I-nji mysal. y = 3x funksiyanyn grafiginii komeginde y = 3(x — 1) + 4 funk-
siyanyn grafigini ¢yzyil.

v =3(x— 1) + 4 grafigini ¢cyzmak ticin y = 3x funksiyanyn grafigi (1; 4) wek-
tor boyunga parallel gociirilyér.

2-nji mysal. y =—2 x + 4 funksiyanyn grafiginiii kdmeginde y = —2(x + 3)+
+ 5 funksiyanyn grafigini ¢yzyi.

y =—2(x + 3) +5 grafigini ¢yzmak {i¢in y = -2 x + 4 funksiyanyn grafigi
(3;1) wektor boyunca parallel gociirilyér. A

3-nji mysal. y = x’ parabola grafiginden peydalanyp y = 2 — (x + 3)* funk-
siyanyn grafigini ¢yzyl.

y =2 — (x + 3)* funksiyanyn grafigini ¢yzmak {i¢in y=x* funksiyanyn grafigi
ilki 3 birlik ¢epe siiysiirilydr we Ox okuna gord simmetrik gogiirilydr. Sorira
alnan grafik Oy oky boyunga 2 birlik yokary goterilyar. A

4-nji mysal. y = sinx funksiyany1 grafiginii kdmeginde y = sin2x funksiyanyn
grafigini ¢yzyn.

vy = sin2x funksiyany1 grafigini ¢yzmak ti¢cin y = sinx funksiyanyi grafigi-
nift her bir nokadynyii abssissasy Ox oky boyunca iki gezek saga gysylyar. A

5-nji mysal. y = cosx funksiyanyfi grafiginiii kdmeginde y =2 005(2)6 —gj
funksiyanyn grafigini ¢yzyn.

y=-2c0s -2 . — 2cos2| x-T o .
4 ) ya-da ¥ g funksiyanyi grafigini ¢yzmak



ticin ilki y=cosx funksiyanyfi grafigi saga ™ ga siiysiirilyir, sof abssissasy saga
iki esse gysylyar, ordinatasy iki esse yokary uzalyar. Sofira ahyrky grafik Ox
oky boyunca simmetrik gociirilyar. 4

6-njy mysal. y = f(x) funksiyanynl grafiginiii kdmeginde y = f(x — 2) + 3,
funksiyanyi grafigini ¢yzyn.

y =f(x — 2) + 3 funksiyanyn grafigini ¢yzmak {i¢in y=f(x) funksiyanyi gra-
figinif her bir nokady (2;3) wektor boyunga parallel gogiirilyir (29-njy surat). A

29-njy surat. A
7-nji mysal. y=f(x) funksiyany1 grafiginiii komeginde (30-njy surat) y = 3/(2x)

funksiyanyn grafigini ¢yzyn (m =3, k= 1 bolan yagday).
2
vy = f{x) funksiyanyn grafigi Ox ok boyunga saga 2 esse gysylyar we Oy ok
boyunga yokary 3 esse uzalyar (31-nji surat). 4

Soraglar we yumuslar

1. Siiysiirmek ndme? Uzaltmak ndme? Parallel goclirmek ndme?
Mysallar getirin.

\ J



4. y = sinx funksiyanyn grafiginin komeginde y = —Sin[x—zj
funksiyanyn grafigini ¢yzyn. 3
Goniikmeler

170. y =f(x) = x* — 2x + 3 funksiyanyn grafiginin komeginde gorkezilen funk-
siyalaryn grafigini ¢yzyn:
Dy=f(x)+L 2)y=3f(x); 3)y=3f(x)-2

4)y=f(x—1)+1; 5)y=2f(x—1)+1; 6)y=f(§j;

7)y:%f(2x); 8)y=r1(2x)-3; 9)y=2f(2x)-5.

171. y = f(x) = x*— 5x + 6 funksiyanyn grafiginin kémeginde gérkezilen funk-
siyalaryn grafigini ¢yzyn:

x x
Dy=/(x=1); | 2)y =f(§]; 3y=r,(2x); | 4y =3f(§j+l;
Sy=—=f(x); | 0)y=2f(x)=3 T)y=—f(=x)| 8)y=2f(x~1)+5.
172. y = cosx funksiyanyn grafiginin komeginde gorkezilen funksiyalaryn
grafigini ¢yzy:
1) y=cosx—1; 2) y=2cosx+1;

3) y:—cos(x+%J; 4) y=3cos(2x—§j.

PARAMETRIK GORNUSDE BERLEN YONEKEY
69-70 _ FUNKSIYALARYN GRAFIKLERI

Maddy nokadyn (x,y) koordinatlary ¢ parametre bagly bolsun: x =¢(?), y =
=y(?). ¢ kdbir T aralykda tiytgénde (p(7), (7)) nokatlar toplumy nihili bolyar?
Bu toplumy parametrik gorniisde berlen funksiyanyn grafigi diylip atlandy-
ryarys.
x=3t+1,
y=>5t+8
berlen. Bu maddy nokat hereketi dowamynda ¢yzan ¢cyzygy (maddy nokat trayek-

I-nji mysal. Maddy nokadyn koordinatalary parametrik gorntisde {

toriyasyny) tapyn.

. -1 —
Dernlemelerden 7 parametri tapyarys: ¢ = XT we ¢ = yTS .

(51]



-1 -8
Alnan aiilatmalardan —— = y? denilemi gelyédris. Mundan 5x — 5 = 3y — 24,

ya-da 5x — 3y + 19 = 0. Bu goni ¢yzygyn denillemesidir.
5 19
Diymek, goézlenyan funksiya 3y = S5x + 19, ya-da ¥ =< x+— cken.

3 3
5 19
Jogaby: y = §x+? . A
. x=3+5sint, o L '
2-nji mysal. ) =—T+5cost parametrik gorniisde berlen funksiyanyii grafigi
ndhili ¢yzyk bolyar?

Berlen defiliklerden sin? = , COSt= y?+7 bolyandygyny tapyarys.

5 5
gelydris. Mundan (x — 3)*+ (y + 7)*= 25. Bu denileme merkezi (3; —7) we radi-
usy 7 = 5 bolan téwerek detilemesidir. A
3-nji mysal. Maddy nokat koordinatalary x = 7/ + 1, we y = 3¢ kanunalayyk-
lyk bilen 6zgerse, x we y arasyndaky baglanysygy anyklan, yagny ¢ > 0

- . 5 . x=3Y yv+7 ? B y .
sin’t + cos’ = 1 tozdestwodan peydalanyp, + =1 defillemi

Berlen diizgiinlerden #-ni tapyarys: 7= xT, t=%. Bu arlatmalardan

-1 -1
%: xT denilemd gelydris. Mundan ahyrynda y=3‘/xT funksiyany

. . [x-1
tapyarys. Diymek, gozlenyin funksiya y =3 xT eken. A

x=4sint,
4-nji mysal. {y  3cost parametrik gorniisde berlen funksiyanyn grafigi

nahili ¢yzyk bolyar, bu yerde 0 < ¢ < 2n?

Berlen deiiliklerden sint =§ va cost=§ bolyandygyny tapyarys. sin’t +

2 2

+cos?’t = 1 tozdestwodan peydalanyp, (%)2 +(§)2 =1, ya-da f—6+% =1 dei-

leméni alarys. Bu derileme bilen berlen nokatlar toplumy merkezi koordinata
baslangyjynda we yarym oklary a =4, b =3 bolan ellips diyip atlandyrylyar. 4
Soraglar we yumuslar

Parametrik gorniisde berlen funksiyalara mysallar getirin.

@
\ %



Goniikmeler
173. Maddy nokadyn koordinatalary parametrik gorniisde berlen. Bu maddy
nokat hereketi dowamynda ¢yzan ¢yzygyn (maddy nokat trayektoriyasy-
nyn) formulasyny tapyn. Degisli surat ¢ekin:
x=2t+1, x=6t+4, x=4t+9, x=12¢+11,
{y=4t+8; {y=9t+3; {y:7t+18; {y:151+18.
174. Maddy nokat koordinatalary parametrik gorniisde berlen. x we y koor-
dinatalar arasyndaky baglanysygy anyklan:
) {x:17t2 1) {x:27t2 21, {x=37t2 31, {x=47t2 +41,
y=13t; y =23t y =33t y =43t
175. Parametrik gorniisde berlen funksiyanyn grafigi ndhili ¢yzykdan ybarat?
Degisli surat ¢ekin:

x =7sint, X =sint, X =5sint, x =9sint,
1) yy=7Tcost,  2)yy=cost, 3)yy=5cost,  4) 4y =9cost,
0<¢t<2m 0<r<L2m; 0<¢t<2m 0<t<2m.

176. Parametrik gorniisde berlen funksiyanyi grafigi néhili ¢yzykdan ybarat?
Degisli surat ¢ekini:

x=6sin7+3, x =23sin¢, x=2sint-3,
1) Jy=6cost+7, 2) yy=3cost—1, 3) yy=2cost+7,
0<r<2m, 0<r<2m; 0<r<2m

71 GORKEZIJILI FUNKSIYA WE ONUN GRAFIGI

Dereje we onun hisiyetleri

Hakyky san gorkezijili dereje asakdaky hésiyetlere eye (a > 0, a # 1):
Ha-ad=a", 2)a:d=a” 3)(@y=a"
&) (@by = avb ) (ﬁj _a

b b*

6) eger 0 < a < bwex > 0bolsa, a*< b*; 7) eger 0 < a < b we x <0 bolsa,
a*>b"; 8) eger x < ywea > 1 bolsa, a* < &; 9) egerx <y we 0 <a <1 bolsa,
a*> & bolyar.

I-nji mysal. Defiesdirifi: 2~ we 3.

7-nji hdsiyete gord 0 < 2 < 3 we —/3 <0 bolany ii¢in 2V S 3 A
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1 0,2 1 0,3
2-nji mysal. Denesdirin: [Ej we (Ej .
1 1 0,2 1 0,3
9-njy hésiyete gord 0,2 < 0,3 we 0< 5 <1 bolany ii¢in (5) > (Ej . A
Gorkezijili funksiya we onun hésiyetleri
fx) =a*,a>0,a+#1 gorniisddki funksiya gorkezijili funksiya diyilyar.
Beyle funksiya asakdaky hisiyetlere eye:
1) kesgitlenis oblasty (—oo; +o0) aralykdan ybarat;
2) bahalar oblasty (0; +o0) aralykdan ybarat;
3)dhli a(@>0,a#1) tGgina’= 1,
4) a > 1 bolsa, funksiya artyan;
5) 0 < a < 1 bolsa, funksiya kemelyéndir.
Asakdaky suratlarda f(xx) = a* funksiyanyn grafikleri getirilen.

Soraglar we yumuslar
1. Hakyky san gorkezijili derejénin hisiyetlerini aydyn. Mysallar getirifi.
2. Gorkezijili funksiyany1 hésiyetlerini aydyii.

Goniikmeler
177. Hasaplan:
%/E

N
N Ja\. V2 - -3\2
p((B)7] : petit HRE) e

Denesdirin (178-179):

1Y 1\
178. 1 2" wel; 2) 47 we (Ej ; 3) (Ej wel.
R N NN
179. 1 37 we I 2) [—j we (—j ; 3) (_j we (_j )
2 3 2 3

180. Funksiyalary1 artyan ya-da kemelydndigini anyklai (180-182):
) y=4% 2)y=-3% 3) y=5"-2 4)y=—6j +1.
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181, 1) y=3" 2)y=(%)"; Hr=Cr A y=h-D

182. 1y-3-p  2y=(10-2%  3y=(7-42) -3

GONUDEN-GONI COZULYAN
72-74 _GORKEZIJILI DENSIZLIKLER

™ > as®, a>0, a#1 gorniisdiki densizlik

@™ > at™, a >0, a# 1 densizlik gorkezijili detisizlige mysal bolup biler.
Bu derisizlik a > 1 bolanda f{x) > g(x) deiisizlige, 0 < a < 1 bolanda bolsa f{x)
< g(x) detisizlige den giiycliidir.

I-nji mysal. Detisizligi ¢6ziin: 35 > 3275+,

a =3 > 1 bolany {i¢in berlen deiisizlik x + 5 > 2 — 5x deiisizlige den giiyg¢li.
Mundan 6x > — 3, ya-dax > — 0,5 bolyandygyny tapyarys. Diymek, detisizligini
¢oziiwi (— 0,5;0) aralykdan ybarat. Jogaby: x€( — 0,5;0). A

2-nji mysal. Detisizligi ¢oziifi: 2 - 32— 2 - 31— 5 - 3v< 63,

3* - yaydan dasary ¢ykaryarys: 352 - 32— 2 -3 — 5 - 1) < 63. Yonekeylesdirip,
3*< 9 deiisizligi alarys, Mundan x < 2. Jogaby: x€( — oo; 2). A\

3-nji mysal. Detisizligi ¢oziifi; 8% > 82"V

a =8> 1 bolany ti¢in denisizlik 5x* — 46 > 2(x? + 1) densizlige den giiy¢li.
Su densizligi ¢ozydris: 3x* > 48, mundan x* > 16. Diymek, berlen dernisizligin
¢oziiwi xE(— 00— 4]U[4; + ) bolyar. A

a* < b densizligin (@ > 0, a # 1) b < 0 bolanda ¢oziiwi yoklugyny we a*> b
densizligin b < 0 bolanda ¢oziiwi (— oo;+ o0;) aralykdan ybaratdygyny aydyi.

4-nji mysal. Densizligi ¢oztin: 4*+ 2*— 6 > 0.

2 = t calsyrma girizyéris, netijede # + ¢t — 6 > 0 kwadrat densizlik alynyar.
Mundan ¢ < — 3, > 2 bolyandygyny tapyarys. Ondan 2*>2 we 2*< — 3 denisiz-
liklere gelyéris. 1-nji denisizlikden x > 1 ¢6zliw tapylyar, 2-nji defisizligiii bolsa
¢coziiwi yok. Diymek berlen detisizligin ¢oziiwi [1; + oo;) aralykdan ybarat.
Jogaby: x€[1;+;). A

Soraglar we yumuslar
a™ > a8 q > 0, a # 1 densizlik barada maglumat berin. Mysal
getirin.
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Goniikmeler
Derisizligi ¢oziin (183—184):
183. 1) 435 < 4375, 2) TAeHS < 7075 3) 675> 63, 4) s < 8275,
5) IF< 1125 6) 29> 2% 7)2-272—3.2%1 5.2 <~ §;

8) 3 . 5x+3_ 5x+2_ 2 . 5x+l < 68; 9) 2 . 4x+2+ 4x+l _ 5 . 4x§ 31;
10)2- 72279~ 14-7< 10, 11) 13774 <1373,
12) 3x2_4x - 32(x2—15); 13) 72;(2—4 < 73(x2—x);
184. 1)9+3*—6<84 2) 25+ 5= 30> 0;
3)5 -4+ 25— 6 <0; 49+ 3 — 12> 0;
1. x = 7Sin Sl . .. M d'.k' f k s 4 ﬁ M M W
V= Teosst gorniisindiki funksiyanyn grafigini gurufi.

2. y=11"+7 funksiyanyn hisiyetlerini yazyi.
Dersizlikleri ¢oziin (3-5):

3 o . 1 17x 1 54—x |
- 6" T <6, 4. 5 2 5 5. 0,77 <1,

LOGARIFM BARADA DUSUNJE. LOGARIFMIK
FUNKSIYA. IN YONEKEY LOGARIFMIK
75-78 _ DENLEMELER WE DENSIZLIKLER

Logarifm barada diisiinje

2¥= 32 denleménin koki x = 5, emma 2*= 30 detileménin koki ndhili tapyl-
yar? Bular yaly defilemeleri ¢6zmek ti¢cin sany1 logarifmi diisiinjesi girizilyér.
2%= 30 denleme yeke-tdik koke eye. Ony 32-nji suratdan gérmek miimkin.

Bu kok 30 sanynyni 2 esasa gord loga-
rifmi diyilydr we log,30 yaly belgilenyir.
Diymek, 2*= 30 denleminin koki x =
= log,30 sandyr.

Su kesgitlemini girizyéris:

b polozitel sanynn a esasa gord loga-
rifmi diyip, b sany almak ticin esas a-ny
gotermek gerek bolan dereje gorkezijisine
aydylyar we log b yaly belgilenyir. Esas
a> 0 we a # 1 serti kanagatlandyrmaly.

32-nji surat
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Meselem, log 9 =2, ¢linki 9 = 3. Sonuii yaly, log, é =-3; log;5=1; log,1=0.
I-nji mysal. Hasaplan: log 81.
Logarifmifi kesgitlemesine gord, 3*= 81 bolany {i¢in log,81 = 4.0
Logarifmin hisiyetleri
« esasy logarifmik tozdestwo: eger a >0, a# 1, b> 0bolsa, a°*’ =b deilik
yerliklidir;
cegera>0,a# 1bolsa, log 1 =0;loga=1,
eegera>0,a# 1 wex>0,y>0bolsa, log,(xy)=log, x+log, y;
segera>0,a#1wex>0,y>0bolsa, 10ga£ = log, x—log, y3

segera>0,a#1,x>0bolsa log, x" =n-log, x;
* tize esasa (bir esasdan basga esasa) gec¢is formulasy: eger a > 0, a # 1,
1
x>0,b>0,b#1bolsa, log, x=—22"

log,a’

cegera>0,a#1,b>0, b#1bolsa, log blog,a = 1.

log ,x = lgx we log x = Inx yaly belgilemek kabul edilen. (e = 2,718281...)
Munda lgx — x-iii onluk logarifmi, Inx bolsa x-ifi natural logarifm diyilyar.
f(x) = log x funksiya (bu yerde x —argument, a > 0, a # 1) a — esasly loga-
rifmik funksiya diyilyar.
Logarifmik funksiyanyn hisiyetleri:
* kesgitlenis oblasty (0; + o) aralyk;
* bahalar oblasty R = (— o0; + o0);
e noly: x = 1, yagny log 1 = 0.
* a > 1 bolsa, logarifmik funksiya (0; + o) bolanda artyan;
* 0 <a <1 bolsa, logarifmik funksiya (0;+ o0) aralykda kemelyén.

2-nji mysal. Deflesdirifi: log, % we 0.
2

1 .
log,1=0, esas a= > yagny funksiya kemelydn 0 < 1 <1 we 0< 1 <1 bo-
2

. 1
lanyndan log, %> log,1 bolyar. Diymek, log, 3 >0 eken. A
2 2 2
x> —5x+6

x> —5x+6 !
Bu logarifmik funksiyanyn kesgitlenis oblasty x-in —————— >0 deiisiz-

x—1
(57]

3-nji mysal. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapyn: f(x) =log,



ligi kanagatlandyryan &hli bahalary toplumyndan ybarat. Bu deisizligi ¢oziip,
funksiyanyn kesgitlenis oblasty x € (1;2) U (3;+%) bolyandygyny tapyarys.

33 we 34-nji suratlarda y = a* we y = log x funksiyalaryn (@ > 1 we 0 <a <1
yagdaylar ti¢cin) grafikleri bilelikde sekillendirilen.

33-nji surat. 34-nji surat.
4-nji mysal. Defiesdirini: log, 2 +log, 8 we log;(2+38).
Logarifmin hésiyetlerinden peydalanyarys:
log, 2 +1log, 8 =1log,(2-8) =log, 16log,(2+8) =log,10 . Logarifmin esasy 3 > 1
bolany tigin log, 16 >1log,10.
Mundan: log, 2 +log, 8 > log;(2+8) . A

5-nji I. Hasaplaii; A = 4"'% 27%‘%“’&4
i mysal. Hasaplan: +

Logarifmin hésiyetlerinden peydalanyarys: %log3 4 =log, 2;

log,125 3log,5
log, 8 3

10g8 125 — 10g2 5' ) 410g8 125 — 410g25 — 2210g25 — 2log2 25 — 25.

- llog3 4 logs

1 LIRS 1
sonun yaly, 273 2 =273 — 073 .97 ~log32_

~3logs 2 logs ¢ 1 3 Hiv _ 3 .3 A
=3.37 32 _ 33778 _3._ _ = D1ymek,A—25+§—25§.
8 8

lg54+1g ;
6-njy mysal. Hasaplaii: ——= .
S P lg72-1g8

Logarifmin hdsiyetlerinden peydalanyarys:

1g54+1g%:1g(54-%):1g27 =1g3’ =3l1g3,

lg72—lg8:1g7—82:1g9:1g32 =2l1g3.
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1
lg54+lg5 31g3 _i

T lg72-1g8  21g3 2
In yonekey logarifmik derleme

log x = b gorniisdédki defileméni (a > 0, a # 1, b — hakyky san) inl yonekey
logarifmik denleme diymek miimkin. Deilleménin yeke-tik ¢oziiwi: x = a’.
1

7-nji mysal. Deiillemédni ¢ozin: log, x = 5

Onda Jogaby: % A

1

Logarifm kesgitlemesine gord, ¢6zliwi x = 32=4/3. Jogaby: x =./3. A

8-nji mysal. Deflleméni ¢oziifi: log 16=2 .

Logarifmin kesgitlemesine gord, x>= 16 we x > 0, x # 1 Diymek, defileménin
¢oziiwi x = 4 eken. Jogaby: x=4. A

9-njy mysal. Defileméni ¢oziift: log,(x* —5x+10)=4.

Logarifmin kesgitlemesine gord, x> —5x+10=2" defilemini alarys.
Kwadrat defileméni ¢oziip x, = — 1, x, = 6 kokleri tapyarys. Diymek, defilema-
nin ¢oziiwi {— 1; 6} eken. Jogaby: x = — 1,x = 6.

10-njy mysal. Detileméni ¢oziin: 1g(2x—3) =1g(x—1).
Logarifmin kesgitlemesine gord, 2x —3 >0, x > 1 bolmaly. Denleméanin

kesgitlenis oblasty x > % aralykdan ybarat. Logarifmin hasiyetine gord, 2x —3 =x—1

detilemai gelyidris, mundan x = 2. Bu kok bolsa kesgitlenis oblastyna degisli.
Jogaby: x =2. A

11-nji mysal. Denleméni ¢ozun: log (x+2)=2.

Derleménin kesgitlenis oblastyny tapyarys: x + 2 > 0 x > 0, x # 1, yagny
denileme (0,1) U (1; ) toplumda kesgitlenen. Logarifmin kesgitlemesine gor,
x + 2 = x* defilemini alarys. Bu kwadrat defileméni ¢oziip x = — 1, x, = 2 kok-
leri tapyarys. Bu koklerden difie x = 2 kesgitlenis oblastyna degisli. Sonun ti¢in
hem ol berlen defileménin ¢6ziiwi bolyar.

Jogaby: x =2. M\

12-nji mysal. Defileméni ¢oziif: log? x —5Slog; x+6 =0.

t = log x belgileme girizip, ##— 5¢ + 6 = 0 kwadrat deiileméni alarys.
Ony ¢oziip ¢ = 2 we ¢ = 3 kokleri tapyarys. Tapylan kokleri 7 = log,x-a goyup,
log.x = 2 we log,x = 3 denilikleri alyarys. Bu defilemelerifi ¢dziiwleri, degislilik-
de, 9 we 27 bolyar. Jogaby: x =9, x =27. A\



Ini yonekey logarifmik densizlik
log x > b gorniisddki densizligi (@ > 0, a # 1, b — hakyky san) il yonekey
logarifmik detisizlik diymek miimkin.
13-nji mysal. Defisizligi ¢ozin: log, (3—x)>-3.
2
3 — x> 0 bolmaly, -3=1log, 8 bolyanlygyndan log, (3—x)>log, 8. Esas

2 2 2
a:%<1bolany ticin logarifmik funksiya kemelyén, diymek 3 — x < 8, we

0 <3 —-x<8. Mundan —3 <-x <5 ya-da—5 <x <3 deissizliklere gelyiris.
Jogaby: x€(- 5; 3). M

14-nji mysal. Densizligi ¢ozin: Ig(x+1) <1g(2x-3).
Logarifmik funksiyanyn hisiyetlerinden asakdaky deisizlikler sistemasyny
alyarys:
x+1<2x-3, x>4,
x+1>0, ya-da{x>-1,

2x-3>0
xX>—.

Bu sistemanyti ¢6ziiwi (4; + o) aralykdan ybarat. Jogaby: x€ (4; + o). A
15-nji mysal. Densizligi ¢ozun: logi x-9<0.

Logarifmik funksiya kesgitlemesine2 gorid, x > 0 bolmaly. 7 =log 1 X belgini
girizydris. Onda # — 9 < 0 derisizligi alarys. Muny ¢6ziip — 3 < t2 < 3, yag-
ny —3<log, x<3 defsizliklere gelyiris. —3=log ! 8 3=log ! % bolyanlygyn-

2
dan log% 8 < log% x < log;%. Esas a :%<1 bolany {igin y = log% x funksiya ke-

. 1
melyin, diymek, %S x <8 bolmaly. Jogaby: x€ [g :8]. A

Soraglar we yumuslar

1. Logarifme kesgitleme berin. Mysal getirin.

2. Logarifmin hésiyetlerini aydyn. Mysalda diistindirin.

3. Logarifmik funksiyalaryn hasiyetlerini aydyn.

4. In yonekey logarifmik defileme ndme we ol néhili ¢oziilyar?
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5. In yonekey logarifmik densizlik ndme we ol néhili ¢oziilyar?

Mysal getirin.
Goniikmeler
185. Hasaplan:
1) logs125; |2) log, 9; |3) logs0,04; 4) log,, 1000;|5) 10g32L7.
3

186. Deresdirin:

log, 3
1) log,3 we log,5; |2)—=— we log;4; | 3) log,3 we log,5;

08> 2 2

4)log,3we I; | 5) log;2+log,5 we log,(2+5); | 6) 10g7éwe 0.

187. Hasaplari:

08, .2

1
1) 1,5 1,5 : | 2) elnS; | 3) 2310g25; | 4) 32+10g35;

5) 7—210g76;

6) 3w, |7) log, 2 +1log, 18; |8)lg25+1g4; | 9) log3§+log3é;

0 M; 11) log47—10g4l; 12)1n64'
21g3+1g2 16 In4

188. Funksiyalaryn kesgitlenis oblastyny tapyii:
Dy=log,(2x=5); | 2) y=log,(x’—2x-3);

3)y =log,(4—x).

x—1
4)y = logz(x2 -2x+1); | S)y= logﬁ(3—x); 6)y =log, Y
189. Funksiyanyn grafigini ¢yzyn:

Dy=log,x; |2)y=log, x;
3

3)y =log,(x-1); 4) y=—-log, x.

190. Deinlemaéni ¢ozin:
Dlog, x =-5; | 2) log 5 x =0;

3)log, x=-2; | 4)log 128=7,

2
1
5) loggx:E; | 6) log /- 27 =3; | 7) log, x =5;

8) log,(x—5) =log, (4x+1);

9log, x=-2; | 10) log;(3—2x) =log, x;
2 5
11)log, Bx—-6)=-2; | 12) log,(x+1)+log,(8 —x) =3; | 13) log, 5=2;

3




14) 1g(x* + x—10)—1g(x-3)=1;  15) log>x — log, x=2;

16) 5% =6;  17)log, 3+log,x=2; 18)5° =6; 19)5° =%;
20)lg(x> —6x+19)=1;  21)logs(5* —4)=1—x.
191. Derisizligi ¢oziin:

1) logg x>2; | 2)logix—3>2-log; x;

3)loggx<2; | 4)log, x>1;
2

5)1g(3-2x)>1; | 6)27* <3; 8)2k 1 > 3.

7) log,(2x —4) <log,(x+1);

GORKEZIJILI WE LOGARIFMIK FUNKSIYA-
79-81 L ARYN KOMEGINDE MODELIRLEMEK

I-nji mysal. Bakteriya milim wagtdan (birndce sagat, ya-da, minutlardan)
son ikd boliinydar we bakteriyalaryn sany iki esse artyar. Nobatdaky wagtdan
son bu iki bakteriya hem ikd boliinyédr we populyasiya mukdary (bakteriyalaryn
umumy sany) yene iki esse artyar; indi, bakteriyalaryn sany dort boldy. Bu kopelis
hadysasy amatly sertlerde (populyasiya tigin zerur resurslar: yer, iymit, suw,
energiya we baggalar bar bolanda-da) dowam ediberydr.

Cak edelin, ilki 10 million sany bakteriyanyn barlygy, seyle bakteriyalaryn
bir sagatdan son iké boliinendigi mélim bolsun. Asakdaky jedwel 1 =1, 2, 3, 4
sagat gecende b populyasiya mukdary nihili tiytgéndigini anladyar:
¢ (sagat) 0 1 2 3 4
b, (million) 10 20 40 80 160

Sununi bilen birlikde, dhli bakteriyalar hem har sagatda bir wagtda ik& sinhron

boliinmeyédndigini mélim. Beyle yagdayda ¢ bitin san bolmanda (meselem, 7 = 1%
sagat) bakteriyalar populyasiyasy mukdaryny tapmak meselesi dur.

a) b, b,, ... yzygiderlik ndhili yzygiderlik?
b) Tekizlikddki goniiburgly koordinatalar sistemasynda jedwel boyunga layyk
nokatlary belgilédp, soni alnan nokatlary tekiz ¢yzyk bilen utgasdyry.

¢) t= 1% sagat gecende bakteriyalaryn populyasiyasy néhili bolyar?

d) Bakteriyalaryn populyasiyasynyn islendik # wagta goré tiytgeysini ndhili
funksiyanyn komeginde modelirlemek bolyar?
Ikinji hatardaky b, b, ... sanlar yzygiderligi maydalawjysy 2-d def bolan
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geometrik progressiyadygy aydyi. Onuil
umumy gorniisi asakdaky yaly bolyar:
b=20-2""buyerde r=1,2,3,4.
Tekizlikddki koordinatalar sistemasynda
jedwel boyunga degisli nokatlary belgildp, son
alnan nokatlary tekiz ¢yzyk bilen utgasdyralyn:

t= 1% sagat gecende bakteriyalar popul-
yasiyasy takmynan 28 milliondygyny gérmek

bolyar.

Alnan egri ¢yzyk sekilin gorkezijili
funksiyanyn grafigine menzesligi gérniip dur. Bu funksiyany b(¢) diyip belgildp,
(bu yerde ¢ > 0), yazyarys: b(1)=20-2"" =10-2". A

Umumy yagdayda, b(¢)=b,a" kanunalayyklyk bilen tiytgeyén mukdar (bu
yerde b, >0, a>1,1t>0 ) eksponensial artyan mukdar diyilyér.
Asakdaky netijd eye bolarys:
Eger populyasiyanyn mukdar taydan 6siisi onuii baglangye¢ (deslapky) sanyna
proporsional bolsa, beyle populyasiya eksponensial kopelyar.

“Eksponensial 6siis” jiimlesi adatda ndhilidir ¢alt, dyngysyz 6siis hadysasyny
anladyar. Meselem, jandarlar populyasiyasy, kédbir yurdun ilatynyn c¢alt 6stisini
metbugatda seyle hésiyetlendiryirler.

2-nji mysal. Epidemiologiya gullugynyii maglumatyna gord, syganlar
populyasiyasy mukdary amatly sertlerde her hepdede 20% artyan eken. Ilki
100 sycan bolsa olaryni populyasiyasy mukdary ndhili kanunalayyklyk bilen
artyandygyny tapyil.

Eger P, diyip n hepdede populyasiya
mukdaryny belgilesek, asakdakylara eye bolarys:

P,= 100 (deslapky mukdar) P = P 1,2=100-1,2
P,=P -12=100-(1,2)’ P,=P,1,2=100-(1,2)’
we s.m. 7 hepdede populyasiya mukdary

P =100 - (1,2)" bolyar.

Kalkulyatordan peydalanyp, degisli bahalary
hasaplasak, asakdaky grafige eye bolarys:

Gorniisi yaly, 6 hepdede populyasiya mukdary
baryp 3 esse artyan eken.

3-nji mysal. Entomolog alym c¢ekirtgelerin populyasiyasynyn oba hojalyk



meydanlaryna zyyan edyéndigini wrenende zyyan ¢eken ucastoklarynt meydany
A = 1000 - 2°*" (gektar) kanunalayyklyk bilen tiytgeysini anyklady, bu yerde »
hepdeler sany.

a) Ilki ndhili meydana zyyan yetirilipdir?

b) I) 5, II) 10 hepdede ndhili meydana zyyan yetirilyér?

¢) Kalkulyatordan peydalanyp, 12 hepdede nihili meydana zyyan yetirilyandi-
gini tapyn.

d) Zyyan ¢eken ucastoguil meydanynyn hepdeler sanyna baglylyk kanunalayyk-
lygynyn grafigini ¢yzyn.

a) A,= 1000 - 2°*°= 1000 (gektar).
Diymek, ilki 1000 ga meydana zyyan
yetirilen.

b) I) 4,=1000 - 2°*°=2000 zyyan ¢eken
ucastoguil meydany 2000 (ga) den.

I1) 4,,= 1000 - 2% = 4000 zyyan
ceken ugastoguil meydany 4000 (ga) den.

¢) 4,,= 1000 - 2°*'2= 1000 - 2>*= 5280 zyyan ¢eken ucastoguil meydany
takmynan 5280 gektara defi. 4\

4-nji mysal. Radioaktiw dargama netijesinde massasy 20 gram bolan
radioaktiw madda her yylda 5%-e kemelyédr. W diyip maddanyti » yyldaky
massasyny belgilesek,

w,=20g;

W=Ww,095=20-095g;

W,=Ww,095=20-(0,95)g;

W,=Ww,-0,95=20-(0,95)g;

W,,=20-(095=7.2g;

W.o=20-(095)'"=0,1g
deiliklere eye bolarys. (yyllar)

Mundan W =20 - (0,95)".
b(?) = b,a' kanunalayyklyk bilen tiytgeydn mukdar (bu yerde 5> 0,0 <a <1,
¢t > 0) eksponensial kemelydn mukdar diyilyar.
5-nji mysal. Ulanylan derman keselin bedenine yuwas-yuwasdan sinip, onui
¢ sagatdan son galyan mukdary (dozasy) D(¢) = 120 - (0.9)" (mg) kanunalayyklyk
bilen iiytgeyér.
a) =0, 4, 12, 24 sagat bolanda D(7)-ni tapyn

\ %



b) Ilki adam bedenine n#hili doza girizilen?
¢) a)-daky maglumatdan peydalanyp, D(7) grafigini sekillendirini, bu yerde £>0.
d) Grafikden peydalanyp, 25 mg mukdardaky derman adam bedeninde nége
wagt galyandygyny bahalan.
a) D(r) =120 - (0,9)mg

D(0)=120-(0,9)°= 120 mg; | D(4)=120-(0,9)*= 78,7 mg;
D(12) =120+ (0,9)"? = 33,9 mg; | D(24) =120 (0,9)**~ 9,57 mg;

b) D(0) = 120 bolany {i¢in, ilki 120 (mg) derman girizilen.
¢) Su grafikden peydalanyp, adam bedenine

girizilen 120 mg dermanyn takmynan
15 sagatdan son 25 mg galyandygyny
anyklayarys. A

(sagat)
6-njy mysal. Radioaktiw dargama netijesinde radioaktiw maddanyn massasy
W =W,- 2% gram kanunalayyklyk boyunga iiytgeyér, bu yerde ¢ yyllar.

a) Ilki madda nihili massa eye bolupdyr?

b) 200 yyldan sont maddanynl nice goterimi galyar?

t = 0 bolanda W =W, - 2°= W, bolyar. Diymek, maddanyn deslapky massasy
W, eken. ¢t = 200 bolanda W, = W - 2700120 = p . 2°02= I -0,8706. Diymek,
200 yyldan sofi maddanyf takmynan 87,1 géterimi galyar. 4k
7-nji mysal. Deniz derejesinden /# km beyiklige goterilenimizde, atmosfera

_h
basysy p=76-2,7 ®(sm simap siitiini) kanunalayyklyk bilen tiytgeyén eken. 5,6
km beyiklikde atmosfera basysy néhili bolyar?

Mlg& formula bilen
0,4343 ° p
hasaplanyar, bu yerde p = 760 mm simap siitiini - defiiz derejesindéki atmosfera

basysy, p bolsa / (m) beyiklikdaki atmosfera basysy. Alpinistler daga géterilende
304 (mm simap siitlini) basys bolandygyny anykladylar. Alpinistler ndhili
beyiklige ¢ykypdyrlar?

8-nji mysal. Deniz derejesinden beyiklik #=

p=3000 1 760 73302 m
0,4343 ©304




9-njy mysal. Radioaktiw maddamassasy wagtyi gecmegibilen m (¢) = m, - (%)T
diizgiin bilen kemelyér, bu yerde m —baslangy¢ wagtdaky massa, m — ¢ wagtdaky
massa, 1 — radioaktiw dargama tizligini anlladyan koeffisiyent (yarym dargama
dowri).

Hazirki giinde saklanyp galan maddanyii m massasyny bilsek, nice yylda
massa m dan m ¢enli kemelendigini tapyp bileris:
m(t)

t=-Tlog,
m

0

Beyle gatnasyk taryhy barlaglarda hem ulanylyandygyny bellemeli.
10-njy mysal. Tebigy dil sozliiginddki sozler sany wagtynl gegmegi bilen
N(t)=N,e* kanunalayyklyk bilen kemelyindigi anyklanan, bu yerde N, —
baslangyc wagtdaky sozler sany, N(7) - ¢t (min yyllar) wagtdaky saklanyp galan
sOzler sany, A - dilddki sozlerini saklanyp galyandygyny atiladyan koeffisiyent.
Hazirki giinde saklanyp galan sozler N(r) mukdaryny bilsek, nidce yylda sozler
gowrilimi N, dan N(7) genli kemelendigini tapyp bileris:
1 N(t)
t=——-In| —|.
()

0

11-nji mesele. 11ki1 sdher ilaty a adam bolup, ilat sany her yylda 10% -e artsa,
ilatyn x yyldan son néd¢e bolyandygyny anyklayan formulany tapyn.
Cylsyrymly goterim formulasyna gord, séher ilaty sany x yyldan son

y= a_(lOi)Ov;le =a-(1,1)" bolyar: Diymek, y=a-(1,1)* formulanynn kémeginde
a berlende x yyldan son ilat sanyny anyklamak miimkin bolyar. a=1000000 we

yyllar sany x boyunga ilat sanyny anyklayan jedweli getiryiris:

X y X y
1 1 100 000 11 2 853 117
2 1 210 000 12 3 138 428
3 1 331 000 13 3452 271
4 1 464 100 14 3797 498
5 1 610 510 15 4 177 248
6 1 771 561 16 4594 973
7 1948 717 17 5054 470
8 2 143 589 18 5559 917
9 2 357 948 19 6 115909
10 2 593 742 20 6 727 500
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Jedwele gord ilat sany 5 yyldan sonn 1 610 510,
10 yyldan soni 2 593 742,
20 yyldan sofi 6 727 500 adam bolar eken. A
12-nji mesele. 11ki sdher ilaty @ adam bolup, ilat sany her yylda 2%-e kemelse,
ilatynl x yyldan son né¢e bolyandygyny anyklayan formulany tapyii.
Cylsyrymly goterim formulasyna gord sdher ilaty sany x yyldan soi

100-2Y : .
y= a( 01%0 j =a-0,98" bolyar. Diymek, y = a - 0,98* formulanyn komegin-

de a berlende x yyldan son ilat sanyny anyklamak miimkin. a=2000000 we
yyllar sany x boyunga ilat sanyny anyklayan jedwelini getiryaris:
Jedwele gord ilat sany 5 yyldan soni 1 807 842, 10 yyldan soni 1 634 146,

20 yyldan soii 1 335 216 adam bolar eken. 4\

x y x y
1 1 960 000 11 1 601 463
2 1 920 800 12 1 569 433
3 1 882 384 13 1 538 045
4 1 844 736 14 1 507 284
5 1 807 842 15 1477 138
6 1771 685 16 1 447 595
7 1736 251 17 1 418 644
8 1701 526 18 1390 271
9 1 667 496 19 1362 465
10 1 634 146 20 1335216

13-nji mesele. Séher ilaty ilki @ adamdy. Eger ilat sany her yylda 10%-¢ artsa,
ilatyni x yyldan son nige bolyandygyny we nige yyldan son £ esse artyandygyny
anyklayan formulany tapym.

Milim bolsy yaly, y = a - 1,1* we meselédnin sertinden y = k - a bolyandygyny
hasaba alyp k = 1,1* ya-da x = log, k formula tapylyar. Asakda ilat sany k esse
artmagy ticin gerekli yyllar sanyny anyklayan jedwel getirilen:

k |y |k |y | k |y

1 0 6 19 11 25
2 7 7 20 12 | 26
3 12 8 22 13 27
4 15 9 23 14 28
5 17 10 | 24 15 28
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Jedwelden méilim bolsy yaly, ilat sany 2 esse artmagy licin 7 yyl;
5 esse artmagy ti¢in 17 yyl;
10 esse artmagy iicin 24 yyl gerek eken. A
14-nji mesele. Séher ilaty her yylda 2% ga kemelse hem-de ilatyn baslangyc
sany a sany bolsa, ilatyn x yyldan sor nice bolyandygyny we nédg¢e yyldan son k&
esse kemelyédndigini anyklayan formulany tapyi.

Milim bolsy yaly, y = a - 0,98" we meseldnii sertinden y =% bolyandygyny

hasaba alyp 1/k = 0,98" ya-da x = log , (1/k) formula tapylyar. Asakda ilat sany k
esse kemelyédndigi li¢in gerekli yyllar sanyny anyklayan jedwel getirilen:

k 1/k X k 1/k X

1 1 0 11 0,090909 119
2 0,5 34 12 0,083333 123
3 0,333333 54 13 0,076923 127
4 0,25 69 14 0,071429 131
5 0,2 80 15 0,066667 134
6 0,166667 89 16 0,0625 137
7 0,142857 96 17 0,058824 140
8 0,125 103 18 0,055556 143
9 0,111111 109 19 0,052632 146
10 0,1 114 20 0,05 148

Jedwelden gorniisi yaly, ilat sany: 2 esse kemelydndigi tigin 34 yyl;
5 esse kemelyéndigi ti¢in 80 yyl;
10 esse kemelyindigi ticin 114 yyl gerek eken. 4k

14-nji mesele. 1935-nji yylda amerikan seysmology C. Rihter yer titremeleri
hisiyetlendirmek ti¢in 1-9,5 bally magnitudalar skalasyny hodiirlapdir. Munda
yer titreme wagtynda yiize ¢ykyan seysmik tolkun energiyasy intensiwlik diyip
atlandyrylyan ululyk arkaly bahalandy. Rihter skalasynda intensiwligi / bolan yer
titremdnin R magnitudasy R=Ig/ formulanyn komeginde tapylyan eken.

1966-njy yylda Dagkentde 5,2 magnitudaly, 2010-njy yylda Gaitide bolsa 7
magnitudaly yer titredi. Su yer titremeleri intensiwlik boyunga denesdireliii.

Gaiti yer titremesi: 7=lg/,, mundan =10"=10000000;
Dagkent yer titremesi: 5,2=lg/ , mundan 1=10>°~158489,3;

1

Mundan i ~63,1. Diymek, Gaitide Daskende gord takmynan 63 esse giiyeliirdk
yer titremesi bolupdyr. 4

‘/.m\‘
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Soraglar we yumuslar
1. Gorkezijili modele mysal getirin;
2. Logarifmik modele mysal getiriii.

Goniikmeler

192.

193.

194.

195.

Mellek isldp bejerilmese, ¢ giinden son hasal otlar meydany A(f)=32%"
(kw.m) bolan yeri ortiip, medeni dstimliklere zyyan yetiryér.

a) I1ki nahili meydana zyyan yetirilipdir?

b) I) 2, II) 10, I1I) 30 giinde ndhili meydana zyyan yetirilyar?

¢) a), b)-da alnan maglumatlardan peydalanyp, zyyan ¢eken ucastogui
meydanyny1 giinler sanyna baglylyk kanunynyn grafigini ¢yzy1.
Aralyaka ekologik ulgamyny dikeltmek maksadynda seyrek haywanlar
populyasiyasyny kopeltmek taslamasynda ekologlar 25 jiibiit haywanlary
kopeltmekei. Barlaglara gord, berlen sertlerde bu haywanlar populya-
siyasynyn mukdary P = P, - 1,23" kanunalayyklyk bilen liytgeyér, bu yer-
de P - nyyldaky haywanlar sany.

a) P, sany ndméni afiladyar?

b) I) 2, 1) 5, I11) 10 yylda n#hili populyasiya eye bolarys?

¢) a), b)-da alnan maglumatlardan peydalanyp populyasiya mukdary yyl-
lar sanyna baglylyk kanunalayyklygynyn grafigini ¢cyzyii.

Himiki reaksiyanyn tizligi V= V- 2°% kanunalayyklyk bilen iiytgeyén
bolsa, bu yerde #C°) — temperatura.

a) 0 C° b) 20 C° temperaturada reaksiyanyn tizligi néhili bolar?

¢) 20 C° temperaturadaky reaksiyanyn tizligi 0 C° temperaturadaky re-
aksiya tizligine gord ndce géterim artyar?

d) [M -100% bahany hasaplafi we manysyny diistindirin.
20

2017-nji yylda Alyaska yarymadasynyn yanyndaky ada ayylaryn 6 jiibiiti

goyberildi. Ilki adada ayylar yokdy. Ayylar populyasiyasy B,= B, - 2%

kanunalayyklyk (bu yerde 7 - yyllar) bilen iiytgese, hasaplama serisdele-

rinden peydalanyp asakdakylara jogap berii:

a) B, sany ndméni atiladyar? Ol nd¢d den?

b) 2037-nji yylda néhili populyasiya eye bolarys?

¢) 2037-nji yyldaky ayylar sany 2027-nji yyldaky ayylar sanyna gord nige

goterim artyar?



196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

Radioaktiw dargama netijesinde radioaktiw maddanyn massasy W(f) =
=250 - (0,998) (g) kanunalayyklyk boyunga tiytgeyir, bu yerde 7 - yyllar.
a) I1ki madda néhili massa eye bolupdyr?

b) I) 400, IT) 800, I1I) 1200 yylda maddanyn ni¢e gramy galyar?

¢) Yokardaky maglumatlardan peydalanyp, #(7)-niii grafigini guruii.

d) Grafikden peydalanyp, madda hagan 125 mg mukdarda galyandygyny
bahalan.

Gyzgyn suw sowadylanda onun 7' temperaturasy 7(f) = 100 - 2-%0% °C
kanunalayyklyk bilen iiytgeyén eken, bu yerde 7 - minutlar.

a) I1ki néhili temperatura bolupdyr?

b) I) 15 1) 20 minutdan son temperatura ni¢éd den bolar?

¢) Yokardaky maglumatlardan peydalanyp, W(#)-niii grafigini guruii.

d) Grafikden peydalanyp, 78 minutdan sonl temperatura né¢é den bolyan-
dygyny bahalari.

Elektrik zynjyryndaky tok giiy¢i 1=06 - 27'(A) kanunalayyklyk bilen
tiytgép, bu yerde ¢ — sekuntlar.

a) I1ki ndhili tok giiyji bolupdyr?

b) I) 0,1, IT) 0,5 I1I) 1 sekuntdan son tok giiy¢ci nd¢éd den bolyar?

¢) Yokardaky maglumatlardan peydalanyp, #(7)-niii grafigini guruii.
Detiizde d metr ¢uiiluga gord yagtylyk L(d) = L,- (0.9954)7 (kandela) ka-
nunalayyklyk bilen tiytgeyan eken.

a) Denizinl diiybiinde néhili yagtylyk bolupdyr?
b) 1000 metr ¢unlukdaky yagtylyk nice goterime kemelyar?

8 sany bakteriya populyasiyasy 2 sagatdan son 100 ¢enli 6sdi. Su sertler-
de hacan populyasiya 500 -¢ yetyér?

Oyjiikli aragatnasyk kompaniyasynyii maglumatlaryna goérd, kompa-
niya Oyjiikli aragatnasygyndan peydalanyjylar sany N(f) = 100000¢*%
formula komeginde anladylyp, bu yerde 7 - aylar. Hazirki giinde 3 min
peydalanyjylar bardygy milim bolsa, kompaniya hacgan ise baslapdyr?
Iymit mikrotolkunly pe¢den alnanda, ol 7(f) = 80e¢ *!* kanunalayyklyga
esasan sowayar, bu yerde 7 - minutlar. H4zir otag temperaturasy 22° C
bolsa, ndi¢ce minutdan son iymit su temperatura ¢enli sowar?

Emeli hemra beyikligi # (yyllar) wagtyn gegmegi bilen H(z) = 30000e*
kanunalayyklyk bilen tiytgeyan eken.

a) 2 yyldan son beyikligin ndhili bolyandygyny hasaplan.
b) Hemra 320 km beyiklikde bolsa, ol atmosferanyi yokarky gatlaklarynda
yanyp gidyér. Su wagta ¢enli ndge wagt gecer?



204.
205.

206.
207.
208.

209.

210.

211.

212.

213.

II1 BABA DEGISLI GONUKMELER
Denlemeleri ¢oziin (204-205):
a)x*—1=0; b)5x*—3x’—4x*-3x+5=0;
a) (x — 3)(x + 14)(x — 15) = 0;
¢) x*—15x*— 16 = 0;
Derisizlikleri ¢oziini (206-208):
a)2-x)Bx+1)(2x—3)>0;  b)Bx—2)(x—3)(x+ 1)3(x +2)*> 0.

¢) 3x*—4x*—Tx’—4x +5=0.
b) @x + 11)(B3x - 5)=0;
d) x*+ 24x>-25=0.

a) x*+ 8x*+ 12x*>0; b) (16 —x*)(x*+ 4)(x*+ x + 1)(x*—x —x) <O0.
2t - -2 Tx—4
a)—x22x 8<0; b)3x <3;|0 al >1; |d) ! + 2 < 3 .
x +x-1 2x-3 x+2 x+1 x+3 x+2
Derilemeler sistemasyny ¢oziin:
x*+y* =113, b x’y+xy’ =84,
xy = 56; ¥+’ =91
X +9xy+2y° =12, d x*—2xy+3y° =2,
2x% +3xy—4y° =1; x*+xy+yt =3,

Dersizlikler sistemasyny ¢6ziin (210-211) :

3x+5 10-3x 2x+7 3 2x—11 19-2x
+ > -7—, + <2x,
7 5 3 21 b 4 2
2) Tx 11(x+1) 3x—1 13—x ) 2x+15 x-1 «x
— > — ; > —t—.
3 6 3 2 9 5 3
(x+2)(x* =3x+8)
2% +2 < 5x, 2x> +2 < 5x, Ty <0,
b ) r-
YV 2o . 2 .. ¢
X" 2x, X" 2x, 1—x2
>0
x*+2x-8
Irrasional defileméni ¢6zlin:
a) V8x+1++/3x—5=~Tx+4++2x-2;
b) \2x+3+3x+2 —2x+5 =+/3x;
%) —“23+2x>0; d)Vx-2-x-3>-Vx-5
2x" —x—1
Sanlary denesdirin (213-215):
3 3 s
a) 42 we l;  b)0,2° we 0,25; ¢)(0,4) 2 we L
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214.

215.
216.

217.

218.
219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.

226.

Na

3 4

a) 4 we 47 ; b) 3% we 3%, ¢) 24 we 8°.
L
a) 27 we 2% b) 7% we 73, ¢) (%)ﬁ we 37V,
Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapyii:
1

N P
a) y=5 ; b)yy= ; =— ; d) y=3+~.
)y )y 11 )y ¥ o )y
Funksiyanyn bahalar oblastyny tapyii:

Dernilemeleri ¢oziin (218-219):
1
a) 8 =2%; b)121"-7-11"=5-11"-11;

a) 62x _52x—1 — 62x—1 +52x; b) 4x+3 +4x — 130’
Dertilemeler sistemasyny ¢6zin:

X+y=5, 3=,
a) y—x* b) 2x-y .
5° =0,2; 0,1 =0,01;

Derisizligi ¢oziin:

a) 4°<3"; b)16"-7-4"-8<0; ¢ 4)‘.5‘—’C<T

Sanlary denesdirin:
a) log,2 we 2; b) log,5 we 2log.2;
¢) log,,5 we log ,6; | d)log3 we log4;
Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapyii:

b) y =log, (4-x7);

3

a) y=log,(2x+7);

Denlemeleri ¢oziin:

c) y =log(-8x);

9) 0’5)( +x-3.5 =2\/§

¢) 125 +20" =21,

: 57 =25,
Y3 =27,

x-3

25 s

e) log,5 we log2
f) 1g18,8 we Ig6m.

a)lglx—9) +1g2x—-1)=2; b) log, vx—-3+log,Vx+3=2.

Denlemeler sistemasyny ¢oziin (225-226):

Sx_y :1, ng+lgy:4, 10g17(3x +2y) :1’
a) ¢

208l = 6 lgx-lgy=6;

2){ ,5}’ — 40, 10g2 x+510g5y — 4’
D150 2250, 2 e =16 )

371 _4.2" =-5;

3.3 =81,
33" =24

;A6 Tt >

d)yy=Ig
X

l.

X

-3
+8




227. Dersizligi ¢oziin:
a) log,(x* +x+1)>1; | b) log,(x* +x—6)—log,(x+3) <1;

0 g x<lgx’—6; |d) log,(4" —5-2"+13)>2; | ) 57 >2.
228. Funksiyanyn grafigini ¢yzyn:

a) y=1,5sin2x—1); | b) y= 2cos(2x—§) ;| @)y =log,(1 —x).
229. Denesdirin:

| 3
a) arcsm(—E) we arCCOST; b) arccos% we arctg(— 1);

¢) arctg«/g we arctgl; d) arccos[—%j va arcsin[—?].
230. Hasaplan:

a) 2arcsin(— 73) + arctg(—1) +arccos 72 ;

b) arctg(—\/?) + arccos (—?) +arcsinl ;

Derlemaéni ¢6ziin (231-233):
231. a) 2cosx + Ssinx — 4 = 0; b) 3sin’2x + 7cos’x — 3 = 0;
¢) 4tg’x — Stgx + 1 = 0.
232. a) 3sin’x + 7sinx — 10 = 0; | b) 2cos*x — Scosx +3=0; | ¢) sin6x = sin3x.
233. a) cos7x = cos2x; b) tg8x = tgllx.
Derisizligi ¢oziin (234-235):
234. a) sinx>—%; | b) cos2x£%; | ¢) tg3x>1; | d) sin2x£%.

235. 1 /4
a) sin4x£5; | b) coslOx>0; | ¢) tg9x<~/3;]| d) cos(2x—zj£0.

1. Denlemaini ¢oziin: sinbx = 0.

A)x=%n,neZ; B)xz%n,neZ;

C)ngn,neZ; D))gzgn,neZ.
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10.

Denlemaéni ¢6ziin: cos2x=0.

A)yx=2nn,neZ, B)x=nn,neZz,
C)x=£+£n,neZ; D)x=£n,neZ.
4 2
Dernlemini ¢oziin: tgdx = V3.
A)x:£+ﬂ,neZ; B)x:£+ﬂ,neZ;
3 4 2 4
C)x:£+ﬂ,neZ; D)x:ﬂ,neZ.
12 4
Derisizligi ¢oziint: sin2x > 3.
A)yx=mnn,neZ; B)@;|C)x:g+nn,neZ; D)x=2nn,neZ.

Derisizligi ¢oziint: cos2x < 3.

A) (—o0;+00); B) &; C) (=05 0); D) (0;+00).
Kesgitlenis oblastyny tapyi: y = 12~
A) (—00;+0); B) (0;+0);  C) (=0;0); D) &.

Kesgitlenis oblastyny tapyni: y = log,(3 — x).
A) (3;+0); B) [3;40);  C) (=033); D) (=o0;3].

1
Hasaplari: arcsin 5

A) =; B) m C) —; D)

NN
NG

o a

3
Hasaplaii: arccos -

T n T T
A) —; B) —; C) =; D) =.
) 3 ) 5 ) p ) 1
Hasaplai: arctgl.
4 . B) L o) L D)=
35 2’ b



KOMPLEKS SANLAR

KOMPLEKS SANLAR WE OLARYN USTUNDE
86-87 _ AMALLAR. KOMPLEKS SANY SEKILLENDIRMEK

Kompleks sanlar
Kompleks sanlar baradaky taglymat ylym-bilimde, hususan-da, matematikada
ayratyn orun tutyar. Calt 6syian bu ugur tehnikada, sonuni yaly-da, oniimgiligin
kop ugurlarynda ginden ulanylyar. Su sanlar barada kébir maglumatlary getiryiris.
Hususy bir mysaldan baslalyii.
x*+ 4 = 0 defilemini ¢ozende x, = 24-1 we X, == 2+/-1 "sanlar” alynyar.
Hakyky sanlaryni arasynda bolsa beyle "sanlar" yok. Seyle yagdaydan gutulmak
iicin /~1 -a san diyip garamak zerurlygy peyda bolyar.
Bu tdze san hig hili real ululygyn 6lgegini, ya-da onun tiytgeysini afilatmayar.
Su sebépli ~/—1 -ni Ayyaly (hakykatda bar bolmadyk) birlik diyip atlandyrmak
we mahsus belgilemek kabul edilen: v/—1 = i. Hyyaly birlik ti¢in 2 =— 1 deilik
yerliklidir.

a + bi gorniisddki anlatma garayarys. Bu yerde a we b-ler islendik hakyky
sanlar, i bolsa hyyaly birlik.

a + bi anlatma hakyky san a we hyyaly san bi-ler "kompleksinden" ybarat
bolany {i¢in ony kompleks san diyip atlandyrmak kabul edilen.

a + bi ailatma algebraik gorniisddki kompleks san diyip atlandyrylyar.

a + bi -ni "algebraik gorniisddki kompleks san" diymegin yerine gysgaca
"kompleks san" diyip atlandyryarys. Kompleks sanlary bir harp bilen belgilemek
amatly. Meselem, a + bi -ni z bilen belgildlinl. z = a + bi kompleks sanyn hakyky
bolegi a-ny Re(z) (fransuzga réelle — hakyky) yaly, hyyaly bolegi b -ni bolsa Im(z2)
(fransuzca imaginaire — hyyaly) yaly belgilemek kabul edilen: a =Re(z), b =Im(z).

Eger z = a + bi kompleks san ticin b = 0 bolsa, hakyky san z = a alynyar.
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Diymek, hakyky sanlar toplumy R dhli kompleks sanlar toplumy C-nini bolek
toplumy bolyar: R c C.

I-nji mysal. z = 1+ 2i,z,=2 —i,z,= 2.1, z,= 2i, z.= 0 kompleks sanlaryi
hakyky we hyyaly boleklerini tapyi.

Kompleks sanlaryn hakyky we hyyaly boleklerinini kesgitlemelerine gora,
tapyarys:

Re(z) = I; Re(z,)) = 2; Re(z,) = 2,1; Re(z,) = 0; Re(z) = 0;

Im(z) = 2;Im(z,) = — 1; Im(z,) = 0; Im(z)) = 2; Im(z) = 0. A,

Kompleks sanlar tigin " < ", " > " gatnagyklary anyklanmadyk, yone den
kompleks sanlar diisiinjesi girizilyér.

Hakyky we hyyaly bolekleri, degislilikde, deni bolan kompleks sanlar 6zara
deni kompleks sanlar diyip atlandyrylyar.

Meselem, z = 1,5 + gi we z,= 5 + 0,8i sanlary ti¢in

Re(z)) = Re(z)) = 1,5; Im(z)) = Im(z)) = 0,8. Diymek, z, = z, .

Bir-birinden difie hyyaly béleklerinini alamaty bilen tapawutlanyan iki
kompleks san 6zara birlesen kompleks sanlar diyilyér. z = a + bi kompleks sana
birlesen kompleks san z = a — bi gorniisde yazylyar.

Meselem, 6 + 7i we 6 — 7i-lar birlesen kompleks sanlardyr: 6+7i = 6-7i.
Sununi yaly z sanyna birlesen san z =z bolyar. Meselem, 6+7i=6-71=6 + 7i. a
hakyky sana birlesen san a-nyii 6ziine deti: @ = a+0-i =a — 0+ =a. Yone, bi

hyyaly sana birlesen san bi = —bi dir. Ciinki bi = 0+bi =0 — bi = — bi.

Kompleks sanlaryn iistiinde arifmetik amallar
Kompleks sanlaryii tistiinde arifmetik amallar asakdaky yaly anyklanyar:

(@+bi)+(c+d)=(a+c)+(b+d) (1)
(@+bi)—(ct+tdi)=(@a—c)+(b—di )
(a + bi) - (c + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i; €))

a+bi ac+bd bc—ad .
= + i.
c+di A+dt A+d?

@

(1) we (2) derilikleri gontiden-goni ulanmak kyn dél. Kompleks sanlary ko-
peltmek amalyny >=—1 bolyandygyny hasaba alyp, kdpagzalary kopeltmek yaly
yerine yetirmek miimkin.

2-nji mysal. Jemi tapyn: (3 + 7i) + (— 5 + 4i).
Jemi tapmak ti¢in (1) formuladan peydalanyarys:
B+T)+(=5+4)=C+(=5)+(T+4i=—2+11i. A



3-nji mysal. Tapawudy tapyni: (13 — 7i) — (— 5 + 4i).
Tapawudy tapmak ti¢in (2) formuladan peydalanyarys:
AB=T)—(—5+4)=13—-(=-5)+(=7-4)i=18—11i. A

4-nji mysal. Kopeltmek hasylyny tapyn: (2 — i)-(% + 2i).
Kopeltmek hasylyny tapmak ticin yaylary acyarys.

(2-i)- 3il=a2un0ii o= 20210 B A
4 4 4 2 4 2 4

a+bi o y : , : ,

y payy hasaplama ti¢in, onun sanawjysy we maydalawjysyny maydalaw-
c+di

Jynyn "birleseni" c—di-ge kopeldip, degisli amallary yerine yetirmeli.
)
5-nji mysal. Bolmek amalyny yerine yetirifi: o 12 .
— 1

2—-i (2-i)(3-2i)) —6-4i+3i-2 -8-i _—_S_LI,
342 (“3+42i)(=3-2i) (-3)*-(2i* 13 13 13 A

z + w=0 derligi kanagatlandyryan z, w kompleks sanlar 6zara garsylykly
sanlar diyilyér. z kompleks sanyna garsylykly sany —z bilen belgilemek kabul
edilen. z = a + bi kompleks sana garsylykly bolan yeke-tik kompleks san bar we
bu san —z = — a — bi kompleks sandan ybarat.

zw =1 denligi kanagatlandyryan z we w kompleks sanlar 6zara ters kompleks
sanlar diyilyar. z=0 sana ters san yok. Islendik z # 0 kompleks sana ters kompleks

san bar. Bu san 1 sanyndan ybarat.
z

Kompleks sany tekizlikde sekillendirmek
Cak edelin, tekizlikde goniiburgly Dekart y

koordinatalar sistemasy berlen bolsun. Onda b | i S
z=a + bi kompleks sana tekizlikde koordina-
talary (a; b) bolan nokat layyk gelyir. . -~

Bu usul bilen sekillendirende a + Oi komp- ~ * - o b2 ! *
leks sana (a; 0) koordinataly nokat, 0 + bi &2
kompleks sana bolsa (0; b) nokat layyk gelyér. I—

Sonui ticin hem x okuna hakyky ok we y oku-
na hyyaly ok diyilyér (1-nji surat).

a + bi kompleks sany tekizlikde a we b koordinataly wektor yaly hem sekil-
lendirmek miimkin (2-nji surat). Bu bolsa kompleks sanlary gosmakda wektorlary
gosmagyn parallelogram diizgiinini ulanmaga miimkingilik beryér (3-nji surat).
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2-nji surat. 3-nji surat.
Soraglar we yumuslar

1. Hyyaly birlik nime? Nédme ticin ony girizmek zerurlygy doéredi?
2. Kompleks sanyii algebraik gorniisini yazyn, mysal getirin
3. Iki kompleks san hacan den diyilydr? Mysal getirifi.
4. Tki kompleks sanyil jemi, tapawudy, kopeltmek hasyly, payy
ndhili anyklanyar? Mysallarda diisiindirin.
5. Garsylykly kompleks san ndme?
6. Birlesen kompleks san ndme?
7. Ozara ters kompleks sanlar nime? Mysallar getiriii.
8. Kompleks sany wektor yaly sekillendirmek ndme? Mysal getiri.

Goniikmeler
1. Kompleks sanlaryii hakyky we hyyaly boleklerini yatdan aydyn:
1) z=-3+7i; 2)2:4—%'; 3)z=-2-5i;
4)z=-5T+5i; 5)z=5i; 6)z=09;
7)z=-7+3i; 8)2:8—%1'; 9)z=—-5-6i;
10)z=-5,7-5i; 1) z=-5i, 12) z =90.

2. Kompleks sanlary algebraik gérniisde yazyi:

Re(z)=4, Im(z)=-5; |2)Re(z)=-2, Im(z)=3;
3)Re(z)=0, Im(z)=8; |4)Re(z)=7, Im(z)=0;
5)Re(z)=6, Im(z)=-7;| 6)Re(z)=-3, Im(z)=4;
7)Re(z)=0, Im(z)=9; |8)Re(z)=2, Im(z)=0;
9)Re(z)=12, Im(z)=20.




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Den kompleks sanlary gorkezin (3—4):
1)2—4i;[2)3+5i; |3)§+i;| $121-7i;|5)33+44i;|6) /8 +3/27 i.

1)4-3i; [2)1+3i; |3)%+i;| 4)N16 —~9i;| 5)3+ 4i; | 6) /27 +64i.

z sanyna birlesen bolan z sany tapyn (5—6):
Dz=5-3;|2)z==-5+3i;(3)z=1—-i|4)z=2+3i; |5)z=-T-1i.
Dz=72; | 2z=6i; |3) z=16-9i; |4)z=—2i+(—7+3i).

Jemi tapyni (7-8):

1) (=5 +3i) +(2—0); [2) (-3) + (3 —4i);|3) 2 + 5i) + (-2 — 5i);|4) (—4i) + (3.6 — 30).
1) (8-3i) + (8 + 3i);|2) (=7 + 5i)+(7-5i);|3) 9i + (3 — 8i);|4) — 17i+(—9+16i).

Tapawudy tapyi (9-10):

@B +4i)— @ +2i);, 2)@—6i)— 3 +2i);|3) Q2 +4i)—(—4+2i).
DG +4i)— (S — 4i), 2)7 — (8 + 5i), 3) 7i — (6i + 3).

Kopeltmek hasylyny tapyi (11-12):

1) @ + 61)(3 + 4i), 2) (5 + 8i)(3 — 2i); 3) (6 — 4i)(3 — 6i).

) (-3+2i)(8-4i); 2) G—z}(%ﬂj; 3)[ +4z][%—2i}

Payy tapyn (13- 14)

{ 2+2i 5 —5i 3 4 2+3i 4-5i
)T | )m,l TR P T R
4-5i 5— 21 7i 7+4i
Do | D55 19 195
Amallary yerine yetlrm (15-16).
(3—4i)(4-3i) (4-i)(3+2i) S-2i
D 7 =5 3 (2+i)(1—i)-
3-2i 3 3 5

_— [ + . _— _—

DGy 22t 1Pt
Kompleks sanlary tekizlikde sekillendirin (17-18):

1)z =3 +4i

=~ 3 —4i;|5)z =2i.

2+l

1)z =4-2i; 3) z=
2-i

2) z = 5+3i;

14) 2 = 2=i)(1+i); | 5) z =Q+i)(2—i).

—1i
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r (cos ¢ + ising) we r-e¢” (r>0,0<¢ <2n)
88 _ GORNUSDAKI KOMPLEKS SANLAR

Bu temada kompleks sanyni trigonometrik we gorkezijili goérniislerini 6w-
renyaris.
Trigonometrik gorniisdiki kompleks sanlar
Tekizlikde goniiburgly Dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsun. z = a +
+ bi kompleks sana (a; b) koordinataly 4 nokat layyk goylan, diyelin. Koordinata-
lar baslangyjy O we A4 nokatlaryny utgasdyryp O4 wektory alarys (4-nji surat).
O nokatdan 4 nokada ¢enli bolan »=0A aralyk kompleks sanyn moduly, abs-
sissa okunyti polozitel ugry hem-de OA4 wektor arasyndaky (¢) burg kompleks
sanyri argumenti diyilyar.

Gorniisiyaly, 0<r <400, 0<@<2mn, r=va’ +b’, cosp=2, sin(p=é.
r r

4-nji surat
Kompleks sanyni z=r (cos @+isin (p) gorniisine onuil trigonometrik sekli we
z =r - e gorniisine bolsa gorkezijili sekli diyilyédr. Kompleks sany trigonometrik
gorniisinden algebraik gorniisine ge¢irmek iicin asakdaky formuladan peyda-
lanyar: a =rcos@, b=rsin¢.
I-nji mysal. Kompleks sanlary trigonometrik gorniisde yazyii:
)i 2)—2i; 3)—1-i
D) z=i=0+1-i, a=0, b=1, r=+0"+1> =1, 005@:%20, (ng.
Diymek, i =1 cos = +isin— ,yagny i= cos£+isinE .
y ! ( 5 ! 2) yagny > >
3n
2)r=2, ¢= 5 bolanlygy ticin —2i = Z(COS%E +isin 3771} ;
. 1 Sn
3) z=-1-i, a=-1, b=-1, r:x/i, cosPp=———=, @Q=—1.

TR



Diymek, —1-i= \/E(cos%tﬂ'sin%t] A

2-nji mysal. Kompleks sanlary gorkezijili gérniisde yazyi:
D 2)—2i; 3)—1-i
1-nji mysalyn hasaplamalaryndan peydalanyarys:

. 3m. Sm.
i=e21, —21':2621, —1—1'=x/§e4l.A
Soraglar we yumuslar

1. Kompleks sanyn moduly ndme? Ol ndhili hasaplanyar?
2. Kompleks sanyii argumenti ndime? Mysal getirin.
3. Kompleks sanyn trigonometrik gorniisini diistindirin.
4. Kompleks sanyn gorkezijili gorniisini diistindirin.
5. Eylerin meshur formulasyny subut edin: e™=—1.

Goniikmeler
Kompleks sanyni modulyny tapyii (19-20):
19. 1)z=-2+3i; 2)z=-2+3i; 3)z=1+3i; 4)z=8-i.

20. 1)z=6-8i; 2)z=2+2V3i; 3)z=B+i; 4)z=2i
Kompleks sanyn argumentini tapyi (21-22):

B, _N2 V2 1 VB
"2 "

21, Dz="4—i; 2)z ) z=——Di 4) z=24/2i,
2 2 2 2

22. 1) z=5  2)z=-2i 3)22@—%1’.

Kompleks sany trigonometrik we gorkezijili gorniisde yazyn (23-24):
23, )z=—2-2i; |2)z=2-2i; |3)z=\B3-i; |4)z=1--5i
24. 1) z=2-2i; |2)z=1 3 | 3) V33 I |4)z=*/§ L,

:———l; —_— —_

___l’
2 2 2 2 2

TRIGONOMETRIK GORNUSDE BERLEN KOMPLEKS
89-90_SANLARYN KOPELTMEK HASYLY WE PAYY

Trigonometrik gorniisde berlen kompleks sanlary kopeltmek
z; =r(cos@, +ising,), z,=r(cose,+ising,)trigonometrik gérniisdiki
kompleks sanlarynyn kopeltmek hasyly ticin asakdaky formula yerlikli:
22y =1 -1, cos (@, +¢, ) +isin (¢, +¢,) ] )
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z, we z, trigonometrik gorniisddki sanlary bolmek licin bolsa

EER r—z[cos (0, —,)+isin(p, — @, )] formula yerlikli, » #0. #))
1A

I-nji mysal. z; =3(c0s20°+isin20°) va z, =2(cos35°+isin35°) kompleks
sanlary kopeldin.

Yokardaky diizgiine goré, kopeltmek hasylyny tapyarys:
z, -z, = 3-2(c0s(20° +55°) +isin(20° + 55°)) = 6( cos 55° +isin 55°). A

2-nji mysal, = 2(cos140°+isin140°), z, =3(cos150°+isin150°) va 5 cos
va z; =5(cos70°+isin 70°) kompleks sanlary kopeldii.

Yokardaky diizgiine gord kopeltmek hasylyny tapyarys:

22,23 =2-3- 5[(:05(140O +150°+70°) +isin (140°+150°+ 70°)] =30 cos360
=30(cos360°+isin360°) =30. A

3-nji mysal. z; = 6(cos50°+isin50°) va z, =2(cos25°+isin25°) kompleks

sanlar payyny tapyn.
Bolmegin diizgiinine goré:
4. g[cos(SOO —25°)+isin(50°-25°) | =3(cos25° +isin 25°). A
Z

Natural dereji gotermek

z=r (cos @+isin (p) kompleks sany kwadrata gétermek tigin kompleks sanlary
kopeltmek formulasyndan (1) formuladan peydalanyarys:

2> =r(cos@+ising)(cos@+ising) =r*(cos2¢+isin29).
Edil sunui yaly, z° = [r(coscp+isin (p)]3 =7’ (cos3¢@+isin3¢). Umuman,

2" =[r(cos@+ising)|" =r"(cosng+isinng) formula yerlikli, munda neN.
4-nji mysal. z=3(cos15°+isin15°) kompleks sany kuba goterin:
(3) formula gora:

- 2T =27,
z> =27(cos45°+isin 45 )—7(\/5+1ﬁ)—$(1+1).‘

5-nji mysal. z = % + 731' kompleks sany1i 10-njy derejesini tapyi.

I1ki berlen sanyn modulyny we argumentini tapyp, ony trigonometrik gérniisde

yazyp alyarys: r = \ f%-ﬁ-% =1, o= g =60° z= 1-(cos 60° +isin 600) , bu yerden:

\ J



z'" =(cos600° +isin 600°) = cos 240° + i sin 240° = —%—?i A

Soraglar we yumuslar
1. Trigonometrik gorniisddki kompleks sanlar néhili kopeldilyar?
Manysyny acyn we aydyi.
2. Trigonometrik gorniisddki kompleks sanlar ndhili boliinyér?
Manysyny acyn we aydyi.
3. Trigonometrik gorniisddki kompleks sanlar derejd néhili gote-
rilyér?

Goniikmeler
Kompleks sanlary kopeldin (27-28):

27. Dz =—3 coszﬂ'sinE we z :l cos£+isin£'
) 1 2( 4 ) 2 2( 6 6)5
1 T LT T . T
2) z, =—(cos—+isin— we z, =3(cos—+isin—).
) 7, 3( 5 9) 2 =3( 3 )

28. 1)z =%(cos%+isin%) we zZ, = \/g(cosnﬂ'sin m);

T . T 1 I . T
2 =2(cos—+isin— z, =—(cos—+isin—).
) @ =2(cos g TR 2 =5 (083 >
Kompleks sanlary bolin (29-30):
29. 1) z :\/5 cos£+isinE ni z, =2 cos£+isin£ a;
)2 ( 8 8) : fz 12 12 12)g
T LT . T . T
2) z, =8(cos—+isin—)ni z, =4(cos—+isin—)ga.
) 1 ( 4 4) 2 ( 6 6)g
30. 1)z :cos%rﬂ'sins%E ni z, = cos— +isin—;
2) z, zﬁ(coss—nﬂ'sins—n)ni z, :i(cosﬁﬂ'sinz—n).
2 3 3 NE)

Kompleks sany derejd goterin (31-32):
31. 1) (3(cos%+isin%))5; 2) (\/g(cosg+isin§))6;

3) (ﬁ(cosgﬂ'sing)ﬂ

32. 1) (4(cos§+isin§))4;

T .. T o T .. T
2) (cos—+isin—) ; ‘ 3) (cos—+isin—) .
) ( 15 15) ) ( 2 )



Amallary yerine yetirin (33-34):
(1+i) (ﬁ—i)4; ) (1-i)’ (J§4+i) ) 1(01+i)15 -
(1_,-)(1+\/§,-) (1+1) (1=i) —(1+i) -i

oy & - (2—i) T .
34. 1)2+51+2 5i. 12+5;+( i) .y 324 546

2-5i 2+5i 6-8 1-2i = 3+4i 5-6i

33. 1)

91 KOMPLEKS SANDAN KWADRAT KOK ALMAK

z=r(cos@+ising) gorniisdiki kompleks sandan kwadrat kok almak tigin
gozlenyédn kompleks sanytt modulyny x we argumentini y diyip asakdaky deriligi
yazyarys:

\/r(cosq)+isin(p) =x(cos y+isiny).
Denligin iki bolegini kwadrata goterip,
r(cos@+ising)=x’(cos2y+isin2y) hem-de x>=r, 2y = ¢+ 2mn -dan
x=+r, y= §+ nn, n€ll gatnasyklary tapyarys. Diymek, gozlenyén z komp-
leks sanyn kwadrat koki ti¢in

B= \/;[cos (p+227m +isin (p+227m}

formula yerlikli. n-e 0, £1, £2, ... bahalary goyup diirli kokleri tapyarys. Barla-
mak netijesinde dine 2 diirli bahanyn barlygy anyklanyar, yagny

n = 0 bolanda B, = ﬁ(cos%ﬂ'sin%) )

n =1 bolanda f, = \/;|:COS£§+ nj+isin(%+nﬂ )

I-nji mysal. z=9(cos60°+isin60°) kompleks sandan kwadrat kok cykaryii.
Yokardaky formula goréd, kwadrat kokleri hasaplayarys:

Vz =3[ cos(30°+180°n)+isin (30°+180°n) |
Bu formulada

n = 0 {icin f:3(cos30°+isin30°) :%<\/§+i) we
n=11cin vz =3(cos210° +isin210°) = _%(ﬁﬂ') kwadrat kokler tapylyar. 4

\ %



Kompleks sandan kub kok almakda asakdaky formuladan peydalanylyar:
¢+360°n isin @t 360°n)

z, = {/r(cos(p+ isin@) =x(cosy+isiny) = Ur(cos

n=0,1,2.

Bu tapylan sanlar Dekart koordinatalar sistemasynda merkezi koordinata
baslangyjynda we radiusy Yr bolan towerege c¢yzylan dogry ticburclugyn de-
pelerinden ybaratdyr.

2-nji mysal. z =1 kompleks sanyn kub kokiini tapyn we ¢yzgyda gorkezini.

Bu sanyni moduly » =1 we argumenti ¢ = 0° bolany ii¢in,

z, =€/I=1~(cos—0 +i60 n+isin—0 +160 n}nzo, 1, 2.

Bu yerden: n=0daz =1 (cos0° + isin0°) = 1,
1 3 Y4
n=1daz =1"(cosl20°+isin120°)= 3 + > 2
1 3.
n=2 daz,=1-(cos240°+isin240°)= 5 % iV
Bu sanlar dogry ticbur¢lugyn depelerinden yba-
ratdygyny 5-nji suratdan gortip bileris.
Kompleks sandan 4-nji derejeli kok almakda
asakdaky formuladan peydalanylyar: 5-nji surat
z, = {‘/r(coscp+ isin@) = x(cos y+isin y) = (‘/;(cosw+ isinmj,

n=0,1,2,3.
3-nji mysal. z = i kompleks sandan 4-nji derejeli kok alyn.
Bu sanyit moduly » = 1, argumenti ¢ = 90° bolany ti¢in

( 90°+360°n . 90°+ 360°nj

z, = {‘/l(cos90°+isin90°) =1-| cos

Bu yerden: n = 0 bolanda z = c0s22,5° + isin22,5°,
n=1 bolanda z = cosl12,5° +isinl12,5°,
n=2 bolanda z,= c0s202,5° +isin202,5°,
n=3bolanda z,= c0s292,5° +isin292,5°.

Bu sanlar merkezi koordinata baslangyjynda we
radiusy 1 bolan téweregin i¢inden ¢yzylan kwadra-
tynl depelerinden ybaratdyr (6-njy surat).

6-njy surat



Soraglar we yumuslar
1. Kompleks sandan kwadrat kok haysy formula arkaly tapylyar?
2. Muawr formulasy nime? Onuni manysyny acgyi we aydy.

Goniikmeler
35. Kompleks sandan kwadrat kok alyn (35-36):
l)z=25(cos£+i-sinE ; 2)z:l(cos£+i-sinl ;
3 3 4 18 18
T . . T 3n . . 3m
3) z=cos—+i-sin—; 4) z=cos—+i-sin—;
5 5 4 4
5)z=2(cos£+i~sinij; 6)Z=L(cos£+i-sin£j;
30 30 49 8 8
T . . T 3n . . 3m
7) z=cos—+1i-sin—; 8) z=cos—+i-sin—;
10 10 2 2
36.
l)z:2(cos£+i-sin£} 2)z:l(cos£+i-sin£}
3 3 2 8 8
T, . T 3n . . 3¢
3) z=cos—+i-sin—; 4) z=cos—+i-sin—;
4 4
T, . T 16 T . . T
5)z=2|cos—+i-sin— |; 6) z=—/| cos—+i-sin— |;
2 2 9 8 8
7)z= 5(cos§+i-sin§); 8) z —cos X4 i-sinl.
IV baba degisli goniikmeler
37. Hasaplan:
1) (3+4i)(2-5i)+(3—4i) (2+5i); 2) (14+3i) = (4+7);
1_2.2
3 122 4)5-7i+8% — 9P +i%.
1+3i

38. Algebraik gorniisde yazyn:

2 2
N Cvai (1420 .
bz NEY: L g.l2 13i 1); H_ 4
3i 8+6i  i+3 (3 -i)?

39. Hasaplan (39—-42):
D+ D) (2Bea) s DA

\ J



40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

9 {@] 197 232

1-i ~1+i) (V246 )
A2 A3
1)Z=(2+l) : |2)Z=(1+21) 340,
3—4i '
=22y 5 82D,
1+4i 3+4i
. . . _.2
1)2+51+2—51; 2 12+51+(2 i) ;
2-5i 2+5i 6-8  1-2i
_ , 4+3i)(2+3i)’
3) (2-3i) = (2+3i)’; 4 ( ;
) (2-31) ~(2+31) Y
. . . A2
) 33+51+2—51; 6 12—51+(2+z) |
2-5i 2+5i 6-8i  1-2i

I

| 3)z

N

10
N2-i
1+i |

(1;]
1+i)°

2-3i
1—4i

| 6)

1) (2-2i)-2v/3(cos 70" +isin 70°); [ 2) (COS(—%)#—iSin(—%j)(\/g—?)i).

Bolmegi yerine yetirin:

NEE!

1) 5(cos100° +isin100°):(7+5i} 2) (6+6i):3(cos 75" +isin75").

Dereja goterin:

11\/3,3. 5 3n,.37c4. 3
)(— l), | )cosTJrzsmT ;] 3)

4) (1—\/31')5' | 5) cos3—n+isin3—7E 10' | 6)
b 4 4 5
Kwadrat koki hasaplan:
1) ~-27i; 2) \6-6:3 i; 3) /8483 i
Deiriligi barlan:

)

2)

2 2

S ]

(sin 26°+ icoslS4°) . (sin 27°+1 005153")3

sinl7°—icos17°

(87]

1
3

=-1.

1 ,j"
—t—il|;
3

L—|—Li}10
3 3 )
4) V=256.



47. Kub koki hasaplar:
) J1+i; 2) =i 3) 8; 4) J1-i; 5) J-8.

48. 4-nji derejeli kok alyn:
) Y1, 2) #16; 3) Y1+i; 4) 41— 5) 4/-16.

1. Hasaplan: (35 — 7i) - (4 — 6i).
8—1i
40+3i

2. Bolmegi yerine yetirifi:

3. Kopeldin:

3(cos5° + i sin5°) - 8(cos3° + i sin3°).
4. Derejd goterin:  (3(cos4® + i sin4°))°
5. Kwadrat kok alyn: \/64i .

JOGAPLAR
I1I bap
73. a) Ahli x abssissalar diirli bolany ii¢in bu funksiya bolyar. b) iki nokatda x abssissalar
birmenzes bolany tigin bu funksiya bolmayar. ¢) dhli nokatlarda x abssissalar birmeiizes
bolany iigin bu funksiya bolmayar. d) &hli x abssissalar diirli bolany {i¢in bu funksiya bolyar.
e) dhli x abssissalar diirli bolani ti¢in bu funksiya bolyar. f) dhli nokatlarda x abssissalar
birmenzes bolany tigin bu funksiya bolmayar. 74. a) funksiya; b) funksiya; ¢) funksiya; d)
funksiya dil; e) funksiya; f) funksiya dil; g) funksiya; h) funksiya dil. 75. Yok, islendik
wertikal goni ¢yzyk funksiya bolma}'/ar.1 ;6. Yok, y=+y9—x>. 77.2) 2;b) 8;¢)—1; d)—13;
e) 1.78.a)2;b)2;¢)-16;d)—68; e) R 79.a)-3;b) 3;¢)3;d)-3;¢) 1?5 80. a) 7-3a;
b) 7+3a; ¢) —3a-2; d) 10-3b; e) 1-3x; ) 7-3x-3h. 81. a) 2x*+19x+43; b) 2x>~11x+13; ¢)
2xzf3x71; d) 2x*+3x2-1; e) 2x*x2-2; f) 2x*+4hx+21*+3x+3h-1. 82. a) I) —% ; 1) —% ; TIT)
9 b)x=4. 84. V(4)=6210. Bu enjamyn 4 yyldan son bolyan nyrhy. /=4,5 sunca yyldan
son enjamyi nyrhy 5780 bolyar. Enjamyn deslapky nyrhy 9650-& de.
85. 86. f{x)=—2x+5. 87. a=3, b=2. 88. a=3,
b=1,c=4.90.a) 1) x>0; b) II) 2<x<3; ¢)
I) —2<x<0; 1) 0<x<2; d) I) x<2; 1I) x>2; ¢)
1) xeR; ) I) x€R; g) I) 1=<x<5; 1) x<1, x>5;
h) I) 2<x<4, x>4; 11) x<0, 0<x<2; i) 1) x<0,
2<x<6; 1I) 0=<x<2, x>6. 92. a) V(0)=25000
yewro. Bu awtomagsynyi baslangy¢
nyrhy. b) V(3)=16000. Bu awtomasynyi 3 yyldan soii bolan nyrhy. ¢) #=5.



93. a)

105

150

195

240

285

b) C=60+45¢ c) $ 352,50.

94. a)
0 1 2 3 4 5
265 | 254 | 243 | 232 | 221 | 210
b)

¢) (1) =265-111,d) 1) 100 /.

95. a) hawa; b) yok; ¢) hawa; d) hawa; e) hawa; f) yok. 96. a) yok; b) hawa; ¢) hawa;
d) hawa; e) yok; f) yok. 97. a) x=3; b) x=2 ya-da -3; ¢) x=1 ya-da 4; d) hakyky coziiwe
eye dil. 98. a) I) 75 m; II) 195; I11) 275 m; b) I) t=2 s ya-da t=14 s; II) t=0 s ya-da t=16 s.

99. a) 40 mun, 480 miin; b) 10 sany ya-da 62 sany.

100. a)

SB30-2-110 3
1|-2]3]-2 13
SB30-2-110 3
12|32 13

b)

2

1

-3
6




101.2)3;b)—1;¢)—4;d) 1;¢) 5; ) 0; g) 8; h) —5; i) 2. 102. a) 3; b) —6; ¢) 49; d) 15; e) 0; 1) 20.
105. a) x=3; b) x=5/2; ¢) x=1; d) x=4; e) x=3; ) x=4. 106. a) x=4; b) x=2; ¢) x=1;
d) x=11/2; e) x=5; f) x=2. 107. a) x=3; b) x=4; ¢) x=5/4; d) x=3/2; e) x=0; ) x=7/10;
) x=3;h) x=5/3;1) x=4.108. a) (2,3); b) (-1, 4); ¢) (3, 8); d) (0, 3); e) (-3,-18); £) (1,-1);
2) (1/2,-5/4); h) (3/4,-7/8); 1) (6, 7). 109. a) y=2(x—1)(x-2); b) y=2(x—2)%; ¢) y=(x—1)(x-3);
d) y=(3)(x+1); y=3(x—1)% ) y=2(x+2)(x—3). 110. a) y=3/2(x—2)(x—4); b) y=1/2(x+4)
(x=2); ¢) y=4/3(x+3)% d) y=1/4(x+3)(x=5); €) y=—(x+3)(x—3); f) y=4(x—1)(x—3). 111. a) 3m;
b) 0,5s; ¢) 4m.

113. a) b)
periodik; periodik
dal;
¢) d)
periodik periodik
dal; dal;
114.a) Ok derilemesi maksimum period amplituda

degislilikde y=32; 64 sm; 200 sm; 32 sm-¢
den. 115. a) periodik; b) periodik; ¢) periodik;
d) periodik dil; e) periodik; f) periodik. 116.
a) 2;b) 8;¢) (2,1); d) 8; ¢) y=1.




119. a) 90°; b) 90°; ¢) 1080°; d) 600°; 120.
a) b=2/5; b) b=3; ¢) b=1/6. 121. a) y=3sinx;
b) y=sinx-2; ¢) y=—2sinx—1; d) y=sin2x;
e) y=4sin(x/2); ) y=sin(x/2); g) y=2sin3x;
h) y=2sin2x-3.




124. a) 120°; b) 1080°; c¢) 720°. 126. a) y=2cos2x; b) y=cos(x/2)+2; ¢) y=—5xcos2x.
V4 Vs V4 V4 V4 V4

127. 7=9,5¢0s(30£)-9,5. 130. 1) 0; 2) —;3) —;4) ——.131. 1) ——;2) ——; 3) —;
’COS( t) > )’)3’)69) 3 ) 4’) 6’)2’

H-Z 13205 0 5T 4 136.1)0:2) 2F 138, 1) %12
)2 ')29)69)49)7.[' ')5)3‘ ')25)_7[-

3
140. 1) 2m; 2) —7[ 142. 1) mana eye; 2) mana eye dil; 3) mana eye dal.

144. 1) x=(— 1)”+l +nr,nel. 146. 1) x:i%+2n7r,neZ.
2
148. 1) x:—§+n7r,neZ. 150. 1) x:i7+2n7r,neZ.
151. 1) x=(-1)" Xt nz, neZ 152.2) x=——+"2 nez.
4 24 4

153.1) x, =kn, x, :%+k7r, keZ.

156. 1) x, = (- 1)"+l +nr, x2=—%+—,nez.

157. 1) x, ——E+2nﬂ x, =(— 1)"%+n7z, nelZ.

158. 2) x=iarccos(l—g)+2n7r, neZ.159.2) x =—%+n7r,
x, =arccosd+nr,neZ. 160. 1) xzznT”, neZ, 3) x :%,

T nrw 7 5w T T T
=—+t—, Z. —. = == —— .
X, 0t neZ. 162. l)( p J, 2)( g 4], 3)( 3 2)

3 5
163. 1) [ +2nr; 3T+2n7z} neZz2) (Tﬂ+2nﬂ'; Tﬁ+2n7zj, neZz,

\ J



3) (—%+n7z; —%+n7zj, neZ.167.1) {—%+n7r; %+n7z}, neZ.173.1)y=2x+6.

174. 1) y=13- [*=1 175. 1) >12=49, towerek. 176. 1) (x-3)>+(y—7)>=36,
towerek. 17

177.1)3;2) 1;3) 4;4) 4. 178. 1) uly; 2) kici. 180. 1) kesgitlenis oblasty: (—o0;+00),
bahalar oblasty: (0; +o), (—o0; +00) aralykda artyar. 181. 1) artyar; 2) kemelyér;
3)artyar. 183.1)(~o0; 1];2) (-w%} T)[1;+00]; 12) (—o0s 2 =3/34 ) U (=2 +/34; +a0).
184. 1) (—o0; 2]. 185. 1) 3; 2) —2; 3) —2; 4) —3; 5) —3. 186. 1) uly; 2) uly; 3) kici.
187.1)2;2)5;3) 125;4)45;5) %; 9)-2.188. 1) (2,5; +0); 2) (—o0;—1)U(3;+0);
3) (2;2). 190. 1) %; 2)1;3)4;4)2;8)-2;10) 0,5 we 1; 15) % we 49.

191. 1) (64; +o0); 2) (o; %j UQ7:400); 7) (2:5).

192. a) 3 m?% 193. a) 50;
b) I) 3,45 m?; II) 6 m?; 111) 24 m?; b) I) 76; 11) 141; I11) 396;
¢) ¢)

194.a) V; b) 2V ; ¢) 100%; d) 183 gbterime artyar.

0

195. a) 250g; 197. a) 100°C;

b) I) 112g; I1) 50,4¢g; I11) 22,6g; b) I) 81,2°C; II) 75,8°C; I11) 33,9°C;
¢) 9)

d) =346.

(93]



198. a) 0,6 amper; 199. a) L; b) 99%. 200. Takmynan 3
b) I) 0,424 amper; I1) 0,106 amper; sagat 15 min. 201. 37,8 ay. 202. 10,8
I11) 0,0188 amper; minut.

¢) 203. 22,7 yyl. 204.b) 1.

205. a) {—14; 3; 15}; ¢) {—4:4}.

207. a) (—o0;—6]U[-2; +00).
208.2 )( lsz L 1+2\/§;+oo};

) (-0 2)U[ L:+0)
209. a) {(7;8);(8;7);(=7;-8);+8;=7)}. 212. a) 3; b) 3. 213. a) kici; b) kigi.

216. a) (—o0;—1]U[1;4+); b) (—o0;t0). 217. a) (0;1]; b) (3;10); ¢) (—o0; 0).
218. a) % ;b)Owe 1;¢) 1 we—2.219.¢) 0. 220.a){(2;3);(—3;8)}. 221. a) (—o0;0];

b) (—o0;1,5). 222. a) kig¢i; b) uly. 223. a) (-3,5; +©); b) (-2;2). 224. a) 24/5. 225.
b) (100000;0,1). 226. a) (3;1). 227. a) (—o;—2]U[1;+0). 229. a) kigi; b) uly. 230.

a) —27” 231.¢) x, ——+n7r X, —arccosiﬂm nelZ.
T 7 T mn T N
——+2n7r;—+2n7z neZ. -+ —+——|,neZ.
234.a)( 5 5 j 235. g)( 18 9 27 9) n

IV bap
1. 7) Re(z)=—7, Jm(z)=3; 8) Re(2)=8, Im(2)=5; 9) Re(z)=-0,5, Jm(z)=—6;
10) Re(z)=5,7, Jm(z)=35; 11) Re(2)=0, Jm(z2)=35; 12) Re(2)=90, Jm(z)=0.

6. 1)7=7,2; 3) 7=4+3i. 8 1) 16; 3) 3+i. 10 1) 8i; 2) —1-5i; 3)~3+i. 12.2) 1——%1.

232
4.1) - ——— ——= 162—201102432422210,
)13 3 )331 ) ) )4 3) 2, 4) )
Tri

2) — 3) Hz .24.1) 2(0057—+1 s1n7—ﬂ] we 2-e 4.
6 4 4

2 .2
28.1)z,-z, = cosiﬂ'-sini. 30.1) cosZ +i-sin 2, 32.2) cos =2 +i-sin L.
12 12 4 4 3 3

34.1) —%;2)—181’. 36. 1) z, :\/E(cos%Jri-sin%), z, :\/E(cos%zﬂ'-sin%[).

\ %
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MATEMATIKA

r

GEOMETRIYA

10-njy synp



10-njy synpda geometriyanyn stereometriya bolimini — ginislikddki geometrik
sekillerin hdsiyetlerini diiziimli wrenmage girisilydr. Derslikden esasy ginislikdéki sekiller,
kopgranlyklar we aylanma jisimler we olaryn esasy hésiyetleri, ginislikde parallel we
perpendikulyar goni ¢yzyklar we tekizlikler hem-de olaryn hisiyetlerine degisli meseleler
orun alan.

“Geometriya-10 dersliginde nazary materiallar yonekey we rowan dilde beyan etmége
hereket edilen. Ahli temalar we diisiinjeler durmusdan diirli mysallar arkaly agyp berlen. Her
bir temadan son getirilen soraglar, subut etmége, hasaplamaga we gurmaga degisli enceme
meseleler we mysallar okuwgyny déredijilikli pikirlenmige tindeyér, 6zlesdirilen bilimleri
cunlagsdyrmaga we berkidip barmaga komek edyér.

“Geometriya-10” dersligi umumy bilim beryan mekdeplerin 10-njy synp okuwgylaryna
niyetlenen, ondan geometriyany 6zbagsdak 6wrenmekei we gaytalamakgy bolan kitapsdyiijiler
hem peydalanyp bilerler.
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13.  Ginislikde parallel proyeksiya ........cccooovieiiiieniininieceeeeeeee 114
14.  Amaly goniikme we onuil ulanylysy ........cccccooeveeiiiiiieniienieeeeein, 116

V béliim. Ginislikde goni ¢cyzyklaryn we tekizliklerin perpendikulyarlygy

15.  Ginislikde perpendikulyar goni ¢yzyklar we tekizlikler ........................ 112
16.  Ginislikde perpendikulyar, yapgyt we aralyk ........cccoooveviiieniiinnennn. 124
17.  Ug perpendikulyarlar baradaky teorema .............cccocovevevevevevrereenennnnn. 128
18.  Ginislikde tekizlikleriii perpendikulyarlygy .......ccccoevvivieiiiieciieeneen. 132
19.  Ginislikde ortogonal proyeksiya we ondan tehnikada peydalanmak ... 137
20.  Amaly goniikme we onuil ulanylysy ........cccccvveeeviiiiiiieincieeeiee e 140
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GINISLIKDE GONI CYZYKLARYN WE
TEKIZLIKLERIN PARALLELLIGI

10_ GINISLIKDE GONI CYZYKLARYN OZARA YERLESISI

w

Ginislikdéki iki a we b goni ¢yzyk bir tekizlikde yatsa we kesismese, olara
parallel goni ¢yzyklar diyilyar. a we b goni ¢yzyklaryn parallelligi a||b yaly
yazylyar.

Tekizlikde berlen nokat arkaly berlen goni ¢yzyga yeke-tik parallel goni
cyzyk gecirmek miimkin. Seyle hisiyet gitislikde-de yerlikli bolyar:

4. I-nji teorema. Giriiglikde berlen goni ¢yzyk- @

da yatmayan nokatdan su goni ¢yzyga yeke- 2) a g

tik parallel goni ¢yzyk gecirmek miimkin.

Subudy. a—berlen goni ¢yzyk we M—bu goni
¢yzykda yatmayan nokat bolsun (1-nji a surat).

Subut edilen 2.1-nji teorema gord, a — berlen goni
¢yzyk we onda yatmayan M nokat arkaly yeke-tidk b) /ot
a tekizlik ge¢irmek miimkin. a b

a tekizlikde bolsa M nokat arkaly a — berlen M
gbni ¢yzyga parallel yeke-tik b goni ¢yzygy
gecirmek miimkin (1-nji b surat).

Edil su— b goni ¢yzyk gozlenyén yeke-tidk goni ¢yzyk bolyar. 4

Tekizlikde iki parallel goni ¢yzyklardan biri tigiinji goni ¢yzygy kesip gegse,
olaryn ikinjisi-de bu goni ¢yzygy kesip gecyér. Sutia menizes hésiyet — ginislikde-
de yerlikli bolyar:

4.2-nji teorema. Giriislikde berlen iki parallel goni ¢yzykdan biri tekizligi

kesip gecgse, olaryri ikinjisi-de bu tekizligi kesip gecyiir.



Subudy. b we c parallel goni ¢yzyklar berlen bolup, olaryn biri — b goni ¢yzyk
berlen [ tekizligi M nokatda kesip gecsin (2-nji a surat).

@ b we ¢ goni ¢yzyklar parallel bolany {i¢in olar bir
tekizlikde yatyar. Bu — vy tekizlik bolsun.

B we g tekizlikler {icin M umumy nokat. Onda S3
aksioma gord, bu tekizlikler bir / géni ¢yzyk boyunca
kesisydr. Bu goni ¢yzyk y tekizlikde yatyar we b goni
cyzygy M nokatda kesip gegyédr. Sonun tigin, bu goni
cyzyk b goni ¢yzyga parallel ¢ goni ¢yzygy hem N
nokatda kesip gegyir.

[ goni ¢yzyk B tekizlikde-de yatyandygy iicin N
nokat bu B tekizlige-de degisli bolyar. Diymek, N

nokat 3 we g tekizlikler {igin umumy nokat.

Indi ¢ goni ¢yzygyn B tekizlik bilen basga umumy nokady yokdugyny
gorkezyairis. Tersini ¢ak edyéris. Aydaly, ¢ goni ¢yzygyn [ tekizlik bilen yene
basga K umumy nokady bar bolsun. Onda S2 aksioma gord, ¢ goni ¢yzyk B
tekizlikde yatyar. Onda, ¢ goni ¢yzyk B we 7y tekizlikler ticin umumy bolyar.
Yone, I - seyle goni ¢yzykdy. Mundan ¢ géni ¢yzygyti / goni ¢yzyk bilen tistme-
st diisyandigi gelip ¢ykyar. Munun bolsa bolmagy miimkin dél. Ctinki » goni
cyzyk c goni ¢yzyga parallel we / goni ¢yzygy kesip gecyér. Gapma-garsylyk,
cakymyzyn nidogrudygyny gorkezyar. U

Size planimetriyadan méilim bolsy yaly, iki géni ¢yzygyn her biri tigiinji goni
¢cyzyga parallel bolsa, olar 6zara parallel bolyar. Bu hésiyet gitislikde-de yerlikli
bolup, ol géni ¢yzyklaryn parallellik nysany diylip aydylyar.

4.3-nji teorema. Uciinji goni ¢yzyga parallel iki géni cyzyk 6zara

paralleldir.

Subudy. Aydaly, m we n goni ¢yzyklar p goni ¢yzyga parallel bolsun. m we n
goni ¢yzyklaryn bir tekizlikde yatyandygyny we 6zara
kesigsmeyéndigini, yagny paralleldigini gorkezydéris.

@ m goni ¢yzykda 4 nokady alyarys we bu nokat
we n goni ¢yzyk arkaly a tekizlik gegiryiris. m goni
cyzygyn a tekizlikde yatyandygyny subut edyéris.

Aydaly, seyle bolmasyn. m goni ¢yzyk o tekizlik
bilen umumy nokada eye bolany {i¢in, ol tekizligi
kesip gecgyér. Onda 3.2 teorema goréd,bu tekizligi m
goni ¢yzyga parallel bolan p goni ¢yzyk hem, p goni
cyzyga parallel bolan » goni ¢yzyk hem kesip gecyér.

Y 6ne, munuii bolmagy miimkin dil, ¢iinki » goni ¢yzyk o tekizlikde yatyar.
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Diymek, m we n goni ¢yzyklar a tekizlikde yatyar.

Indi bu goni ¢yzyklaryt kesismeyindigini subut edyiris. Yene tersini cak
edyaris. m we n goni ¢yzyklar ndhilidir B nokatda kesigsin. Onda B nokat arkaly
p goni ¢yzyga iki sany parallel m we n goni ¢yzyklar gecyédr. Munun bolsa 3.1
teorema gord bolmagy miimkin dil. U

Indi parallelepipedin asakdaky hésiyetlerini subut edyaris.

1-nji hdsiyet. ABCDA,B,C,D, parallelepipedde (4-nji surat) esasynyn
diagonallary we gapdal gapyrgalardan diiziilen ACC,A,dértburgly
parallelogramdan ybarat bolyar.

Hakykatdan hem, parallelepipedin ABB,4, we BCC,B, granlarynyn
kesgitlemesine gord, parallelogramdan ybarat. @

Bu parallelogramlaryni garsylykly taraplary 6zara deni
bolyar. Hususan-da, AB = A,B,we BC = B,C,.

Parallelepipedinn kesgitlemesine gord, A4, || BB,
we BB, || CC,. Onda 3.2-nji teorema gord, A4, || CC,
we AA, = CC, bolyar. Diymek, AC,C A4, dortburgluk —
parallelogram.

2-nji héisiyet. ABCDA,B,C,D, parallelepipediri (4-nji
surat) garsylykly granlary dzara deri.

Yokardaky hisiyete gori, AC,CA,- parallelogram we
AC = A4,C,. Onda ABC we A,B,C, ticbur¢luklar {i¢ tarap
boyunga deni bolup, ABC we A4,B,C, burclar hem &6zara
deni bolyar. Netijede, ABCD we A,B,C,D, parallelogramlar

hem 6zara den bolyar.
Basga garsylykly granlaryn deiiligi-de seydip subut
edilyar.
3-nji hdsiyet. Parallelepipediri ihli diagonallary bir /‘:\
nokatda kesisyir we bu nokatda den ikd boliinydr (5-nji ,,/' .
surat). ‘ ‘\\
1-nji hésiyete gord, AC,CA, parallelogram. Onda bu

parallelogramyn diagonallary 4,C we AC, bir nokatda
kesisydar we kesisme nokadynda den ikéd boliinydr.

Galan diagonallaryn kesismesi we bu nokatda dei ikd boliinisi sufia menizes
subut edilyir.

Bir goni ¢yzykda ya-da parallel goni ¢yzyklarda yatyan kesimler (s6hleler)
0zara parallel kesimler (sohleler) diyip atlandyrylyar.

Mesele. Depeleri bir tekizlikde yatmayan ginislikddki dortburglugyn
taraplarynyn ortalary parallelogramyn depeleri bolyandygyny subut edin.
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Subudy. ABCD - giniglikdiki dortbur¢luk we 4, B,
C,we D, - dortburglugyn taraplarynyn ortalary bolsun
(6-njy surat). Onda, 4,B, kesim - ABC tigbur¢lugyn AC
tarapyna parallel orta ¢yzygy, C,D, - ACD iigbur¢lugyn D, B
AC tarapyna parallel orta ¢yzygy bolyar.

3.3-nji teorema gord A,B, we C,D, goni ¢yzyklar p
parallel bolyar. Diymek, olar bir tekizlikde yatyar.

A,D,we B,C, goni ¢yzyklaryn parallelligi hem edil C,
seyle subut edilyar.

Seydip, 4,B,C,D, dortburcluk bir tekizlikde yatyar
we onun garsylykly taraplary parallel. Diymek, ol C
parallelogramdyr.U

Eger ginislikde iki goni ¢yzyk 6zara kesisse ya-da 6zara parallel bolsa, olar
bir tekizlikde yatyar (7-nji @ we 7-nji b surat). Giniislikde bir tekizlikde yatmayan

@ a b) ¢)

goni ¢yzyklar atanaklayyn goni ¢yzyklar diyip atlandyrylyar (7-nji ¢ surat).
Atanaklayyn goni ¢yzyklary asakdaky nysana gord tanamak miimkin:
4.4-nji teorema. Eger iki goni ¢yzyklardan biri kibir tekizlikde yatsa, ikinjisi
bolsa bu tekizligi birinji goni cyzykda yatmayan nokatda kesip gegse, onda
bu goni ¢yzyklar atanaklayyn bolyar.

Subudy. Aydaly, p goni ¢yzyk o tekizlikde
yatsyn. g goni ¢yzyk bolsa bu tekizligi p goni
cyzyga degisli bolmadyk 4 nokatda kesip gegsin
(8-nji surat). p we g goni ¢yzyklaryn atanaklayyn
ekenligini subut edyéris.

Tersini ¢ak edyéris: p we g goni ¢yzyklar
haysy-da bolsa bir B tekizlikde yatsyn. Onda 3
tekizlige p goni ¢yzyk we A nokat degisli bolyar. Oz gezeginde A nokat ¢ tekizlige

hem degisli. Diymek, o we B tekizlikler tistme-iist diisyar. Netijede, serte gord o

tekizlige degisli bolmadyk ¢ goni ¢yzyk bu tekizlige degisli bolup galdy. Gapma-

garsylyk, cakymyzyn nddogrudygyny gorkezyar. U
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Iki goni ¢yzygyn kesismeginden alnan
gonisy burc¢laryn kigisine iki goni ¢yzygyn
arasyndaky bur¢ diyilyar.

Atanaklayyn goni ¢yzyklaryn arasyndaky
burg diyip, bu goni ¢yzyklara parallel bolan
kesisydn goni ¢yzyklaryn arasyndaky burca
aydylyar (9-njy surat).

Amalda a we b atanaklayyn goni
¢yzyklaryn arasyndaky burgy tapmak {i¢in
(10-njy surat)

1) kébir A nokat saylanyar:

2) A nokatdan atanaklayyn goni ¢yzyklara
parallel a, we b, goni ¢yzyklar gecirilyar;

3) bu goni ¢yzyklaryn arasyndaky burg
Olcelyar.

Bu algoritmin netijesi - 4 nokada bagly
délligi barada oylap goriin.

Arasyndaky bur¢ 90°-a deni géni ¢yzyklar perpendikulyar goni ¢yzyklar diyip
atlandyrylyar. Parallel goni ¢yzyklaryn arasyndaky burg 0° diylip hasaplanyar.

Tema degigli soraglar we yumuglar

1. Parallel goni ¢yzyklaryn néhili hdsiyetlerini bilydrsiniz?
2. Goni ¢yzyklaryn parallellik nysanyny aydyn

3. Parallelepipedin ndhili hdsiyetlerini bilydrsiniz?

4. Goni ¢yzyklaryn atanaklayynlyk nysanyny aydyn.

5. Goni ¢yzyklaryn arasyndaky burg néhili kesgitlenydr?

6. Atanaklayyn goni ¢cyzyklar parallel bolmagy miimkinmi?

4.1.a) ABCDA,B,C,D, parallelepipeddéki; b) ABCA,B,C, prizmadaky parallel
gapyrgalaryn jiibiitlerini anyklan.

4.2. Nahili piramidlarda parallel gapyrgalar bolyar?

4.3. Milim bolsy yaly, tekizlikde goni ¢yzyk parallel géni ¢yzyklardan birini
kesip gegse, ikinjisini hem kesip gecyér. Bu hisiyet ginislikde-de yerlikli bolarmy?

4.4. Dogry tassyklamany tapyn.

A) Giniglikde goni ¢yzykda yatmayan nokatdan oria kop parallel goni ¢yzyklary
gecirmek miimkin,

B) Ugiinji goni ¢yzyga parallel goni ¢yzyklar 6zara kesisyr;

() Eger iki goni ¢yzyk tekizlikde yatsa, olar kesisyér;
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D) Goni ¢yzykdan we onda yatmayan nokatdan iki diirli tekizlik ge¢irmek
miimkin;

E) Ginisligin tekizlikde yatmayan nokadyndan bu tekizligi kesyédn kop goni
cyzyklary ge¢irmek miimkin.

4.5. 4 depesi a tekizlikde yatyan 4B kesimden C nokat saylanan. B we C
nokatlardan geg¢irilen parallel goni ¢yzyklar a tekizligi degislilikde B, we C,
nokatlarda kesip gegyir. Eger a) C nokat B kesimin ortasy, we BB, = 14 sm;
b) AC : CB=3:2 we BB, =50 sm bolsa, CC, kesimin uzynlygyny tapy.

4.6. Bir tekizlikde yatmayan MNOP parallelogram we EK esasly MNEK
trapesiya berlen. a) PO we EK goni ¢yzyklaryn 6zara yerlesisini anyklan.
b) trapesiyanyn esaslary MN = 45 sm, EK = 55 sm-e den bolup, ona i¢ginden
towerek cyzmak miimkin. Trapesiyanyn perimetrini tapym.

4.7. a we b goni ¢yzyklar bir tekizlikde yatyar. Bu goni ¢yzyklaryn miimkin
bolan 6zara yerlesisini gorkezin.

A) a we b parallel; B) a we b kesisydr; C) a we b kesismeyir; D) a we b
atanaklayyn; E) a we b parallel dil.

4.8. a we b goni ¢yzyklar ¢ goni ¢yzyga parallel. a we b goni ¢yzyklar 6zara
nihili yerlesmegi miimkin?

4.9. 11-nji suratda o we [ tekizlikler b goni ¢yzyk boyunga kesisyar. Eger
a//b, c we b goni ¢yzyklar parallel bolmasa, a we ¢ goni ¢yzyklar 6zara nihili
yerlesmegi mimkin?

4.10. 12-nji suratda M nokat ABC ti¢bur¢luk dasky yaylasynda yatyr. M4,
MC, MB goni ¢yzyklara atanaklayyn goni ¢yzyklary anyklan.

4.11. 13-nji suratda PQ goni ¢yzyk ABCD dortburglugyn dasky yaylasynda
yatyar we BC ga parallel. a) PQ we AB; b) PQ we CD; ¢) PQ we AD néhili géni
cyzyklar?

4.12. 14-nji suratda M nokat ABC tigburclugyn dasky yaylasynda yatyr. M4,
MB, MC kesimlerin ortalary degislilikde K, F, P nokatlar bilen belgilenen. 1)
KP; 2)PF; 3)KF; 4)KM; 5)PM; 6)FM; 7)AB; 8)BC;, 9)AC goni
cyzyklardan haysylary 6zara papallel?
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4.13. M, N, U, V nokatlar ABCD piramidanyi degislilikde AC, AD, BD we
BC gapyrgalarynyn ortalary (15-nji surat). Eger AB =20 sm, CD = 30 sm bolsa,
MNUYV dortburglugyn perimetrini tapyi.

4.14. H, G, F, S nokatlar KLMN tii¢burgly piramidanyn degislilikde MN, ML,
LK we KN gapyrgalarynyii ortalary (16-njy surat). Eger LK = 18 mm, MN = 22
mm bolsa, HGF'S dortbur¢lugyi perimetrini tapyii.

4.15. Goni ¢yzykdan diirli iki tekizlik gecirmek miimkinligini subut edifi.

4.16. Bir tekizlikde yatmayan dort nokat berlen. Olaryn tigiisinden gegyan
néce tekizlik gecirmek miimkin?.

4.17. 4, B, Cnokatlar berlen iki tekizliklerii her birinde yatyar. Bu nokatlaryn
bir tekizlikde yatyandygyny subut edin.

4.18. a goni ¢yzyk boyuncga kesisyén iki tekizlik berlen. b goni ¢yzyk olardan
birinde yatyar we ikinjisini kesip gecyédr. a we b goni ¢yzyklaryn kesisydndigini
subut edin.

4.19. Ug tekizligin her ikisi 6zara kesisyir. Tekizliklerifi kesisme goni
¢cyzyklaryndan ikisi haysy-da bolsa bir nokatda kesisse, li¢linji kesisme ¢yzygy
hem su nokatdan gecyéndigini subut edin.

4.20. Eger dortbuclugyn diagonallary kesisse, onda onun depeleri bir tekizlikde
yatyandygyny subut edin.

4.21. K,Z, M, N nokatlar degislilikde SABC tigburcly piramidanyi S4, AC, BC,
SB kesimlerinini ortalary. Eger piramidanyn gapdal gapyrgalary b-ge, esasynyn
tarapy a-ga den bolsa, KZMN dortburglugyn perimetrini tapyi.

4.22. XU we VT goni ¢yzyklar parallel, XY we VT goni ¢yzyklar bolsa
atanaklayyn. Eger a) ~YXU =40° b) 2YXU = 135° ¢) 2YXU = 90° bolsa, XY
we VT goni ¢yzyklaryi arasyndaky burgy tapyn.

4.23. [ goni ¢yzyk ABCD parallelogramyn BC tarapyna parallel we onun
tekizliginde yatmayar. / we CD goni ¢yzyklaryn atanaklayyndygyny subut edifi.
Eger piramidanyn bur¢laryndan biri a) 58°; b) 133°bolsa, / we CD goni ¢yzyklaryn
arasyndaky burcy tapyn.
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GINISLIKDE GONI CYZYKLARYN WE TEKIZLIGIN
OZARA YERLESISI

Eger goni ¢yzyk bilen tekizlik kesismese, goni ¢yzyk we tekizlik parallel
diyilydr. Goni ¢yzyk bilen tekizligini parallelligi asakdaky nysan arkaly
kesgitlenilydér.

4.5-nji teorema. Eger tekizlikde yatmayan goni cyzyk su tekizlikdiki haysy-
da bolsa bir goni ¢yzyga parallel bolsa, bu goni ¢yzyk tekizligini oziine-de
parallel bolyar.

Subudy. Aydaly, a - tekizlik, a - onda yatmayan

@ goni ¢yzyk, a, bolsa a tekizlikde yatyan we a-ga
parallel goni ¢yzyk bolsun.
a we a, goni ¢yzyklar arkaly o, tekizligi
a;

gecirydris (1-nji surat). Gorniisi yaly, o we a,
tekizlikler a, goni ¢yzyk, boyunca kesigyér.
Eger a goni ¢yzyk a tekizligi kesip gecse, onda
kesisme nokady a, goni ¢yzyga degisli bolardy.
@ Emma bu miimkin dél, ¢iinki a we a, géni ¢yzyklar
Ozara parallel. Seydip, a goni ¢cyzyk a tekizligi
kesip ge¢ip bilmeyir.

Diymek, a goni ¢cyzyk a tekizlige parallel. 4

/ Mesele. Eger tekizlik iki parallel goni
v cyzykdan birini kesip gecse, ikinjisini hem kesip
‘ gecydndigini subut edin.

Subudy. a we b - iki parallel goni ¢yzyk, a
bolsa a goni ¢yzygy A nokatda kesip gegyédn
tekizlik bolsun (2-nji surat).

a we b goni cyzyklardan tekizlik gegiryéris.
Ol a tekizligi haysy-da bolsa bir ¢ goni ¢yzyk
boyuncga kesyér. ¢ goni ¢yzyk a goni ¢yzygy 4
nokatda kesip gecydr.

Diymek oma parallel bolan b goni ¢yzygy
hem kesip gecyér. ¢ goni ¢yzyk a tekizlikde
yatyandygy ticin o tekizlik b goni ¢cyzygy hem
kesip gecyadr.

4-6-njy teorema. Eger bir tekizlik ikinji tekizlige parallel bolan goni
cyzykdan gegse, bu tekizlikleriri kesisme goni ¢yzygy hem berlen goni ¢yzyga
parallel bolyar.

Subudy. Aydaly, a goni ¢yzyk a - tekizlige parallel we B tekizlikde yatsyn. b
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goni ¢yzyk bolsa a we [ tekizliklerin kesisme ¢yzygy bolsun (3-nji surat). Onda,
a we b goni ¢yzyklar B tekizlikde yatyar we 6zara kesismeydér. Tersine bolanda,
a goni ¢yzyk B tekizligi kesip gegerdi.

Diymek, a we b goni ¢yzyklar 6zara parallel.d

Tema degigli soraglar we yumuglar

1. Goni ¢yzyk we tekizlik ginislikde ozara néhili yerlesmegi miimkin?

2. Goni ¢yzyk we tekizlik hacan parallel bolyar?

3. Goni ¢yzygyn tekizlige parallellik nysanyny aydyn.

4. Giniglikde goni ¢cyzyklaryn we tekizliklerin joylesisi bilen bagly ndhili hésiyetleri
bilydrsiniz?

4.24. a) ABCDA,B,C,D, kubun; b) ABCDEFA ,B,C,D,E F, dogry altyburcly
prizmanyn bir-birine parallel bolan gapyrgalaryny we granlaryny anyklan.

4.25. Dogry tassyklamany saylan:

A) Ginislikde goni ¢yzykda yatmayan nokatdan bu goni ¢yzyga parallel kop
goni ¢yzyklary ge¢irmek miimkin;

B) Ugiinji goni ¢yzyga parallel goni ¢yzyklar bir nokatda kesisyir;

() Eger goni ¢yzygyn iki nokady tekizlige degisli bolsa, goni ¢yzyk tekizligi
kesip gegydr;

D) gbni ¢yzyk we onda yatmayan nokatdan iki diirli tekizlik ge¢irmek miimkin;

E) ginislikde tekizlikde yatmayan nokatdan berlen tekizligi kesip gecyédn kop
goni ¢yzyklary ge¢irmek mimkin.

4.26. A we C nokatlar a tekizlikde yatyar. B we D nokatlar 3 tekizlikde yatyar.
AC, CD, BD, AB, BCwe AD goni ¢yzyklardan haysylary B tekizligi kesip gecyér?

4.27. ABCi¢burgluk o tekizligi B, we C, nokatlarda kesip gecyér (4-nji surat).
Eger AB,: BB, =2 : 3, BC = 15 sm, BC//B,C, bolsa, B,C, kesimiii uzynlygyny
tapyn.



4.28. a tekizlik ABC ticburglugyn 4B we AC taraplaryny B, we C;nokatlarda
kesip gegyar (5-nji surat). Eger A4B,: BB, =3 : 1, B,C, = 12 sm, BC// a. bolsa,
BC kesimin uzynlygyny tapyn.

4.29. o tekizlik ABCD trapesiyanyi AD esasyna parallel we gapdal taraplaryny
Mwe N nokatlarda kesip gecyar (6-njy surat). Eger AD =17 sm, BC =9 sm bolsa,
MN kesimin uzynlygyny tapyii.

4.30. Tekizlige onda yatmayan nokatdan nége parallel goni ¢yzyk gecirmek
mimkin?

4.31. a goni ¢yzyk a tekizlige parallel. Dogry tassyklamalary tapyi.

a) a goni ¢yzyk a rekizligin difie bir géni ¢yzygyna parallel bolyar;

b) a géni ¢yzyk a rekizligin bir goni ¢yzygyndan basga dhli géni ¢yzyklaryna
atanaklayyn bolyar;

¢) a tekizlikde a géni ¢yzyga parallel we atanaklayyn bolan kop goni ¢yzyklar
tapylyar;

d) a rekizlikde dinie bir a goni ¢yzyga parallel we bu tekizligin islendik
nokadyndan gec¢yén goni ¢yzyk bar.

4.32. A, B, C, D nokatlar bir tekizlikde yatmayar. M,N, K, Z nokatlar
degislilikde 4D, BD, BC, AC kesimlerin ortalary. Eger CD = 4B bolsa, MK we
NZ goni ¢yzyklaryn perpendikulyardygyny subut edin.

4.33. ABCD parallelogramyn 4B we BC taraplary a tekizligi kesip gegyér.
AD we DC goni ¢yzyklar hem a tekizligi kesip ge¢ydndigini subut edifi.

4.34. ABC we ABD ii¢burcgluklar bir tekizlikde yatmayar. CD goni ¢yzyga
parallel bolan islendik goni ¢yzygyn bu tigbur¢luklaryn tekizligini kesip
gecyandigini subut edin.

4.35. Berlen iki goni ¢yzygy kesip gegydn goni ¢yzyklaryn bir tekizlikde
yatyandygyny subut edin.

12" GINISLIKDE TEKIZLIKLERIN OZARA YERLESISI

Iki goni ¢yzyk ya-da umumy nokada eye, ya-da umumy nokada eye bolmazlygy
miimkin. Birinji yagdayda S3 aksioma goré bu tekizlikler umumy goni ¢yzyga
hem eye bolyar, yagny goni ¢yzyk boyunca kesisyér (1-nji surat). Ikinji yagdayda
tekizlikler kesismeyar (2-nji surat).

Kesismeyin tekizlikler parallel tekizlikler diyip atlandyrylyar. Parallel
tekizlikler barada otagyn poly we petigi, garsylykly diwarlary diistinje bermegi
miimkin (3-nji surat).
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Iki tekizligin paralleligi asakdaky nysan arkaly kesgitlenilydér.

4.7-nji teorema. Eger bir tekizlikdiki kesisydin iki goni ¢yzyk ikinji

tekizlikdiiki iki goni ¢yzyga degislilikde parallel bolsa, bu tekizlikler

parallel bolyar.

Subudy. Aydaly, o we B - berlen
tekizlikler, a we b - o tekizlikde yatyan we (4)
A nokatda kesisyan goni ¢yzyklar, a, we b,
bolsa P tekizlikde yatyan we degislilikde a
we b goni ¢yzyklara parallel goni ¢yzyklar
bolsun (4-nji surat).

Cak edydris, oo we B tekizlikler 6zara
parallel bolmasyn, yagny néhilidir ¢ goni
¢yzyk boyunca kesissin. Onda 3.6-njy @
teorema goréd, a, we a, goni ¢yzyklar -
degislilikde b, we b, goni ¢yzyklara parallel
bolup, B tekizlige hem parallel bolyar.

Sonuni i¢in, olar bu tekizlikde yatyan ¢ goni
¢yzygy hem kesip ge¢meyair.

Seydip, a tekizlikde yatyan 4 nokat
arkaly ¢ goni ¢yzyga parallel iki: a, we a, goni ¢yzyklar gecyér. Parallellik
aksiomasyna gord, seyle bolmagy miimkin dil. Gapma-garsylyk cakymyzyn
niddogrudygyny gorkezyar. U

Bu teorema peydalanyp, parallelepipedin gapdal granlarynyn (5-nji surat)
parallel bolyandygyny 6zbasdak subut edin.

4.8-nji teorema. Ol iki parallel goni ¢yzyklaryii iiciinji tekizlik bilen kesisme

goni ¢yzyklary ozara parallel bolyar.

Subudy. Aydaly, oo we [ parallel tekizlikler y tekizligi degislilikde a we
b goni ¢yzyklar boyunga kesip gecsin (6-njy surat). a we b goni ¢yzyklaryn
paralleldigini subut edyaris.
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Cak edyiris, a we b goni ¢yzyklar kébir O nokatda kesissin. Onda Q nokat
o tekizlikde yatyar, ¢linki @ goni ¢yzyk o tekizlikde yatyar. Sonun yaly-da, O
nokat B tekizlikde yatyar, ¢iinki b goni ¢yzyk B tekizlikde yatyar. Netijede, o
we [ tekizlikler umumy Q nokada eye bolmyar. Bu bolsa serte gérd miimkin dal.
Gapma-garsylyk cakymyzyn nidogrudygyny gorkezyar. U

4.9-njy teorema. Berlen tekizlige ondan dagsardaky nokatdan yeke-tik

®

parallel tekizlik gecirmek miimkin.

Subudy. Berlen a tekizlikde kesisyin iki a,
b goni ¢yzyklary geciryéris. Berlen 4 nokatdan
olara parallel a, b, goni ¢yzyklary geciryéris
(7-nji surat).

a, b, goni ¢yzyklar arkaly P tekizlik
geciryéris. Bu tekizlik 3.7-nji teorema gora,
o tekizlige parallel bolup, gozlenydn tekizlik
bolyar.

Indi bu tekizliginl yeke-tékligini gorkezyiris.
Cak edyiris, o tekizlige parallel yene bir f3,
tekizlik bar bolsun (8-nji surat). 4 nokatdan we
a goni ¢yzykdan gecyén vy tekizligi gegiryéris.

Bu tekizlik B tekizligi a, goni ¢yzyk boyunga, B, tekizligi a, goni ¢yzyk boyunca

@

4

i

a4

ey

o

4

a

kesip gegyar. a, a, goni ¢yzyklar 3.6-njy teorema
gord a goni ¢yzyga parallel bolyar. Yone,
munui bolmagy miimkin dil, ¢iinki tekizlikde
onda yatmayan nokatdan difie bir parallel goni
cyzyk gecirmek miimkin. Gapma-garsylyk -
cakymyzyn nidogrudygyny gorkezyar. U
4.10-njy teorema. Uciinji tekizlige parallel iki
tekizlik ozara parallel bolyar.

Bu teoremany 6zbasdak subut edin.

4.11-nji teorema. Parallel tekizliklerin
arasyndaky parallel goni ¢yzyklaryri kesimleri
dendir.

Subudy. Aydaly, o we B tekizlikler &
we / goni ¢yzyklardan 4C we BD kesimleri
bolsiin (9-njy surat). Su kesimlerini denligini
gorkezyaris.

k we [ goni ¢yzyklardan gecgydn y tekizlik
parallel tekizliklert AC we BD goni ¢yzyklar
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boyunca kesip ge¢yér. Netijede, garsylykly taraplary parallel bolan ABCD
dortburgluga, yagny parallelograma eye bolyarys. Parallelogramyn garsylykly
taraplary 6zara denl bolyar. Hususan-da, AB = CD. 4

4.12-nji teorema. U¢ parallel tekizlikleriii arasyndaky islendik goni

cyzyklaryri kesimleri ézara proporsional bolyar.

Bu teoremany hem 6zbasdak subut edin.

Tema degisli soraglar we yumuslar @

1. Tekizlikler ginislikde ndhili yerlesmegi miimkin?

2. Parallel tekizlikler diyip ndhili tekizliklere
aydylyar?

3. Tekizliklerin parallellik nysanyny aydyn.

4. Giniglikde tekizliklerin yerlesisi bilen bagly nchili
hdsiyetleri bilydrsiniz?

5. Parallelepipedin gapdal granlary parallel

bolyandygyny esaslandyryn.

4.36. a) ABCDA,B,C,D, parallelepipedin; b) ABCA,B,C, prizmanyn parallel
granlaryny anyklan.

4.37. Yekeje-de umumy nokady bolmadyk o we B tekizlikler gifislikde néhili
yerlesyér?

4.38. o we b tekizlikler parallel. @ we b goni ¢yzyklar a tekizlikde yatyar, ¢ we
d goni ¢yzyklar bolsa [ tekizlikde yatyar. Asakdaky tassyklamalardan haysylary
dogry?

Va/b, 2)c//b; 3)b/b; 4)b//a; 5) c//a; 6)d/b; T)al/a; 8)d//a.




4.39. Kesisydn iki tekizlik sekillendirilen ii¢ suraty gorkezin (10-njy surat).

4.40. o we b tekizlikler parallel. Olaryn hig¢ birine degisli bolmadyk nokatdan
v tekizlik gegirilen. Dogry tassyklamalary gorkezin.

a) y tekizlik a tekizlige parallel bolan yeke-ték tekizlik;

b) y tekizlik B tekizligi kesip gecyén yeke-tik tekizlik;

¢) v tekizlik parallel bolan yeke-ték tekizlik;

d) v tekizlik a tekizligi kesip gecyédn yeke-ték tekizlik;

e) y tekizlik a tekizlige-de, b tekizlige-de parallel bolan yeke-ték tekizlik.

4.41. 11-nji suratda ABCDA ,B,C,D, goniiburcly parallelepiped sekillendirilen.

a) A,B,C,D, we B,A,D,C,; b) ADD,A, we ABCD ; ¢) ABB,A, we C,D,DC;
d) BADC we ABB,A,; ¢) CC,B,B we ADD A, tekizliklerin 6zara yerlesisini
anyklan.

4.42. AB, BCkesimler ABCD parallelogramyn taraplary bolup, olar degislilikde
awe b goni ¢yzyklara parallel (12-nji surat). a we b goni ¢yzyklar 6zara kesisyér we
o tekizlige degisli. ABCD we a tekizliklerin ginislikde 6zara yerlesisini anyklan.

4.43. a we b atanaklayyn goni ¢yzyklar berlen. a goni ¢yzykdan gegydn we
[ tekizlige parallel bolan nége tekizlik gecirmek miimkin?

4.44. Tki a we b tekizliklerin kesisme ¢yzygy {ciinji y tekizlige parallel. o
we [ tekizliklerinl gintislikde 6zara yerlesisini anyklan.

4.45. AB we CD parallel goni ¢yzyklar arkaly gecirilen y tekizlik o we 3
parallel tekizliklerni degislilikde AC we BD goni ¢yzyklar boyunca kesip gecyar
(13-nji surat). Eger BD = 15 sm bolsa, AC kesimiil uzynlygyny tapyii.

4.46. Islendik iki atanaklayyn goni ¢yzyklar arkaly yeke-tdk parallel tekizlikler
jiibiitini gegirmek miimkinligini subut edin.

4.47. o we P tekizlikler parallel. a tekizlikde yatyan islendik goni ¢yzyk 3
tekizlige parallel bolyandygyny subut edir.

4.48. O nokat — bir tekizlikde yatmayan AA4,, BB,, CC, kesimleriii umumy
ortasy. ABC we A,B,C, tekizlikler paralleldigini subut edi.

@
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4.49. ABCD parallelogram we ony kesmeyin
tekizlik berlen. Parallelogramyn 4, B, C, D depele-
rinden tekizligi degislilikde 4,, B, C,, D, nokatlarda
kesip gecyén parallel goni ¢yzyklar gegirilen. Eger
AA,=4m, BB,=3mwe CC,=1mbolsa, DD, kesimin
uzynlygyny tapyii.

4.50. Iki parallel tekizlik berlen. Bir tekizligin 4 we
B nokatlaryndan ikinji tekizligi A, we B, nokatlarda
kesip gegydn parallel goni ¢yzyklar gegirilen. Eger
AB = a bolsa, 4,B, kesimin uzynlygyny tapy.

4.51. a we B tekizlikler parallel. a tekizligin M
we N nokatlaryndan B tekizligi K we L nokatlarda
kesip gecyén parallel goni ¢yzyklar gegirilen. MNLK
parallelogramdygyny subut edinn. Eger ML = 14
sm, NK = 8 sm we MK : MN =9 : 7 bolsa, MNLK
dortburclugyn perimetrini tapyn.

4.52. OF we OP sohleler a we [ parallel tekiz-
likleri degislilikde F,, P, F, P, nokatlarda kesip
gecyédr. Eger F,P, =3 sm, F,P, =5 sm we P,P,=
4 sm bolsa, OP, kesimini uzynlygyny tapyi.

4.53. 04 we OB sohleler o we 3 parallel tekizlikleri
degislilikde 4,, B, A4, B, nokatlarda kesip gegydr.
Eger OA, = 16 sm, A,A, = 24 sm we 4,B,= 50 sm
bolsa, 4,8, kesimiil uzynlygyny tapyii.

4.54. D nokat ABC tigburg¢lugyn tekizligine degisli
dal (14-nji surat). K, M, Znokatlar degislilikde DA, DB
we DC kesimlerin ortasy. ABC we KZM tekizliklerin
Ozara yerlesisini anyklar.

4.55. S nokat ABCD parallelogramyn tekizligine
degisli dal (15-nji surat). K, Z, M, N nokatlar
degislilikde S4, SB, SC we SD kesimlere degisli. Eger
SK=A4K,SZ=BZ, SM: MC=2:1,SN:ND =2:1
bolsa, ABCD we KZMN tekizliklerii 6zara yerlesisini
anyklan.



13" GINISLIKDE PARALLEL PROYEKSIYA

Ginislikdaki sekiller diirli usullar bilen tekizlikde sekillendirilyér. Asakda
olar bilen tansarys.

Ginislikdéki sekili tekizlige parallel proyesirlemek diyip seyle sohlelenma
aydylyar, yagny onda sekilini her bir nokady berlen proyesirleme ugruna parallel
bolan goni ¢yzyklar boyunca tekizlige gociirilyar.

Parallel proyesirlemegi yagtylyk sohlelerinin komeginde kdbir zadyn
diwardaky ya-da poldaky kolegesine deiiesdirmek miimkin.

Seydip, parallel proyesirlemede kébir sekil we proyeksiya tekizligi diylip
atlandyrylyan tekizlik alynyar hem-de proyesirleme ugry, yagny kabir goni ¢yzyk
saylanyar. Elbetde, bu goni ¢yzyk proyeksiya tekizligi bilen kesismelidir.

Aydaly, islendik a tekizlik we proyesirleme goni ¢yzygy / we tekizlikde-de,
goni ¢yzykda-da yatmayan 4 nokat berlen bolsun (1-nji a surat).

A nokatdan a tekizlige i goni ¢yzyga parallel bolan goni ¢yzyk gegiryéris. Bu
goni ¢yzyk a tekizligi 4, nokatda kesip gecsin(1-nji b surat).

Tapylan 4, nokat 4 nokadyn o tekizlige parallel proyeksiyasy diylip
atlandyrylyar.

Aydaly, kébir F sekili a tekizlige / yonelis boyunga parallel proyeksiyasyny
gurmaly bolsun. Munun ti¢in F sekilinl islendik nokadyny alyarys, ondan /
-¢ parallel goni ¢yzyk geciryéris we onun o tekizlik bilen kesisme nokadyny
belgileyéris. Seyle nokatlar a tekizlikde néhilidir F, sekili emele getiryér. Hut
su I, sekil F sekilin a tekizlikddki parallel proyeksiyasy bolyar. 2-nji suratda F'
sekilin a tekizlige proyeksiyasy — F', sekil sekillendirilen.

Parallel proyeksiya gurmagyn asakdaky hisiyetlerini getirip gecyéris. Olary
0zbasdak subut etjek bolu.

Parallel proyeksiya guranda: nokat — nokada, kesim — kesime, goni ¢yzyk —
goni ¢yzyga gecyar.

Parallel goni ¢yzyklaryn proyeksiyalary parallel bolyar ya-da tistme-iist diigyar.

Asakdaky hésiyetlerni subut edelin.
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1-nji hisiyet. Sekilini goni ¢yzykly
kesimleriniri proyeksiyasy hem kesimlerden
ybarat bolyar.

Hakykatdan hem, A4C kesiminin
nokatlarynyn proyeksiyasyny guryan éhli goni
cyzyklar a tekizligi A,C, goni ¢yzyk boyunca
kesip gecyén tekizlikde yatyar (3-nji surat). AC
kesimden islendik B nokady 4,C, kesimin B,
nokadyna gecyér.d

2-nji hiisiyet. Sekiliri parallel kesimleriniri
proyeksiyasy hem parallel kesimlerden ybarat
bolyar.

Hakykatdan hem, 4C we BD kébir sekilini
parallel kesimleri bolsun (4-nji surat). Olaryn
proyeksiyalary 4,C, we B,D, kesimler hem
parallel bolyar, ¢iinki olary iki parallel tekizligi
o tekizlik bilen kesende aldyk.

3-nji hdsiyet. Bir goni ¢yzykda ya-da parallel
goni ¢yzyklarda yatyan kesimleriri uzynlyklarynyri
gatnasygy 0z proyeksiyalarynyri uzynlyklarynyri
gatnagygyna deri.

Hakykatdan hem, 5-nji suratda AC we 4,C,
goni ¢yzyklar B tekizlikde yatyar. AC kesimin
B nokadyndan 4,C,-e parallel bolan 4,C, goni
¢yzygy gegiryaris.

Emele gelen BAA4, we BCC, tigburgluklar
metizes bolyar. Ugburcluklaryn menzesligi we
A,B,=A4,B we B,C,=BC, deiiliklerden gbzlenyén
gatnasykda bolyéris:

AB:BC=A4,B,:B,C,. 4

Seydip, parallel proyeksiya gurmakda goni
c¢yzykda ya-da parallel goni ¢yzyklarda yatyan
kesimlerin uzynlyklarynyn gatnasygy saklanyan
eken.

Hususan-da, kesimin ortasy proyeksiyanyn
ortasyna gecyar.

Tema degigli soraglar we yumuslar
[

1. Ginislikdcki sekili tekizlige parallel proyesirlemek diyip néhili sohlelenmd aydylyar?

@
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2. Nokadyn tekizlige parallel proyeksiyasy néhili tapylyar?
3. Parallel proyeksiya tekizligi we proyesirleme ugry diyip ndmd aydylyar?
4. Parallel proyeksiya gurmagyn ndhili hdsiyetlerini bilydrsiniz?

4.56. Parallel proyeksiya guranda kesimin proyeksiyasy a) kesim; b) nokat;
¢) iki nokat; d) s6hle; e) goni ¢yzyk bolmagy miimkinmi?

4.57. Parallel proyeksiya guranda kwadratyn proyeksiyasy a) kwadrat;
b) parallelogram; ¢) romb; d) goniiburgluk; e) trapesiya; f) kesim bolmagy
miimkinmi?

4.58. Parallel tekizliklerden birinde yatyan tigburcluk ikinji tekizlige parallel
proyesirlense, onuil meydanynyn liytgemeyandigini subut edin.

4.59. Parallelogramyn parallel proyeksiyasy trapesiya bolmagy miimkinmi?
Jogabyilyzy esaslandyryn.

4.60. Dogry ticburclugyn parallel proyeksiyasy dogry tigbur¢luk bolarmy?

4.61. Goniiburgly ticburclugyn parallel proyeksiyasy goniiburgly ticburgluk
bolarmy?

4.62. ABC u¢burglugyn parallel proyeksiyasy 4,B,C, tigbur¢lukdan ybarat. Bu
proyeksiya guranda ABC licburclugyn a) medianasy; b) beyikligi; ¢) bissektrisasy
A,B,C, tcburclugyn degisli a) medianasyna; b) beyikligine; ¢) bissektrisasyna
gegydrmi?

4.63. ABC tugburglugyn parallel proyeksiyasy 4,B,C, tigbur¢lukdan ybarat.
Eger 24 =30° BC =20 sm bolsa, =4, = 30°, B,C, = 20 sm bolarmy?

4.64. AB kesimin parallel proyeksiyasy 4,B, kesimden ybarat. 4B kesimden
alnan C nokadyn proyeksiyasy bolsa C, nokat. AB =48 sm, 4,B, = 36 sm. Eger
AC kesimin uzynlygy a) 24 sm; b) 12 sm; ¢) 8 sm; d) 32 sm; ¢) 36 sm bolsa,
A,C, kesimin uzynlygyny tapyn.

14° AMALY GONUKME WE ONUN ULANYLYSY

4.65. a) Iki goni ¢yzyk; b) goni ¢yzyk we tekizlik; ¢) iki tekizlik nice umumy
nokada eye bolmagy miimkin?

4.66. a) Iki goni ¢yzyk; b) goni ¢yzyk we tekizlik; ¢) iki tekizlik; d) ti¢ tekizlik
yeke-tak umumy nokada eye bolmagy miimkinmi?

4.67. Dort nokat bir tekizlikde yatmayar. a) olarda tigiisi bir goni ¢yzykda
yatmagy miimkinmi? b) Olar arkaly nége tekizlik gecirmek miimkin?

4.68. m we n goni ¢cyzyklar kesisyar, d goni ¢yzyk bolsa n goni ¢yzyga parallel.
m we d goni ¢yzyklar 6zara néhili yerlesmegi miimkin?

4.69. ABC tgburglugyn C depesinden gegyian we AB tarapyna parallel bolan
nice tekizlik gegirmek miimkin?
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4.70. ABCD we ABKZ parallelogramlar dirli tekizliklerde yatyar. Parallel
goni ¢yzyklary gorkezin.

a) DAwe KB; b) CDweKZ;, ¢) BCweAZ; d) DAwe ZA; ¢) CB we KB.

4.71.4 we Cnokatlar a tekizlige, B we D nokatlar b tekizlige degisli. AC, CD,
BD, AB, BC, AD goni ¢yzyklardan haysylary 3 tekizligi kesip gecyér?

4.72. AB, AC, KB, KD kesimler a tekizligi kesip gecyér. AK, AD, BD, KC,
CD goni ¢yzyklardan haysylary o tekizligi kesip gegyar?

4.73. Bir tekizlikde yormagan AB, AC we AD goni ¢yzyklar a tekizligi B,
C, we D, nokatlarda kesip gecyir. B,, C, we D, nokatlar yzygider utgasdyrylsa
nihili sekil peyda bolyar?

4.74. o tekizligi kesip gegcmeyédn MN kesimin uglaryndan we ortasyndan
parallel goni ¢yzyklar gecirilen. Eger bu goni ¢yzyklar o tekizligi degislilikde
M,, N,, we K, nokatlarda kesip gecse we KK,= 9 sm, NN, = 15 sm bolsa, MM,
kesimifi uzynlygyny tapyii.

4.75. a tekizligin P we Z nokatlaryndan ondan dasarda uzynlyklary PK = 6
sm we ZM = 9 sm bolan parallel kesimler gecirilen. MK goni ¢yzyk a tekizligi
O nokatda kesip gecyér. Eger MK = 6 sm bolsa, MO kesimin uzynlygyny tapy.

4.76. Parallellogramy parallel proyeksiya guranda kwadrat emele gelmegi
miimkinmi?

4.77. Ugburclugyii parallel proyeksiyasy berlen. Bu ticbur¢lugyii medianalary-
nyn proyeksiyalary néhili gurulyar?

4.78. MNZ ticburcluk we MNPS (BC - esas) parallelogram bir tekizlikde
yatmayar. Q we R nokatlar CB we DA kesimlerin ortasy, M we N bolsa DP we
CZ kesimlerin ortasy. MN we QR goni ¢yzyklaryn paralleldigini subut edifi.

4.79. ABCDA,B,C,D, kubun (6-njy surat) a) 44,D,D; b) BB,C,C; ¢) ABCD;
d) DD,C,C; e) B,C,D,A,; ) ADD A, granlaryndan haysylary 4,8, gbni ¢yzyga
parallel bolyar?

4.80. PRT tucburgluk berlen. PT goni ¢yzyga parallel a tekizlik PR tarapy
S nokatda, RT tarapy Q nokatda kesip gecyédr (7-nji surat). Eger SR = 7 sm,
SO =3 sm we SP= 35 sm bolsa, PT tarapy tapyn.

4.81. a tekizlik ABCD trapesiyanyn AD esasyna parallel hem-de 4B we
CD taraplaryny M we N nokatlarda kesip ge¢yédr (8-nji surat). AD = 20 sm,
MN =16 sm. Eger Mnokat AB kesimiii ortasy we AB= 8 sm bolsa, trapesiyanyn
perimetrini tapyii.

4.82. a tekizligin P we Z nokatlaryndan ondan dasarda PK = 6 sm we ZM =
9 sm kesimler gecirilen. MK goni ¢yzyk tekizligi O nokatda kesip gecyér. Eger
MK = 6 sm bolsa, MO aralygy tapyn.

4.83.4ABCD goniiburglugyn AB tarapy a tekizlige parallel, 4D tarapy bolsa bu
tekizlige parallel dil. ABCD we a. tekizliklerin ginislikde 6zara yerlesisini anyklan.
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4.84 ABCDA,B,C,D, goniiburgly parallelepipedin asakda berlen granlaryndan
haysylary A depesine we ABCD granyna parallel bolyar?
A) D,A,AD; B) D,A,B,C,; C) ABB,A,; D) D,C,CD; E) D,A,BD;

4.85. Pombun iki diagonaly o tekizlige parallel. Pombun tekizliginin we a
tekizliklerin ginislikde 6zara yerlesisini anyklar.

4.86. D nokat ABC ticburglugyn tekizliginde yatmayar. K, Z we M nokatlar
degislilikde DA, DB, we DC kesimlerii ortalary. ABC we KZM tekizliklerin
giniglikde 6zara yerlesisini anyklan.

Ulanmalar we amaly kompetensiyalary sekillendirmek

1. Demir yol wagonlarynyn oklary bir-birine gora néhili yerlesen?

2. Demir yol wagonlarynyni oklary relslere gord néhili yerlesen?

3. Das-towerekden parallel we atanaklayyn goni ¢yzyklara mysallar getirini.

4. Néame tigin yazuw stolunyn ¢cekmeleri kidte gowy agylmayar?

5. Ndme ii¢in nasosun porseni onui i¢inde yenil hereketlenyar?

6. Tikingilik lentasy ya-da islendik¢e uzyn tayagyn komeginde koridoryii polunyn
gyrasyna kakylan reykalaryi parallelligini ndhili barlamak bolyar?

7. Agagdan islenen brusuil (tagtanyil) hemme granlary goniiburgluk seklinde.
Ony kese gapyrgalary boyunca néhili by¢gylai, emele gelen hemme kesimlerin
parallelogram bolyandygyny subut edin.



GINISLIKDE GONI CYZYKLARYN WE
TEKIZLIKLERIN PERPENDIKULYARLYGY

GINISLIKDE PERPENDIKULYAR GONI CYZYKLAR
15 WE TEKIZLIKLER
A&

Yatladyp gegyiris, gittislikde berlen iki géni ¢yzygyh arasyndaky burg 90°-a
deni bolsa, olar 6zara perpendikulyar goni ¢yzyklar
diyilyér. Perpendikulyar goni ¢yzyklar kesisydn we @ ¢
atanaklayyn bolmagy miimkin. 1-nji suratda a we
b perpendikulyar goni ¢yzyklar kesisyén, b we ¢
perpendikulyar goni ¢yzyklar bolsa atanaklayyndyr.
a we b goni ¢yzyklaryn perpendikulyarlygy a L b
yaly yazylyar.

Tekizlikdiki islendik goni ¢yzyga perpendikulyar
goni gyzyga tekizlige perpendikulyar diyilyar (2-nji
surat). a tekizlik we b goni ¢yzyklaryn perpen-
dikulyarlygy b L a yaly yazylyar.

Das-towerekden 6zara perpendikulyar sekillere kop
mysallar getirmek miimkin. Adatda 6yt diwarlary
we siitlinleri, minaralar, ysyklandyryjy siitiinler we
beyleki siitiinler yere gord dik, yagny perpendikulyar @
edip gurulyar. Otagdaky skaf, stol we sowadyjylar hem
pola gord dik edip yerlesdirilyér (3-nji surat).
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Indi ginislikddki perpendikulyar goni ¢yzyklaryn kébir hisiyetleri barada
durup gegyaris.

Eger a goni ¢yzyk a tekizlikde yatsa ya-da ona parallel bolsa, onda a tekizlikde
yatyan, a goni ¢yzyga parallell basga b goni ¢yzyk hem tapylyar. Su sebépli,
tekizlige perpendikulyar goni ¢yzyk hokman bu tekizligi kesip gecyar.

Tersi tassyklama hem yerlikli bolyar.

5.1-nji teorema. Eger iki goni ¢yzyk tekizlige perpendikulyar bolsa, olar

ozara parallel bolyar.

Subudy. a we b goni ¢yzyklar o tekizlige
perpendikulyar bolsun (4-nji surat). Bu goni
cyzyklaryn 6zara paralleldigini subut edydris.

a goni ¢yzygyn kébir M nokadyndan b
goni ¢yzyga parallel a, goni ¢yzygy geciryaris.

Onda, a,L a bolyar.

a we a, goni ¢yzyklaryn tistme-iist
diisydndigini gorkezyéris. Aydaly, seyle
bolmasyn, a we a, goni ¢yzyklar tistme-
tist diismesin. Onda a we a, goni ¢yzyklar
yatyan [} tekizlikddki M nokatdan o we f3
tekizliklerinn kesisme ¢yzygy c goni ¢yzyga
iki a we a, perpendikulyar goni ¢yzyklar gegyédr. Munun bolsa bolmagy miimkin
dal. Gapma-garsylyk — cakymyzyn nddogrudygyny gorkezyar.

Diymek, a we b goni ¢yzyklar 6zara parallel. L

Indi goni ¢yzygyn tekizlige perpendikulyarlyk nysanyny getiryéris.

5.2-nji teorema. Eger goni ¢yzyk tekizlikde yatyan iki kesisydn goni ¢yzyga

@ a perpendikulyar bolsa, ol tekizlige-de
perpendikulyar bolyar.

Subudy. a goni ¢yzyk a tekizlikde
yatyan iki b we ¢ goni ¢yzyklara
perpendikulyar bolsun. Onda a goni
cyzyk b we ¢ goni ¢yzyklaryn kesisme
nokady 4 arkaly ge¢yér. a goni ¢yzygyn
a tekizlige perpendikulyar bolyandygyny
subut edyaris.

a tekizligin 4 nokady arkaly islendik

4, x goni ¢yzyk geciryéris we onuii a goni
¢yzyga perpendikulyar bolyandygyny
gorkezydris. a tekizlikde 4 nokatdan gegmeyin, b, ¢ we x goni ¢yzyklary kesip
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geeydn x goni ¢yzygy geciryéris. Bu kesisme degislilikde B, C we X nokatlar
bolsun.

a goni ¢yzykda A nokadyn diirli taraplarynda 44, we A4, kesimleri goyyarys.
Emele gelen 4,84, we A,CA, ticburcluklar defiyanly bolyar (muny 6zbasdak
esaslandyryn). Mundan A,BC we A,BC licburcluklar dent bolyandygy gelip
¢ykyar (muny-da 6zbasdak esaslandyryii). Oz gezeginde, mundan 4,BX we 4,BX
burglaryn deii bolyandygy we ahyrynda 4,BX we 4,BXtigbur¢luklaryn hem deni
bolyandygy gelip ¢ykyar (muny-da 6zbasdak esaslandyryii).

Hususan-da, 4,X = 4,X bolyar. Onda 4,X A4, licbur¢luk detiyanly bolyar. Sonur
ticin, onunt X4 medianasy onun beyikligi hem bolyar. Bu bolsa 6z gezeginde, x
goni ¢yzygyn a goni ¢yzyga perpendikulyar bolyandygyny gorkezyér. Diymek,
a goni ¢yzyk a tekizlige perpendikulyar. 1

Bu teoremadan netije hokmiinde asakdaky hésiyetler gelip ¢ykyar. Olary
0zbasdak esaslandyry.

5.3-nji teorema. Eger goni ¢yzyk iki parallel tekizligiri birine perpendikulyar

bolsa, ikinjisine-de perpendikulyar bolyar.

5.4-nji teorema. Eger iki tekizlik bir goni ¢cyzyga perpendikulyar bolsa, olar

parallel bolyar.

Asakda "barlyk we yeke-tiklik teoremalary" diyip atlandyrylyan hésiyetleri
hem 6zbasdak subut etmek tligin getiryéris.

5.5-nji teorema. Ginisligin islendik nokadyndan, berlen goni ¢yzyga

perpendikulyar yeke-tik tekizlik gecirmek miimkin.

5.6-njy teorema. Ginisligin islendik nokadyndan, berlen tekizlige

perpendikulyar yeke-tik goni ¢yzyk gecirmek miimkin.

Netije (umumpylasan Pifagoryri teoremasy). Goniibur¢ly parallelepipediri

diagonalynyri kwadraty onun ii¢ olceglerinirni kwadratlarynyii jemine den.

ABCDA,B,C,D, goniiburgly parallelepiped bolsun (6-njy surat). CC, gapyrga
A,B,C,D, grana perpendikulyar bolany ti¢in 4,C,C goniibur¢ly ticbur¢luk bolyar.
Onda Pifagoryi teoremasyna gord,

A,C*=CC*+4,C? ’(1). @ A D

A,D,C, hem goéniiburgly ticburcluk. Yene

B

Pifagoryn teoremasyna gora, C,
4,C’=4,D? +D,C? 2). ,//
Onda, (1) we (2) -4 gord: 4,C > = CC}?
+A4,C2=CC>?+A4,D>+ D1C12. 4, D
A,D,=B,C, bolany iigin 4,C*= CC? R !
+B,C2+D,C2Q
B, C

@
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Tema degisli soraglar we yumugslar

1. Ginislikde ndhili goni ¢yzyklar ozara perpendikulyar bolyar?

2. Atanaklayyn goni ¢yzyklar perpendikulyar bolmagy miimkinmi?
3. 7-nji suratda haysy sdher

@ sekillendirilen? Onda siz ndhili goni
cvzyklary we tekizlikleri gorydrsiniz?
Suratdan parallel, perpendikulyar we
atanaklayyn goni ¢yzyklara mysallar
getirin.
4. Ndhili goni ¢yzyk tekizlige
perpendikulyar bolyar?
5. Bir tekizlige perpendikulyar goni
cyzyklaryn hdsiyetlerini aydyn.

6. Goni ¢yzyk we tekizliklerin perpendikulyarlyk nysanyny aydyn.

7. Parallel tekizliklerin birine perpendikulyar bolan goni ¢cyzygyn hdsiyetini aydyn.

8. Bir goni ¢yzyga perpendikulyar bolan tekizliklerin hdsiyetini aydyn.

9. Umumylasan Pifagoryn teoremasy ndme barada?

5.1. SB kesim ABCD parallelogram tekizligine perpendikulyar (8-nji surat).
SB perpendikulyar bolan goni ¢cyzyklary aydyi.

5.2. Nahilidir / goni ¢yzyk ABC ti¢cbur¢lugyn 4B we AC taraplaryna
perpendikulyar. / goni ¢yzyk we ABC {igburclugyn tekizliginini 6zara yerlesisini
anyklan.

a) / goni ¢cyzyk we ABC tekizligi kesip gecyér, yone ona perpendikulyar
dal;

b)/ goni ¢yzyk we ABC tekizlige degisli;

¢)! goni ¢yzyk we ABC tekizlige perpendikulyar;

d) / goni ¢yzyk we ABC tekizlige parallel.

5.3. KO goni ¢yzyk ABCD parallelogram tekizligine perpendikulyar (9-njy
surat). KO goni ¢yzyga perpendikulyar goni ¢yzygy anyklan

5.4. MB goni ¢yzyk ABC ticburclugyn 4B we BC taraplaryna perpendikulyar
(10-njy surat). X nokat AC tarapyn islendik nokady bolsa, MBX {icburclugyn
tipini anyklan.

5.5 . ABCDA,B,C,D, goniiburcly parallelepipedin 44,C,C we BB,D,D
diagonal kesimleri 6zara perpendikulyardygyny subut edini.

5.6. ABCD dortburglugyn taraplary 4,B,C,D, goniiburclugynl taraplaryna
degislilikde parallel. ABCD goniiburclukdygyny subut edifi.

@
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5.7. atekizlik m goni ¢yzyga, m goni ¢yzyk n goni ¢yzyga parallel. Tekizligin
n goni ¢yzyga perpendikulyar bolyandygyny subut edin.

5.8. ABCD trapesiyanyn AB esasy yatyan goni ¢yzyk a tekizlige perpen-
dikulyar. Bu trapesiyanyn CD esasy yatyan goni ¢yzyk hem a tekizlige
perpendikulyar bolyandygyny subut edin.

5.9. Ginislikdéki goni ¢yzygyn islendik nokadyndan ona perpendikulyar goni
cyzyk gecirmek miimkinligini subut edifi.

5.10. Ginislikddki goni ¢yzygyn islendik nokadyndan ona iki diirli
perpendikulyar goni ¢yzyk gecirmek miimkinligini subut edin.

5.11. AB, AC, AD goni ¢yzyklar jubiiti-jubiiti bilen 6zara perpendikulyar
(11-nji surat). Eger

1)AB =3 sm, BC=7 sm, AD = 1,5,sm;

2) BD=9 sm, BC=16 sm, AD = 5 sm; @

3)AB=bsm, BC=asm, AD = d sm,;

4) BD =c sm, BC=a sm, AD = d sm bolsa, CD
kesimin uzynlygyny tapyn.

5.12. ABCD goniiburclugyn A depesinde onui
tekizligine perpendikulyar AK goni ¢yzyk gecirilen.

K nokatdan goniibur¢lugyii basga depelerine ¢enli
aralyk 6 m, 7 m, 9 m. AK aralygy tapyn.

5.13. A we B nokatlardan o tekizlige perpendikulyar
we ony degislilikde C we D nokatlarda kesip gecyan
goni ¢yzyk gecirilen. Eger AC =3 m, BD =2 m we
CD = 2,4 m bolsa we AB kesim a tekizligi kesip
gegmese, A we B nokatlaryn arasyndaky aralygy tapyin

5.14. 12-nji suratda sekillendirilen kubun gapyrgasy
a) 4 sm; b) 8 sm bolsa, 4B,C tigbur¢lugyn perimetrini
we DAC, ticburclugyn meydanyny tapyn.




16 GINISLIKDE PERPENDIKULYAR, YAPGYT WE ARALYK

@ a tekizlige onda yatmayan 4 nokatdan

4 perpendikulyar a goni ¢yzyk geciryéris

(1-nji surat). Bu goni ¢yzyk tekizligi B nokatda

a kesip gecsin. Sonuil yaly-da, tekizligin kédbir C

ﬁf nokadyny A4 nokat bilen utgasdyryarys. Netijede
a

emele gelen

AB kesim — tekizlige gecirilen perpendikul-
yar,

AC kesim — tekizlige gecirilen yapgyt,

@ BC kesim — yapgydyn tekizlikddki proyeksi-
yasy,

B nokat — perpendikulyaryn esasy,

Cnokat — yapgydyn esasy diyip atlandyrylyar.

ABC tg¢burgluk goniibur¢gly we onda AB
katet, AC bolsa gipotenuza bolany ti¢in, hemise
AB < AC bolyar.

Diymek, kébir nokatdan tekizlige gecirilen
perpendikulyaryii uzynlygy su nokatdan gecirilen
islendik yapgydyn uzynlygyndan ki¢i bolyar.

Nokatdan tekizlige ¢cenli bolan aralyk diyip nokatdan tekizlige gecirilen
perpendikulyaryi uzynlygyna aydylyar.

Daskentdédki sagat minarasynyn beyikligi — 30 m diylende, minaranyn
depesinden onun esasynyn tekizligine gegirilen perpendikulyaryn uzynlygy
dustinilyér (2-nji surat).

5.7-nji teorema. Eger goni ¢yzyk tekizlige parallel bolsa, onda onuri dhli

nokatlary tekizlikden deri aralykda bolyar. @

Subudy. a - berlen goni ¢yzyk we a -
berlen tekizlik bolsun (3-nji surat). a goni
¢yzykda iki 4 we B nokatlary alyarys. Olardan
a - tekizlige perpendikulyarlar gegiryéris. Bu
perpendikulyarlaryn esasy degislilikde 4 we
B nokatlar bolsun. Onda 4 we B nokatlardan o
tekizlige ¢enli bolan aralyklar degislilikde A4, we
BB, kesimler bolyar. 3.6-njy teorema gord 44, we BB, kesimler parallel bolyar.

Diymek, olar bir tekizlikde yatyar. Bu tekizlik o tekizligi 4,B, goni ¢yzyk
boyunga kesydr. a goni ¢yzyk 4,8, goni ¢yzyga parallel bolyar, ¢linki ol a
tekizligi kesip gegmeyar.

A B a
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Seydip, ABA,B, dortburglugyn garsylykly taraplary parallel.

Diymek, ol parallelogram. Bu parallelogramda A4, = BB,. 4

Goni ¢yzykdan ona parallel bolan tekizlige ¢enli bolan aralyk diyip goni
cyzygyn islendik nokadyndan su tekizlige ¢enli bolan
aralyga aydylyar. @

Tekizligin islendik iki nokadyndan ona parallel
bolan tekizlige ¢enli bolan aralyk birmerizes bolyar.
Bu hisiyet 6mki teoremanyil subudyna menizes subut
edilyar.

Iki parallel tekizliklerin arasyndaky aralyk diyip
bir tekizligii islendik nokadyndan ikinji tekizlige
cenli bolan aralyga aydylyar.4-nji suratda sekillendirilen stolufi beyikligi polun
we stolun tekizliklerininl arasyndaky aralyga defi bolyar.

5.8-nji teorema. Iki atanaklayyn goni ¢yzyk yeke-tik umumy perpendikulyara

eye bolyar.

Subudy. a we b atanaklayyn goni ¢yzyklar @
bolsun (5 -nji surat). Bu goni ¢yzyklarda seyle
A we B nokatlary saylamak miimkinligini
gorkezyaris, yagny 4B goni ¢yzyk hem a-ga,
hem b-ge perpendikulyar bolyar. a tekizlik b
goni ¢yzykdan gegyin we a goni ¢yzyga parallel
bolsun. a goni ¢yzykda C nokady alyarys
we ondan a tekizlige CD perpendikulyar geciryéris. Kesisydn a we CD goni
cyzyklardan 3 tekizligi geciryéris. a, goni ¢yzyk — a we b tekizliklerini kesisme
¢cyzygy bolsun.

a, || a bolany {i¢in a, we b goni ¢yzyklar ndhilidir B nokatda kesisyér. B
nokatdan [ tekizlikde yatyan, a goni ¢yzyga BA perpendikulyar gegiryiris.

Netijede, AB we CD goni ¢yzyklaryn ikisi-de 3 tekizlikde yatyar we a goni
cyzyga perpendikulyar bolyar. Sonun iicin, AB || CD we AB L o bolyar.

Diymek, AB 1L a we AB L b bolyar. AB gozlenyin goni ¢yzyk bolup, ol a we
b atanaklayyn goni ¢yzyklaryn ikisine-de perpendikulyar bolyar.

Umumy perpendikulyaryn yeke-tdkligini 6zbasdak subut edin. 1

Iki atanaklayyn goni ¢yzyklaryn arasyndaky aralyk diyip olaryn umumy
perpendikulyarynyi uzynlygyna aydylyar.

Yokardaky teoremadan asakdaky netije gelip ¢ykyar:

Iki atanaklayyn a we b goni ¢yzyklaryn arasyndaky aralyk (6-njy surat) - a
goni ¢yzygyn islendik nokadyndan, b goni ¢yzyk yatyan we a goni ¢yzyga parallel
bolan a tekizlige ¢enli bolan aralyga deti bolyar.

@
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Y okardakylara esaslanyp, indi biz gitiislikde
iki gbni ¢yzygyn Ozara yerlesisini sanlaryn
komeginde hasiyetlendirip bileris.

Eger ginislikde iki goni ¢yzyk:

. Ozara kesigse — olaryn arasyndaky o
bur¢ (7-nji a surat),
. O0zara parallel bolsa — olaryn

arasyndaky d aralyk (7-nji b surat),
» Ozara atanaklayyn bolsa - olar arasyndaky a bur¢ we arasyndaky d aralyk

@a) b)

(7-nji ¢ surat) su goni ¢yzyklaryn 6zara yerlesisini sanly hisiyetlendiryér.

Mesele. Dortburgly SABCD piramidanyn &hli gapyrgalary a-ga defi. Onui AB
we SC gapyrgalarynyn arasyndaky aralygy tapyn (8-nji surat).

Coziiligi: 4.8-nj1 teorema gord, 4B we SC
gapyrgalarynda seyle X we Y nokatlar bar bolup,
XY goni ¢yzyk AB we SC gapyrgalaryn ikisine-de
perpendikulyar bolyar. Sonun yaly-da, XY goni
cyzyk, SC goni ¢yzyk yatyan we AB goni ¢yzyga
parallel bolan tekizlige-de perpendikulyar bolyar.
Aydaly, a tekizlik — S nokatdan ge¢ydn we AB
goni ¢yzyga perpendikulyar bolan tekizlik bolsun.
Bu tekizlik AB we CD gapyrgalaryii ortalary M we
N nokatlardan gec¢yar. Onda XY || a we XY kesimin
o tekizlikdéki proyeksiyasy XY kesime deii bolyar.

Indi X we Y nokatlaryn a tekizlikddki haysy nokatlara proyesirlenyandigini
anyklayarys.

AB L a bolany tigin 4B gapyrganyn @hli nokatlary M nokada proyesirlenydr.
Diymek, X nokat M nokada proyesirlenydr.

S'we Cnokatlar degislilikde S we N nokatlara proyesirlenendigi ti¢in, SC kesim
SN kesime gegyir. SN goni ¢yzyk AB goni ¢yzyga parallel tekizlikde yatandygy
ticin, gozlenydn, XY kesimin proyeksiyasy - SN goni ¢yzyga M nokatdan gegirilen
perpendikulyardan ybarat bolyar.
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Bu perpendikulyaryn d uzynlygyny, esasy a we gapdal tarapy %? -¢ deni bolan
SMN deniyanly ticbur¢lugynt meydanyndan peydalanyp tapyarys.

Bir tarapdan bu tigcbur¢lugyn meydany: % a_22 -4 den,
ikinji tarapdan bolsa % # d-ge den. Bu deilikden d = %g :

Tema degisli soraglar we yumuslar

1. Tekizlige gecirilen perpendikulyara we yapgyda kesgitleme berin.

2. Yapgydyii tekizlikddiki proyeksivasy diyip nimd aydylyar?

3. Nokatdan tekizlige ¢enli bolan aralyk ndhili anyklanyar?

4. Tekizlige parallel bolan goni ¢yzyk bilen tekizligin arasyndaky aralyk ndihili
tapylyar?

5. Iki parallel tekizliklerin arasyndaky aralyk néhili anyklanyar?

6. Iki atanaklayyn goni ¢yzyklaryn arasyndaky aralyk ndhili anyklanyar?

7. Ginislikde iki goni ¢yzygyn ozara yerlesisini haysy sanly ululyklar anyklayar?

5.15. 4, B, Q nokatlar o tekizlige degisli,
M nokat bolsa ona degisli ddl we MQ L a
. MA, AQ, MQ, BQ, MB kesimlerini haysy
biri a) perpendikulyar; b) yapgyt; ¢) yapgyt
proyeksiyasydygyny anyklani.

5.16. A nokatdan a tekizlige AB we AC
yapgytlar we A0 perpendikulyar gecirilen (9-
njy surat). Eger AB = 2,5 sm, AC = 3 sm bolsa,
yapgytlaryn proyeksiyalaryny 6zara denesdirin.

5.17. Nokatdan tekizlige iki yapgyt gecirilen (9-njy surat). Eger yapgytlaryn
biri ikinjisinden 26 sm uzyn, proyeksiyalary bolsa 12 sm we 40 sm bolsa, su
yapgytlaryn uzynlyklaryny tapyn.

5.18. Ucburclugyn dasyndan ¢yzylan toweregiii merkezinden iigburclugyti
tekizligine perpendikulyar goni ¢yzyk gegirilen. Bu goni ¢yzygyn her bir nokady
ticburclugyn depelerinden den uzaklykda yatyandygyny subut edin.

5.19. Meydany a) 21 sm?, b) 96 sm?; ¢) 44 sm?; d) 69 sm?; e) 156 sm? bolan
ABCD kwadrat tekizligine uzynlygy 10 sm bolan DM perpendikulyar gecirilen.

MA yapgydyn uzynlygyny tapyn.
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5.20. Go6ni burgy C bolan ABC ii¢gburclugyn yiti burcunyn depesinden
ticburclugyn tekizligine perpendikulyar AD goni ¢yzyk gecirilen. Eger AC = ¢,
BC =bwe AD = cbolsa, D nokatdan B we C depelere ¢enli bolan aralyklary tapyn.

5.21. Bir-birinden 3,4, m uzaklykda bolan wertikal siitiininn yokarky uclary
ptrs bilen utgasdyrylan. Siitiinlerinn beyiklikleri 5,8 m we 3,9 m bolsa, piirsiin
uzynlygyny tapyn.

5.22. 15 m uzynlykdaky telefon simi siitiinine yerin tistiinden 8 m beyiklikde
berkidilen we ondan beyikligi 20 m bolan kop etazly dytin tigegine dartyp gekilen.
Oy bilen siitiinifi arasyndaky aralygy tapyfi.

5.23. Tekizlige P nokatdan gecirilen PQ perpendikulyaryn uzynlygy 1 ga, P4
we PB yapgytlaryn uzynlyklary bolsa 2-4 defl. C nokat AB kesimin ortasy. Eger
a) ~APB =90 b) ~APB =Db bolsa, QC kesimii uzynlygyny tapyn.

5.24. ABCD parallelogramyn kiitek B burgy depesinden onuii tekizligine
perpendikulyar bolan BH kesim dikilen. Eger AH = 5 sm, HD = HC = 8,5 sm,
AC=1,5\33 bolsa, parallelogramyn taraplaryny tapyn.

5.25. M nokat farapy 60 sm bolan dogry 4BC ticbur¢lugyi her bir depesinden
40 sm aralykda yerlesen. 4ABC tigbur¢lugyn tekizliginden M nokada ¢enli bolan

aralygy tapyn.
17 UcC PERPENDIKULYARLAR BARADAKY TEOREMA

5.9-njy teorema. Eger tekizlige gecirilen yapgydyri esasyndan gecyiin goni
cyzvk yapgydyri proyeksiyasyna perpendikulyar bolsa, onda ol yapgydyri
oziine-de perpendikulyar bolyar.
Subudy. Aydaly, AB kesim a tekizlige gecirilen perpendikulyar, AC
@ A kesim bolsa yapgyt bolsun. ¢ goni ¢yzyk
a tekizlikde yatyan, C nokatdan gecyén we
A yapgyt proyeksiyasyna perpendikulyar bolan
- goni ¢cyzyk bolsun (1-nji surat). AB-ge parallel
B A,C goni ¢yzygy geciryéris. Bu goni ¢yzyk o
c ' tekizlige perpendikulyar bolyar.
- AB we AC, goni ¢yzyklar arkaly B tekizligi
gecirydris. ¢ goni ¢yzyk CA, goni ¢yzyga
perpendikulyar bolyar. Ol serte gord, CB goni ¢yzyga hem perpendikulyardy.
Onda ¢ goni ¢yzyk B tekizlige-de perpendikulyar bolyar.
Diymek, ¢ goni ¢yzyk B tekizlikde yatyan AC yapgyda-da perpendikulyar. U
Su teoremada ii¢ perpendikulyarlar barada giirriifi edilyéndigi iigin ol "Ug
perpendikulyarlar baradaky teorema" adyny alan. Bu teorema tersi bolan teorema
hem yerlikli bolyar. Ony 6zbasdak subut edir.
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5.10-njy teorema. Eger tekizlige gecirilen yapgydyii esasyndan ge¢ydin goni

cyzyvk yapgyda perpendikulyar bolsa, onda ol yapgydyri proyeksiyasyna hem

perpendikulyar bolyar.

1-nji mesele. Ugburcluggyt icinden ¢yzylan toweregiit merkezinden ticburg-
lugyn tekizligine perpendikulyar goni ¢yzyk gecirilen (2-nji surat). Bu goni
cyzygyn islendik nokady ticbur¢lugyn taraplaryndan denl uzaklykda yatyandygyny
subut edin.

Subudy. Aydaly, A,B,C - tigbur¢lugyn tarapla-rynyn towerek bilen kesisme

nokatlary, O — toweregin merkezi, S bolsa perpendikulyardaky islendik nokat
bolsun.
OA t¢burclugyn tarapyna perpendikulyar bolany @
ticin, li¢ perpendikulyarlar baradaky teorema gor,
OA hem bu tarapa perpendikulyar bolyar. Onda
SAO goniiburcly tigburgluk bolyar. Bu tigbur¢lukda
Pifagoryn teoremasyna gora,

SA =NAO? + 0S* =\r’ + OS5,

bu yerde » - toweregin radiusy.

Edil sunia metizes, SBO goniiburgly ticburglukdan
SB =~r? + 0§’ we SCO goniiburgly tigburglukdan
bolsa SC = Vr? + OS? bolyandygyny tapyarys.

Diymek, S4 = SB = SC. 4

Yokarda getirilen 3-4-nji suratlar esasynda 1-nji meseld metizes we islendik
kopburgluk tigin umumyrak yagdaylary 6zbasdak subut etmek tigin getiryaris.

S

® ®



2-nji mesele. Ginislikddki nokat kopburglugyn taraplaryndan den uzaklykda
yerlesen bolup, ondan kopbur¢lugyni tekizligine perpendikulyar gecirilen. Bu
perpendikulyaryn esasy kopburclugyn icinden ¢yzylan toweregin merkezi bilen
tstme-tist diisyandigini subut edin (3-nji surat).

3- nji mesele. Ginislikdédki nokat kopburclugyn depelerinden deni uzaklykda
yerlesen bolup, ondan kopburclugyn tekizligine perpendikulyar gegirilen. Bu
perpendikulyaryn esasy kopburglugyii dasyndan ¢yzylan toweregin merkezi bilen
listme-iist diisyéndigini subut edinl (4-nji surat).

4-nji mesele. ABC tigburclugyi tekizligine onun 4 nokadyndan perpendikulyar
cykarylan (5-nji surat). Eger AB = 13, BC =20, AC = 11 we AD = 36 -a den
bolsa, D nokatdan BC goni ¢yzyga canli bolan aralygy tapyn.

@ Coziilisi: Gozlenydn aralyk D nokatdan BC
D tarapa gecirilen perpendikulyaryii uzynlygyna
W dent bolyar. Bu kesimi diisiirmek {i¢cin onui BC
tarapdaky esasyny tapmaly bolyar. Munun {i¢in
p ABC ii¢burglugyil A depesinden BC tarapyna 40
3 beyikligi diisiiryéris: 40 L BC.
———————— Onda ti¢ perpendikulyarlar baradaky teorema
A gord, BC L DO bolyar. Diymek, DO go6zlenyin
kesim eken.
C Indi DO kesimin uzynlygyny tapyarys. Munun
ticin, ilki ABC ti¢bur¢lugynn meydanyny Geronyn
formulasyndan peydalanyp tapyarys:
p=(a+tb+c)/2=020+11+13):2=22;

S=\p-(p-a)(p-b)(p-c)=\22-(22-20)-(22-11)-(22 - 13) = 66.

DO=2S5/a=(2 66):20=06,6.

ADO gontiburgly tigburglukda, Pifagoryn teoremasyna gora

DO =VNAD’ + A0’ = \36> + 6,6> = 36,6.

Aydaly, a tekizlik we ony kesip gecydn we su tekizlige perpendikulyar
bolmadyk a goni ¢yzyk berlen bolsun (6-njy surat). a goni ¢yzygyn her bir
nokadyndan perpendikulyarlar geciryéris. Bu
. perpendikulyarlaryni esaslary a, goni ¢yzygy
G dizyar,

L a, goni ¢yzyk a goni ¢yzygyii o tekizlikdiki
proyeksiyasy diyip atlandyrylyar.

a goni ¢yzyk we a tekizligin arasyndaky burg
diyip, goni ¢yzyk bilen onun su tekizlikdéki
proyeksiyasynyn arasyndaky burca aydylyar.
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Eger goni ¢yzyk tekizlige perpendikulyar bolsa
(7-nj1 surat), onunl bilen tekizligini arasyndaky
burg 90° -a, eger parallel bolsa, bu goni ¢yzyk
bilen tekizligin arasyndaky bur¢ 0°-a defi diyip
alynyar.

Tema degigli soraglar we yumuslar

1. U¢ perpendikulyarlar baradaky teoremany diisiindirin. Néime sebdpden ol
seyle atlandyrylypdyr?

2. U¢ perpendikulyarlar baradaky teorema ters teoremany aydyri we diisiindiriri.
3. Goni ¢yzyk bilen tekizligin arasyndaky bur¢ ndhili anyklanyar?

4. Tekizlik bilen ona perpendikulyar goni ¢yzygyn arasyndaky burg néice gradus?

5.26. A nokat tarapy a-ga deii bolan deni taraply licbur¢lugyn depelerinden
a aralykda yatyar. 4 nokatdan tigburgluk tekizligine ¢enli bolan aralygy tapyn.

5.27. a tekizligin dasarsyndaky S nokatdan ona ti¢ deit S4, SB, SC yapgytlar
we SO perpendikulyar gecirilen. Perpendikulyaryn O esasy ABC tigburglugyn
dasyndan ¢yzylan toweregin merkezi bolyandygyny subut ediii.

5.28. Dei taraply tigburglugyni taraplary3 m-e defi. Ucburclugyii her bir
depesinden 2 m aralykda bolan nokatdan tigcbur¢lugyn tekizligine ¢enli bolan
aralygy tapyn.

5.29. Denyanly ti¢cburglukda esasy we beyikligi 4 m-e den. Berlen nokat
ticburglugyn tekizliginden 6 m aralykda we onun depelerinden birmerizes aralykda
yatyar. Su aralygy tapy.

5.30. A nokatdan kwadratyn depelerine ¢enli bolan aralyk a-ga den. Kwardatyn
tarapy b-ge denl bolsa, 4 nokatdan kwadrat tekizligine ¢enli bolan aralygy tapyi.

5.31. Berlen nokatdan tekizlige gegirilen berlen uzynlykdaky yapgytlar
esaslarynynl geometrik ornuny tapyi.

5.32. Berlen nokatdan tekizlige uzynlyklary 10 sm we 17 sm bolan iki yapgyt
gecirilen. Bu yapgytlaryii proyeksiyasynyii tapawudy 9 sm-e defi. Yapgytlaryti
proyeksiyalaryny tapyn.

5.33. Nokatdan tekizlige iki yapgyt ge¢irilen. Eger 1) olardan biri ikinjisinden
26 sm uzyn, yapgytlaryn proyeksiyaslary 12 sm we 40 sm bolsa; 2) yapgytlaryn
uzynlyklary 1 : 2 gatnasykda bolup, olaryni proyeksiyalary 1 sm we 7 sm-e deni
bolsa, yapgytlaryn uzynlyklaryny tapyn.

5.34. a tekizlikden d aralykda yatyan A nokatdan tekizlik bilen 30° bur¢ emele
getirydn 4B we AC yapgytlar gegirilen.Olaryn a tekizlige proyeksiyalary 6zara
120%1y burg diizyér. BC kesimin uzynlygyny tapyn.
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5.35. Eger goniiburgly ticbur¢lugyn katetlerinden biri tekizlige degisli, ikinjisi
bolsa onunl bilen 45°-1y burg¢ emele getirse, gipotenuza bu tekizlik bilen 30°-ly
bur¢ diizydndigini subut edin.

5.36. a yapgyt a tekizlik bilen 45°-ly burg diizyér, tekizligin b goni ¢yzygy
bolsa yapgyt proyeksiyasy bilen 45°ly bur¢ diizydr. a we b goni ¢yzyklaryn
arasyndaky burgun 30° -a defidigini subut edin.

5.37. P nokat tarapy a-a denn ABCD kwadratyii her bir depesinden a aralykda
yatyar. Kwadratyn tekizliginin we AP goni ¢yzygyi arasyndaky burgy tapyn.

5.38. Ucburgly piramidanyii hemme gapyrgalary 6zara deti. Piramidanyi
gapyrgasy we bu gapyrga degisli bolmadyk granynyn arasyndaky burgy tapy.

5.39. Gonuiburgly parallelepipedin 6l¢cegleri a, b we ¢ -ga den. Parallelepipedin
diagonaly bilen onun granlarynyn diagonallarynyn arasyndaky aralygy tapyii.

18 GINISLIKDE TEKIZLIKLERIN PERPENDIKULYARLYGY

Iki yarymtekizlik we olary c¢éklendiryédn
@ umumy goni ¢yzykdan ybarat geometrik sekile
ikigranly bur¢ diyip atlandyrylyar (1-nji surat).
Yarymtekizlikler ikigranly burcuii granlary, olary
ciklendirydn goni ¢yzyk bolsa ikigranly burgun
gapyrgasy diyip atlandyrylyar.

Ikigranly burclar barada das-towerekdiki
asakdaky zatlar diisiinje berydr (2-nji surat):
kitap, noutbuk, agyk gapy we ymaraty1 iicegi.

Ikigranly burgun gapyrgasynyn islendik nokadyndan onun granlarynda yatyan
we bu gapyrga perpendikulyar bolan sohleleri ¢ykaryarys. Bu sohleler emele
getiren burg ikigranly burgun ¢yzyk burgy diylip atlandyrylyar (3-nji surat).

Kesgitlemeden gorniisi yaly, ikigranly burcun ¢yzyk burgy gapyrgada saylanan
nokat bilen anyklanyar we ¢éksiz kop bolyar. Seyle bolsa-da, ikigranly burcun
cyzyk burcy ululygy gapyrgada saylanan nokada bagly dél, yagny olaryit hemmesi
Ozara den bolyar.

Ikigranly burg¢laryni ululygy onuti ¢yzyk bur¢unyii ululygy bilen anyklanyar.
Cyzyk burcy burglaryn yiti, goni, kiitek we yazgyn bolmagyna garap, ikigranly
burglar hem degislilikde yiti, goni, kiitek we yazgyn ikigranly burglara boliinyar.
4-nji suratda diirli ikigranly burglar sekillendirilen.

Iki kesigyén tekizlik biitin ginisligi umumy gapyrga eye bolan dort ikigranly
burga bolyar (5-nji surat). Bu ikigranly burglaryii biri o deni bolsa, olardan yene
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birinifi bahasy hem a-ga den bolyar. Galan ikisinin bahasy bolsa 180° - a den
bolyar.

Bu ikigranly burg¢laryn iginde 90°-dan kigisi-de bolyar. Su bur¢un bahasy
kesisyan tekizliklerin arasyndaky bur¢ diyip alynyar.

Eger ikigranly burglaryn biri goni, yagny 90°-a den @
bolsa, galan ii¢lisi-de goni bolyar (6-njy surat).

Goni burg astynda kesisyén tekizlikler perpendikulyar \
tekizlikler diyip atlandyrylyar. / )D/ /
Perpendikulyar tekizliklere das-towerekden mysal o
hokmiinde otagyn poluny we diwarlaryny,umumy gapyrga X/
eye otag diwarlaryny, umumy gapyrga eye Rubik kubunyn
granlaryny we yer istiini we oylin diwarlaryny mysal

hokmiinde getirmek miimkin (7-nji surat). //
o we P tekizliklerin perpendikulyarlygy goni ¢yzyk-
lardaky yaly "1" belgi kdmeginde, oL yaly yazylyar. /1 V4
Indi perpendikulyar tekizliklerifi hisiyetleri barada / V4
durup gecydris. Asakdaky teorema — "tekizliklerin
perpendikulyarlyk nysany" diylip atlandyrylyar. //
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5.11-nji teorema. Eger tekizliklerden biri ikinjisine perpendikulyar

/[

bolan goni ¢yzykdan gegse, seyle tekizlikler ézara
perpendikulyar bolyar.

Subudy. Aydaly, a we b tekizlikler berlen bolup,
a tekizlik B tekizlige perpendikulyar bolan a goni
¢yzykdan gegsin (8-nji surat). B tekizlik bilen a goni
¢cyzygyn kesisme nokady A4 bolsun. oL} bolyandygyny
subut edyaris.

awe [ tekizlikler 4B goni ¢yzyk boyunga kesismeyar.
Onda, ABLa bolyar, ¢iinki serte gord BLa. P tekizlikde
yatyan we AB goni ¢yzyga perpendikulyar bolan AC

goni ¢yzygy gecirydris. Netijede, emele gelen DAC bur¢ — ab ikigranly burguii
¢cyzyk burgy bolyar. Serte gord, aL3. Onda, DAC goni burg. Diymek, atf3. U

©)

Bu teoremadan asakdaky netije gelip ¢ykyar.

Netije. Eger tekizlikler iki tekizligiri kesisme
cyzygyna perpendikulyar bolsa, bu tekizlikleriri
her birine perpendikulyar bolyar (9-njy surat).
4.11 teoremanyn ters teoremasy-da yerlikli bolyar.
Ony subutsiz getiryéris.

5.12-nji teorema. Eger iki perpendikulyar
tekiz-liklerden biriniri kibir nokadyndan ikinjisine
perpendikulyar goni ¢yzyk gecirilse, bu goni ¢yzyk
birinji tekizlikde yatyar.

Netije. Eger iki perpendikulyar tekizlik iiciinji
tekizlige perpendikulyar bolsa, olaryri kesisme
cyzygy-da bu tekizlige perpendikulyar bolyar (10-
njy surat).

I-nji mesele. Mnokat—(QABC dogry piramidany1
esasyndaky gapyrgasynyi ortasy bolsa (11-nji surat),
QOCM tekizlik piramidanyn esasynyi tekizligi ABC

-ge perpendikulyardygyny subut edii.



Subudy. AB kesim denyanly A0B we ACB
ticburcluklaryn esasy bolany {i¢in bu tigburcluklar @
medianalary QM we CM-e hem perpendikulyar bolyar.
Sunun bilen birlikde, 4B kesim QCM tekizlige-de
perpendikulyar bolyar. Onda 4.12 teorema gorda, ABC
tekizlik QCM tekizlige perpendikulyar bolyar. 1

2-njimesele. QABC dogry piramidanyn depesindéki
tekiz AQB burgy o deni. Onun gapdal gapyrgasyndaky
ikigranly burcuny tapyn (12-nji surat).

Coziiligi. Aydaly, N nokat AC gapyrganyn @
ortasy, AK bolsa 4 nokatdan BQ gapyrga gecirilen
perpendikulyar bolsun.

ABQ we CBQ tugburgluklaryn denliginden CK L
BQ bolyar. Sonur ti¢in, AKC burg¢ BQ ikigranly burcun
¢yzyk burgy bolyar.

AKQ we ANQ goniiburgly ticburgluklardan

AK = sina, AN = AQ sin(a/2) bolyandygyny
tapyarys.

AKN goniiburgly ticburgluklardan bolsa

(2 AKCY — AN _ 1
sin( 5 ) K Zeos(oD) alarys.

1

Mundan, ~ AKC = 2 arcsin m .

Tema degigli soraglar we yumuslar

1. Ikigranly bur¢ diyip ndmd aydylyar?

2. Ndhili bur¢ tekizliklerin arasyndaky bur¢ diylip atlandyrylyar?
3. Goni burg¢ astynda kesisydn tekizlikler ndhili atlandyrylyar?

4. Tekizliklerin perpendikulyarlyk nysanyny aydyn.

5. Perpendikulyar tekizliklerin hdsiyetlerini aydyn we diisiindirin.

5.40. a) ABCDA ,B,C,D, gontiburgly parallelepipedin; b) ABCA,B,C, dogry
prizmanyn perpendikulyar granlaryny anyklan we dogry ikigranly bur¢laryny
aydyn.

5.41. STUVS,T,U,V,kubda (13-nji surat) a) TVT, burg; b) T,ST bur¢ T,SVT
ikigranly burgunl ¢yzyk burgy bolarmy? V,UTS ikigranly burguil bahasyny
tapyn.
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5.42. Iki ikigranly burgun birden grany umumy, galan
granlary bilelikde tekizligi diizydr. Su ikigranly burglaryn
jemi 180°-a dendigini subut ediri.

5.43. XYZ ti¢burclugyn YZ tarapy P tekizlikde yatyar.
Onun X depesinden XA beyiklik we B tekizlige XP
perpendikulyar gecirilen (14-nji surat). X4AP bur¢ XYZP
ikigranly burguni ¢yzyk burgudygyny subut edini.

5.44.Ucburcly ABCD piramidanyii CD gapyrgasy
ABC tekizlige perpendikulyar. AB = BC = AC = 6 we
BD =377 bolsa, DACB, DABC, BDCA ikigranly burglary
tapyn.

5.45. T'nokatdan v tekizlige yapgyt gecirilen (15-nji
surat). Asakdaky suratlaryn haysylarynda tekizlik we
yapgyt arasyndaky o bur¢ dogry belgilenipdir?

5.46.Ucburcly ABCD piramidada DAB, DAC, ACB
burglar goni, AC = CB = 5 we DB = 55 bolsa, ABCD
ikigranly burcuny tapym.

5.47. lkigranly burcun ¢yzyk burcunyi tekizligi onunl her bir granynda

perpendikulyardygyny subut edif.

5.48. Ikigranly burcun bir granynda yatyan iki
nokat onuil gapyrgasyndan degislilikde 51 sm we 34
sm uzaklykda yatyr. Bu nokatlaryn birinjisi basga
granyndan 15 sm uzaklykda yatyanlygy mélim bolsa,
su grandan ikinji nokada ¢enli bolan aralygy tapyii.

5.49. ABC gontiburgly ticburglugyn (- C=90") we
ACPR kwadratyn tekizlikleri 6zara perpendikulyar
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(15-nji surat). Kwadratyn tarapy 6 sm, tigburclugyn
gipotenuzasy 10 sm. BP kesimin uzynlygyny tapyn.
5.50. MK kesim goniiburgly ABC tligburclugyn
(=« C =90 tekizligine perpendikulyar (16-njy surat).
KN//AC, AK = KB, AC =12 sm, MK = 8 sm bolsa, MN
kesimin uzynlygyny tapyi.
5.51. ABC we ADC denyanly ti¢gbur¢luklaryn
tekizlikleri perpendikulyar (17-nji surat). AC olaryn
umumy esasy. BK kesim ABC {icbur¢lugynn medianasy.
BK =8 sm, DK = 15 sm bolsa, BD kesimin uzynlygyny tapy.

GINISLIKDE ORTOGONAL PROYEKSIYA WE ONDAN
TEHNIKADA PEYDALANMAK

Eger proyeksiyanyn ugry / proyeksiya tekizligi o perpendikulyar bolsa, seyle
parallel proyesirleme ortogonal proyesirleme diylip atlandyrylyar.

Ortogonal proyeksiya guranda alnan sekile berlen sekilinn ortogonal
proyeksiyasy ya-da gysgaca proyeksiyasy diylip aydylyar.

Parallel proyeksiyasyny gurmagyn hemme hésiyetleri ortogonal proyeksiya
guranda-da yerlikli bolyar. Asakda ditie ortogonal proyeksiya degisli bolan méhiim
hésiyeti subut edyaris.

5.13-nji teorema. Kopburc¢lugyni tekizlikdiki ortogonal proyeksiyasynyri

meydany képburclugyri meydanyny onuii tekizligi bilen proyeksiya

tekizliginini arasyndaky burcuri kosinusynyi kopeltmek hasylyna den.

Subudy. 1) 1lki tigbur¢luk we onun kébir tarapyndan gegyin tekizlikdiki
proyeksiyasyny garap ¢ykyarys.

Aydaly, ABCtigburglugyn o tekizlikdiki proyeksiyasy 4B, C tigburgluk bolsun.

ABC iigbur¢lugyii BK beyikligini geciryiris. Ug perpendikulyarlar baradaky
teorema gord, B,K kesim KBB, iicbur¢lugyi beyikligi bolyar.

BKB, burg¢ — iicburclugyn tekizligi bilen proyeksiya tekizliginiii arasyndaky
¢ burgdan ybarat bolyar. BKB, ticburclukda: KB, = KB -cos.
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Onda, S,,.=<+AC KB,S, =+ 4C KB,
Bulardan, S, =S, coso -ialyarys. 1-nji

yagdayda teorema subut edildi.

2) a tekizligiil yerine ona parallel bolan, bagga
B tekizlik alnanda-da teorema yerlikli bolyar (3-
nji surat). Bu parallel proyeksiyasyny gurmak
hisiyetinden peydalanyp subut edilyar.

3) Indi umumy, kopburgluk yagdayyna gelyéin
bolsak (4-nji surat). Munda teorema, kopbur¢lugy
diagonallarynyn komeginde tigburgluklara bolmek
komeginde yokarda garalan hususy yagdaya
getirip subut edilyar. U

Ortogonal proyeksiyadan tehniki ¢yzuwda
diirli hili detallary proyektirlinde peydalanylyar.
Diirli masyn detallarynyn ¢yzgylary bir, iki ya-da
tic 6zara perpendikulyar proyeksiya tekizliklerine
ortogonal proyeksiyasyny gurmak yoly bilen
alynyar (5-nji suratlar). Bu proyeksiyalar haysy
ugurda proyeksiyasy gurlanlygyna garap, wertikal
(dik), gorizontal we frontal proyeksiyalar diyip

hem atlandyrylyar.

Tema degisli soraglar we mashgqlar

1. Ortogonal proyeksiyasyny gurmak diyip ndamd
aydylyar?

2. Ortogonal proyesirlemek hdisiyetlerini sanan.
3. Ortogonal proyeksiya gurandan tehnikada
ndhili peydalanylyar?

4. Bir goni ¢yzyga perpendikulyar bolan tekizligin
hdsiyetini aydyn.

5. Umumlasan Pifagoryn teoremasy ndme
barada?

6. Uciinji tekizlige prependikulyar iki goni ¢yzyk
ozara parallel bolarmy?

7. lkinji tekizlige perpendikulyar tekizlik we goni
¢yzyk ozara parallel bolyarmy?
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8. Berlen goni ¢yzykdan berlen tekizlige perpendikulyar bolan ndice tekizlik
gecirmek miimkin?
9. o tekizlik B tekizlige perpendikulyar. o tekizlikddki islendik goni ¢yzyk B tekizlige
perpendikulyar bolarmy?
10. Birinji tekizlige yapgyt bolan kesimden geg¢ydn ikinji tekizlik birinjisine
perpendikulyar bolarmy?
11. Goniibur¢ly parallelepipedin kesisydn granlary ozara perpendikulyar
bolarmy?
5.52. Trapesiyanyn ortogonal proyeksiyasy a) kwadrat; b) kesim;
¢) goniiburgluk; d) parallelogram; e) trapesiyalardan biri bolmagy miimkinmi?
5.53. 1-nji surata garap ortogonal proyeksiyasy goniibur¢luk bolan geometrik
sekilleri aydyni.
5.54. A,B, kesim 4B kesimin a tekizlige ortogonal proyeksiyasy (2-nji surat).
Eger AB =20 sm, AC =10 sm, A4,B, =12 sm bolsa,
B,C, kesimin uzynlygyny tapyn.
5.55. Uzynlygy 5 sm bolan 4B kesimiil o tekizlige
ortogonal proyeksiyasy uzynlygy 3 sm bolan AC
kesimden ybarat (3-nji surat). 4B kesimin o tekizlige
gysarma burgunyn kosinusyny tapyii.
5.56. Eger AB goni ¢yzykdan C nokada ¢enli bolan
aralyk (4-nji surat) C nokatdan ABD tekizlige c¢enli
bolan aralykdan iki esse uly bolsa, ABC we ABD
tekizliklerin arasyndaky burgy tapyn.
5.57. ABC ti¢burglugyn meydany 18 sm? -a defi.
KC 1 (ABC). Eger ABK we ABC tgburgluklaryn
tekizliklerinin arasyndaky burg a) a =30 b) a =45 a) a
= 60° bolsa, ABK tigbur¢lugyn meydanyny tapyri.
5.58. ABC we ABD {icburgluklaryn tekizliklerinin
arasyndaky bur¢ 60°-a defi. Eger 4B= 4\3 bolsa, CD
aralygy tapyn.
5.59. Meydany 48 sm?-a den bolan tigburclugyn
ortogonal proyeksiyasy - taraplary14 sm, 16 sm we 6 sm
bolan tigcbur¢lukdan ybarat. Su tigcbur¢lugyn tekizliginiii we onun proyeksiyasynyn
arasyndaky burg¢y hasaplari.



5.60. Meydany 12 sm? -a deni bolan lighurclugyn ortogonal proyeksiyasy -
taraplary13 sm, 14 sm we 15 sm bolan {igbur¢lukdan ybarat. Su tigbur¢lugyn
tekizliginiin we onuil proyeksiyasyny arasyndaky burgy hasaplaii.

20 AMALY GONUKME WE ONUN ULANYLYSY

Ulanmalar we amaly kompetensiyalary sekillendirmek

1. Iki gonigy otagyn diwarlary utgasyan ¢yzygyi pola perpendikulyardygyny
nadip 6lgemek bilen barlap bolyar?

2. Uzynlyk olgeg guraly — puletkanyn komeginde siitiinin dikligini n#hili
barlamak bolyar?

3. Tigirin okunyn tekizliginin ol tigirlenyén tekizlige perpendikulyardygyny
nihili barlamak bolyar?

4. Niame sebédpden gysda tamdan asylyp duryan buzlary, olaryn galyilygyny
hasaba almazdan, 6zara parallel diymek miimkini?

5. Okuwcy amaly isi yerine yetirydr. Birndce ornasdyrylan siitiinlerini Yere
gord dikligini barlamak ti¢in olardan ditie birini barlady. Galan siittinlerini dikligini
asakdaky yaly barlady: hemme siitiinlerii beyikligini, olaryn asaky esaslary bilen
yokarky depelerinini arasyndaky aralyklary 6l¢édp karar kabul etdi. Ol bu isi dogry

yerine yetiripdirmi?

6. Name sebdpden gapy, ol agykmy ya-da yapykmy
her gezek pola gord perpendikulyar bolyar?

7. Goni ¢yzygyn tekizlige perpendikulyardygyna
aydyn mysal hokmiinde tigirin simleri yatyan tekizligin
tigirin okuna okyna bolan yerlesisini getirmek miimkin
(5-nji surat). Ok tigirifi her bir simine perpendikulyar.
Hereket dowamynda tigirin simleri her bir nokatda
kesisyédn kesimlerden ybarat tegelegin tekizligini emele
getirydr. Eger ok gorizontal yerlesen bolsa, tigir néhili
tekizlikde aylanyar? Ndme tigin?

Gorkezme: tigirin okuna perpendikulyar tekizlige
perpendikulyar bolyar.

8. Beyikligine bokmek masky yerine yetirilyér.
Germew tayagy foymak ii¢in grany 25 m bolan
kub we olgegleri 25x25x50 bolan goniiburgly
parallelepipedlerden peydalanylyar. 1) 125 sm;
2)150 sm; 3) 175 sm beyikligine bokmek masklaryny
nihili guramak bolyar?
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9. 6-njy suratda iki wertikal siitiin we olaryn
kolegesi sekillendirilen. Su maglumatlardan
peydalanyp, yagtylyk cesmesi (¢yra) yerlesen
nokady we onun gorizontal tekizlige proyeksiyasyny
tapynn we asakdaky soraglara jogap berin. a)

Stittinlerin wertikallygynyn dhmiyeti barmy?

b) Kolege diisyén tekizligiin gorizontallygynyn
dhmiyeti barmy? ¢) suratda berlen maglumatlarytt hemmesi-de méhtimmi?

Coziilisi:6-njy suratda degisli gurmalar getirilen. Yagtylyk cesmesiniii yerini
tapmakda siitiinlerin ugry dhmiyete eye ddl, yone olaryn wertikaldygy méhiim
hasaplanyar. Eger siitiinler wertikal we kélege gorizontal tekizlige diigydn bolsa,
meseldni ¢cozmek ticin suratdaky bir siitiinin kolegesini we ikinji siitiinden diigydn
kolegdnin ugruny bilmek yeterli (6-njy b surat).

10. Tegelek stola tarapy a-ga denl bolan kwadrat seklindidki sacak
diselen. Tegelegin merkezi kwadratyn merkezi bilen listme-iist disyaér.
Sacagynl uclary onuil taraplarynyn ortalaryna gord nice pola yakynrak?

Jogaby: a(2-1)/2= 0,207 a.

11. Diwarlaryn dikligini otwes (bir depesine das daiilan yiip) bilen barlanylyar.
Eger otwesin yiipi diwara ndhili derekede yapysyp dursa, sonca diwar dik
diyen karara gelinyir. Bu karar néhili derejede dogry? Bu barlamak usuly ndma
esaslanyar?

12. Bycgylama iisti by¢gylanyan tagtanyn hemme gapyrgalaryna perpen-
dikulyar bolyandygyny tipjiin etmek {i¢in (7-nji surat) tagtanyn tistiinde by¢gylama
cyzyklaryny néhili belgilemeli?

13. Otagyn gonsy diwarlarynyn 6zara perpendikulyardygyny barlamak ti¢in
Pifagoryn teoremasyndan nihili peydalanmak bolyar?

14. Sitinin dikligini barlamak {i¢in siitiinifi esasy bilen bir goni ¢yzykda
yatmayan iki nokatdan gozegcilik edilyir. Seyle barlamak usulyny esaslandyryii.

Gorkezme: Goni ¢yzygyn we tekizligin perpendikulyarlyk nysanyndan
peyvdalanyn.

15. Baryp bolmayan depelikdiki nokatda beyik siitiin ornasdyrylan. Kenaryn
komeginde onui dikligini nddip barlamak bolyar?

Coziilisi: Stitiinin kdbir wertikal goni ¢yzyk bilen bir tekizlikde yatyandygyny we
vene basga wertikal goni ¢yzyk bilen bir (basga) tekizlikde yatyandygyny gorkezmek
yeterli bolyar. Otwesi seyle oniimize goyup, onun we siitiinin yokarky u¢lary hem-de
goztimiz bir goni ¢yzykda yatanda, otwesin yiipi we siitiin bir goni ¢cyzykda yatsyn.
Bu usul asakdakylara esaslanyar: 1) wertikal siitiin islendik wertikal goni ¢yzyk
bilen bir tekizlikde yatyar; 2) eger iki parallel goni ¢yzyklar iki kesisydn tekizliklerde
vatsa, bu goni ¢yzyklar tekizliklerin kesisme ¢yzygyna hem parallel bolyar.
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16. Iki wertikal goylan tekiz ayna berlen. Bu
aynalaryn birinini tistiine parallel bolan, gorizontal s6hle
ikinji aynadan birinji aynanyn {stline perpendikulyar
bolan goni ¢yzyk boyunga serpilydr. Aynalaryn
arasyndaky burgy tapyn.

Gorkezme: Yagtylygyi serpikme kanunyndan
peydalanyn. Jogaby; 45°.

17. Gorizontal sohle iki wertikal goylan tekiz
aynalardan serpilyar. Ilki sohle birinji aynanyn {istiine parallel bolan bolsa, iki
gezek sohlelenmesi netijesinde ikinji aynanyn tekizligine parallel bolup galyar.
Aynalaryn arasyndaky burgy tapyn.

Jogaby: 60°.

18. Galynlygy 5 m, meydany 4 m? bolan, kwadrat seklindéki polat platformanyn
dort depesinden tros sim bilen gorizontal asylan. Her bir tros simiil uzynlygy 2 m.
Tros simlerin platforma gord gysarma burcuny tapyi. Beyikligi 0,9 m, esasynyn
diametri 0,6 m bolan silindr seklindédki baky su platforma yerlesdirip bolarmy?

Jogaby: 45°, baky yerlesdirip bolyar.

19. Suw dort tarapyndan akyp diisyén {igegini esasyna ortogonal proyeksiya
gurlan. Ucgegini gapyrgalarynyii proyeksiyasy goniiburgluk seklindiki {icegin
esasynyn bur¢unyn bissektrisasy bolyandygyny subut ediii.

20. Esasy ABCD goniiburglukdan ybarat 6ye yagys suwy dort tarapyndan akyp
diisy#n ticek ornasdyrmaly (8-nji surat). AB = 2a m, BC = 2b m. Ugegiti hemme
taraplarynyn esasynyi tekizligi bilen o burgy emele getiryér. Su ticeg yapmak
ticin nice tliniike gerek bolar? Munda tigcegin iistiinin meydanynynl £ gbterim
mukdaryndaky tiiniike ¢ykynda ¢ykyandygyny hasaba alyn.

Jogaby: 4ab (1 + 0,01k ) / cos a.

21. Semalsyz howada yagys "yapgytlygyna" yagyar. Goniiburgluk seklindéki
faner boleginiit komeginde yagysyn gorizont tekizligine goréd yapgytlygyny néhili
anyklamak bolyar? Degisli ¢yzgyny ¢yzyi.

Gorkezme: Faner bolegini seyle yerlesdirmeli, yagny onun tekizligi yagys
damjalarynyn hereket trayektoriyasy we olaryn gorizontal tekizlige proyeksiyasy
anyklanan tekizlige takmynan perpendikulyar bolsun. Sunda, gorizontal tekizlikde
vagys diismeydn goniibur¢luk emele gelydr. Son degisli kesimlerin uzynlyklary
olcelydr we olaryn arasyndaky burcun tangensi hasaplanyar.

22. Meydany S, -e, uzynlygy n-e den bolan ¢agalar krowatyn {istiini iki
birmerizes goniiburcluk seklindédki perdeler bilen yapmaly. Her bir perdidnin
meydany S, -e, uzynlygy bolsa krowatynn uzynlygyna den. Iki perdéniii hem
yokarky ceti krowatyn iistiinde parallel ornasdyrylan we krowatyi uzynlygyna
den sime berkidilen. Simin krowatdan néhili beyiklikde ornasdyrylandygyny
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tapyn. Meseldni asakdaky sanly sertlerde ¢6ziin: » =1 m 20 sm, S,= 6000 sm?,
S,=7800 sm?. Degisli ¢yzgyny ¢yzyn. Gorkezme: N4S7 - S72/ 2n;  Jogaby:
0,5 m.

23. Esasy ABCD goniiburclukdan ybarat 6ye yagys suwy dort tarapyndan
akyp diisydn ticek ornasdyrmaly (8-nji surat). 4B= 18 m, BC= 12 m. Ucegif
hemme taraplarynyn esasynyi tekizligi bilen 40°-ly burgy emele getiryér. Eger
1 m? meydany yapmak ticin 15 sany cerepisa ulanylsa, bu ticegi yapmak ii¢in
nice sany ¢erepisa gerek bolar?

24. Alty granly galamyn we agylan kitabyn komeginde goni ¢yzyklaryn
arasyndaky, goni ¢yzyk bilen tekizliginn arasyndaky, tekizlikleriii arasyndaky
burglaryn nusgalaryny gorkezin.

25. Iki simmertiya okuna eye, 4-nji suratda sekillendirilen {icekden yagys
suwy haysy ugurlarda akyp diisyandigini anyklan.

26. Esasyna baryp bolmayan minaranyn beyikligini kesgitlemek ti¢in néhili
Ol¢cegleri amala agyrmaly?

27. Beyikligi mélim, yone golayyna baryp bolmayan bina ¢enli bolan aralygy
tapmak ti¢in néhili 6l¢egleri amala agyrmaly?

28. Name iicin kolegeler ¢dsde (glinortan) yityér?

29. Daragtyn depesine ¢ykmazdan onun beyikligini néhili 6l¢emek bolyar?

Jogaplar

4.5. a) 7 sm; b) 30 sm; 4.6. b) 200 mm; 4.13. 50 sm; 4.14. 40 mm; 4.21. a + b;
4.22.2) 40 b) 45°% ¢) 90° 4.23. 2)58% b) 47° 4.40. 32 sm; 4.41. 6 sm; 4.42. 20 sm;

5.11. 1) 6,5 sm; 2) 15 sm; 3) V2a2 - 2 + & ; 3) \N2d - & + 2d%; 5.12. 2 m;
5.17. 15 sm we 41 sm; 5.20. BD =2’ + b? + ¢ ; CD =\a? + ¢% 5.21. 3,9 m;
5.22. 9 m; 5.23. a) \2/2; b) V(5 + 3 cos b)/ 2; 5.24. 3 sm; 7,5 sm; 5.25. 20 sm;
5.34.3d; 5.37. 45" 5.38.arccosV 3/3; 5.44. 90°%; 5.46. 60°;
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