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1 BAP

ONUM WE ONUN ULANYLYSY

UYTGEYAN MUKDARLAR

o == ARTDYRMALARYNYN GATNASYGY
1-2 WE ONUN MANYSY.
« = J GALTASMANYN KESGITLEMESI.

FUNKSIYANYN ARTDYRMASY

Uytgeyin mukdarlaryri artdyrmalarynyri gatnasygy

Diirli ¢lgeg birliklerine eye bolan iki iiytgeydn mukdar gatnasygyny
hasaplamak adamyil durmusynda yygy-yygydan dusyar.

Meselem, awtomasynyn tizligi onuil yordn yolunyn wagta
gatnasygykm/sagatya-dam/slardadlcelyir,yangycsarpedisibolsakm/litrya-da
100 km/litr lerde Slgelyar.

Edil seyle, basketbolgynyni ussatlygy bir oyunda toplanan
ogkolar sany bilen kesgitlenyér.

Mysal. Okuw Oniimgilik toplumynda 11-nji synp okuwgylarynyn
arasynda tekst yygmagyn hili we tizligi boyunca synag gegirilyér.

Kerim 3 minudyn dowamynda 213 sany s6zi yygyp, 6 orfografik yaliys,
Nargizabolsa4 minudyi dowamynda 260 sany s6zi yygyp, 7 orfografik yalilys
goyberindigi milim boldy. Olaryn netijelerini defiesdirin.

A Her bir okuwgy ti¢in degisli gatnasyklary diizyéris:

Kerim:
Tekst yygmagyi tizligi 21350? _7) 507
3min min
Tekst yygmagyfi hili _OYaIYs o o) yalfiys
213 50z s6z
Nargiza:
Tekst yygmagyi tizligi 260s8z 65 392
4min min
Tekst yygmagyn hili Llnys ~0,0269 yalny§
260 s06z SOZ



Diymek, Kerim teksti Nargiza-garanda caltrak yygan bolsa-da, Nargiza
bu isi onadrak yerine yetiripdir. A

Goniikmeler

1. Puls yygylygyny barlamak ii¢in barmaklar ujuny arteriya damary ge¢yén

yere goyulyar we zarbalary duymak {icin su yer basylyar.
Medine pulsy 6l¢énde bir minutda 67 zarbany duydy.
a) Pulsun yygylygynynl manysyny diistindiriii. Ol ndhili ululyk (belgi)?
b) Her sagatda Medindnin yiiregi ndge gezek uryar?

2. Kerim 6ylinde 14 sahypa tekst yygyp, 8 orfografik yaliys goyberdi. Eger
1 sahypada ortaca 380 s6z bolsa:

a) Kerimin tekst yygmak hilini anyklai we yokardaky mysalda alnan
netije bilen denesdirin. Kerimin tekst yygys hili gowulandymy?
b) Kerim 100 s6z yyganda ortaca néce yalitys goyberdi?

3. Maruf 12 sagat isldp 148 m 20 sm, Myrat bolsa 13 sagat isldp 157 m
95 sm yap arassalady. Olarynl zihmet ondiirijiligini defiesdirini.

4. Awtomasynyn tdze sinasynyn protektorynyn cuilugy 8 mm-i diizyér.
32178 km yorelenden sont dargama netijesinde sinanyil protektorynyn
cuiilugy 2,3 mm bolandygy mélim boldy.

a) 1 km aralyk yorelende sinanyi protektorynyn cunlugy néhili tiytgér?
b) 10000 km aralyk yorelende néhili?

5. Medine Karsy sdherinden sagat 11:43 da ¢ykyp sagat 15:49 da Giiliistan

sdherine yetip geldi. Eger ol 350 km aralyk yordn bolsa, onuni ortaca

tizligi néce s%t boldy?

Mysal. Silindr seklindéki gap suw bilen birmetizes tizlikde doldurylyar.
Munda silindrik gabyn i¢ine wagta proporsional bolan suw (géwriimi)
guyulyandygy sebédpli suwun derejesiniit (beyikliginin) wagta gord
baglanysygy ¢yzykly funksiya gorniisinde bolyar (1-nji surata garar).



1-nji surat.
Bu yagdayda gapdaky suwun derejesinifi wagta bolan gatnasygy (yagny
derejédnin ziytgeydn tizligi) hemiselik san bolup galyberyér.
Indi basga sekilddki gaba garayarys (2-nji surat):

2-nji surat.

2-nji suratda suwuil derejesiniii liytgeydn tizliginin wagta gord
baglanysygy gorkezilen.
1-nji sorag. 3-nji suratda suw guymaga niyetlenen gap gorkezilen.

3-nji surat.



Basynda onda suw yokdy. Soni ol «bir sekuntda bir litr» tizlikde
doldurylyp baslady. Suwun derejesinin wagta gora liytgeysi 4-nji suratdaky
haysy grafikde dogry gorkezilen?

4-nji surat.



2-nji sorag. Suwun derejesiniii wagta gord liytgeysi S5-nji suratdaky
grafiklerde berlen:

5-nji surat.

Olar 6-njy suratdaky haysy gaplara layyk gelyér?

6-njy surat.

()



Ozgerisiti ortaca tizligi

Iki  tytgeydan  mukdaryn  bir-birine  baglanysygy  ¢yzykly
funksiya gorniisinde bolsa, bu mukdarlaryni artdyrmalarynyin gatnasygy
hemiselik san bolyar.

Iki  tytgeydn  mukdaryn  bir-birine  baglanysygy  ¢yzykly
funksiya  gorniisinde bolmasa, biz bu iytgeydn mukdarlaryn berlen
aralykdaky ortaca-gatnasygyny tapyp bileris. Eger aralyk diirliice alynsa,
hasaplanan ortaga-gatnasyklar hem diirlii¢e bolyar.

I-nji  mysal. Beyik binanynn {iceginden top asak zynylyar.
Topuni # wagtyn dowamynda {icekden oklanmagy (peselisi) 7-nji suratdaky
grafikde gorkezilen:

7-nji surat.

A Grafikde =2 sekunda layyk bolan F nokady we ondan tapawutly
(meselem, r=4 sekunda layyk bolan) M nokady belgildlin. 2<7<4 wagt
aralygynda ortaca tizlik

(80-20)m _ m e

————=30— -e denidigini tapyarys.

(4-2)s B g pyary

Sorag. F nokady gozgalmayan hasaplap, #-nin asakda berlen bahalaryna
layyk bolan M nokatlar ti¢in F'M kesijilerini burg koeffisiyentlerini hasaplap,
jedwelleri dolduryn:

t burcun koeffisiyenti t burgun koeffisiyenti
0 3

1,5 2,5

1,9 2,1

1,99 2,01




Néhili netijd geldiniz?
2-nji mysal. Populyasiyadaky sycanlaryii sany hepdeleriii gegmegi bilen
asakdaky yaly tliytgeyar (8-nji surat):

8-nji surat.

3 — we 6 — hepde aralygynda sycanlaryni sany ortaga néhili tiytgépdir?
7 hepdelik wagt aralykda néhili?

A Sycganlar populyasiyasynyi osiis tizligi

(240-110)sy¢an sycan
~43

(6—3)hepde hepde

sycanlaryn sany hepdesine ortaca 43-e kopelipdir.

,yagny 3 —we 6 —hepde aralygynda

(315-50)sycan 38syc;an

Edil seyle 7 hepdede ~ ,
(7-0)hepde hepde

7 hepde aralygynda sycanlaryti sany hepdesine ortaga 38-e kopelipdir. A
Umumy yagdayda: x mukdar a dan b ¢enli tiytgdnde y=f(x) mukdar
liytgeysinin ortaca tizligi
J(b)-f(a)
b—-a
artdyrmalar gatnasygyna den, bu yerde /() — f(a) — funksiya artdyrmasy,
b — a bolsa argument artdyrmasy.

h=b — a diyip belgilesek, ortaga tizlik f(ath)-7(a) gorniisi alyar.
h

()



+h)—
f(a h) f(a) drobunt  sanawjysyny y=f(x) funksiyanyn

argumenti x-in 4 artdyrmasyna layyk gelyén artdyrmasy diyip
atlandyrmak kabul edilen. Drobun 6ziini bolsa tapawutly gatnasyk diyip
atlandyryarlar.

Goniikmeler

6. Nokadyn goni ¢yzyk boyunca yordn yoly wagta nihili baglanandygy
9-njy suratdaky grafikde gorkezilen.

9-njy surat.

Nokadyn

a) deslapky 4 sekunt;
b) sonky 4 sekunt;

¢) 8 sekundynt dowamyndaky ortaca tizligini tapyn.

7. Meydana diirli mukdardaky (dozadaky) derman bilen bejergi berlende 1 m2?

da bar bolan zyyanly mor-mojekleriii sanynyii {iytgeysi 10-njy suratdaky
grafikde gorkezilen.



10-njy surat.

a) 1) doza 0 gramdan 10 grama cenli artdyrylsa; 2) 4 gramdan
7 grama ¢enli artdyrylsa, 1 m?-dabar bolan zyyanly mor-méjeklerin sanynyn
tiytgeysini tapyn.

b) doza 10 gramdan 14 grama ¢enli artdyrylsa, ndhili hadysa yiize ¢ykar?
2) Maddy nokady1 goni ¢yzyk boyunga hereket kanuny s(t)-niil

grafigi suratda berlen.

a) s(2), s(3), s(5), s(7) sanlar nd¢d den1?
b) Haysy aralyklarda funksiya artyan ?

c¢) Haysy aralykda funksiya kemelyén

d) s(3)—s(1), s(5)—s(4), s(7)-s(6), s(8)—s(6) artdyrmalary hasaplari.

yol (m)

wagt(s)

()
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LIMIT BARADA DUSUNJE

x-ifibahalary 2-denkic¢ibolup, 2-d barha yakynlasanda f{x)=x* funksiyanyti
bahalarynyn jedweline garalyn:

X

1

1,9

1,99

1,999

1,9999

Jx)

1

3,61

3,9601

=~ 3,996 00

~ 3,999 60

Jedwelden gorniisi yaly, x-iii bahalary 2-& ndce yakyn boluberse
(yakynlassa), f(x) funksiyanyini bahalary 4 sanyna yakynlasyberyar.

Seyle yagdayda x argument (liytgeydn) 2-& ¢epden yakynlag-
anda f(x)-in bahalary 4 sanyna yakynlasyar diyyéris.

Indi x-it bahalary 2-den uly bolup, 2-4 barha yakynlasanda f{x)=x*
funksiyanyn bahalarynyn jedweline garalyn:

X 3 2,1 2,01 2,001
fx) 9 4,41 4,0401 =~ 4,004 00

2,0001
~ 4,000 40

Seyle yagdayda x argument 2-4 sagdan yakynlasanda, f(x) funksiyanyn
bahalary 4 sanyna yakynlasyar diyyiris.

Yokardaky iki yagdayy umumylasdyryp, x argument 2-i yakynlasanda,
fix)-it bahalary 4 sanyna yakynlagyar diyyiris we muny asakdaky yaly
yazyarys:

limx* =4.

x—2
Bu yazuw seyle okalyar: x argument
funksiyanyn /imiti 4-e den.

Umumy yagdayda funksiyanyn Ilimiti disinjesine asakdaky yaly
cemelesilyar:

2-4 yakynlasanda, f{x)=x*

x#a bolup, onuil bahalary a sanyna yakynlassa, f{x)-ii bahalary
A sanyna yakynlagsyn. Bu yagdayda A sany x a-ga yakynlasanda f(x)
funksiyanyn /imiti diyilyar we seyle kesgitlenyar:
lim f(x)=A4.

xX—>a
K4 halatlarda bu yagdayy x-in bahalary a-ga ymtylanda f(x) funksiya A4
-ga ymtylyar, diyyiris.

)



lim /' (x) = A4 yazuwyii yerine x—a da f{x)—A yazuw hem ulanylyar.

X—a

Yatlatma. x a-ga ymtylanda x+#a serti yerine yetirilmeginiii mohiimligini
aydyp gecmek yerlikli.
2
Mysal. x—0 bolanda f (x) _ X+ funksiyanyn limitini tapmak.
X
A x#0 serti yerine yetirilmesin, yagny x=0 bolsun. x=0 bahany f(x)-a
goniiden-goni goyup gorsek, 9 gorniisdédki anyk ddllige eye bolarys.

Bagga tarapdan, £ (x)= M bolany ii¢in bu funksiya su
X

5+x, eger x#0 bolsa

f(X)={

gorniisi alyar.
y=f(x) funksiyanyn grafigi (0; 5) koordinataly nokady «alyp taslanan»
y=x + 5 goni ¢yzyk gorniisinde bolyar (11-nj1 surat):

anyklanmadyk, eger x = 0 bolsa,

11-nji surat.

(0; 5) koordinataly nokat y=£(x) funksiyanyn ziziilme nokady diyilyar.
Gorntisi  yaly, bu nokatdan tapawutly bolan nokatlarda x-in
bahalary 0-a yakynlasanda f(x) funksiyanyn degisli bahalary 5-e yakynlasyar,
yagny onunl /imiti bar:
1i Sx+x>
im——=—=5. A

x—0 X

@



Amalda, funksiyanyn limitini tapmak {i¢in, gerek bolsa, degisli
yonekeylesdirmeleri yerine yetirmek maksada layykdyr.

I-nji mysal. Limitleri hasaplai:
2 2
a) lim x” b) lim > t3x ¢) limZ 9
x—2 x—0 X =3 x =3

A a) x-iil bahalary 2-4 yakynlasanda x*-y1 bahalary 4-¢ yakynlasyar,
yagny limx* =4.

x—2
b) x#0 bolany iicin
. ox?4+3x . x(x+3)
lim =lim =lim(x+3)=3.
x—0 X x—0 x—0

¢) x#£3 bolany ii¢in
x> =9

(x+3)(x-3)

lim =lim =lim(x+3)=6. A
X3 x — 3 x—3 X — 3 x—3
Goniikmeler
Limiti hasaplan (8—11):
8. a) lim(x+4) b) lim(5-2x) | ¢) lim(3x-1)
x—3 x——1 x—4

d) lim(5x> =3x+2) ¢ lhirnhz(l—h) f lim(x* +5).
—0 X—>

x—2
9. a) lim5 b) lim7 ¢) limc, c¢—hemiselik san.
x—5 h—2 x—0
2 2 _
10.2) Lm*—3% b) im2 5" o 1im =Ll ¢ lim®.
x—1 X h—2 h 0 X+1 =0 X

2 2 2
.a) lmX 3% | b) im 2% ¢ fim2X =X

x—0 X x—0 X x—0 X
2 2 3
d) limzh +6h o) lim3h —4h f limh —-&8h
=0 h =0 h =0
R . xt=2x X —x—6
g) lim h) lim i) Ilm———.
x>l X — 1 x—2 X — 2 x—3 X —




12. Asakdaky funksiyalardan haysy biri x—3 bolanda limite eye? Sol limiti
tapyn.

Ge)



- ONUM, ONUN GEOMETRIK
- WE FIZIKI MANYSY

12-nji suratda egri ¢yzyk, kesiji we galtasma gorkezilen.

12-nji surat. 13-nji surat.

B nokat B, B,, ..... yagdaylary yzygider kabul edip, 4 nokada egri
¢vzyk boyun¢a yakynlassa, (13-nji surat), degisli kesijileriii egri ¢yzyga
A nokatda gegirilen galtasma yagdayyny almaga ymtylyandygyny intuitiv
vagdayda kabul edydéris:

Bu yagdayda, gorniisi yaly, AB goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyenti
galtasmanyn burg¢ koeffisiyentine yakynlasyar.

1-nji mysal. f{lx)=x* funksiyanyn grafigine A(1; 1) nokatda galtasyan
goni ¢yzygyn burg koeffisiyentini tapynl (14-nji surat).

B(x; x?)

14-nji surat. 15-nji surat.

B\



A fix)=x*> funksiyanyn grafigine degisli islendik B(x, x?) nokady garalyni
(15-nji surat).
AB goni ¢yzygyn burg koeffisiyenti

S =S W) g X1

x—1 x—1
B nokat 4 nokada egri ¢yzyk boyunga yakynlasanda, x-ii bahasy
1-e yakynlasyar, munda x # 1.
Diymek, AB goni c¢yzygyn bur¢ koeffisiyenti galtasmanyn
bur¢ koeffisiyenti k-ga yakynlasyar, yagny:

2 _ +1 -1
k= tim® L DD =2,
L | x>l x—1 x>l

Seydip, ki=2. A

-1

-¢ den.

y=f(x) funksiya berlen bolsun. Onun grafigine degisli bolan
A(x, f(x)) we B(x+h, f(x+h)) nokatlara garalyn (16-njy surat).
AB goni ¢yzygyn burg koeffisiyenti

JSx+h)=f(x) f(x+h)-f(x)
xX+h—x h
tapawutly gatnasyga de.

B nokat 4 nokada egri ¢yzyk boyunca yakynlasanda #—0, yagny /4 art-
dyrma nola ymtylyar, AB kesiji bolsa funksiyanyn grafigine 4 nokatda geg¢ir-
ilen galtasma ymtylyar.

Sunun bilen birlikde, 4B goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyenti galtasmanyn
bur¢ koeffisiyentine yakynlasyar.

Basgaca aydanda, 4-yn bahasy 0-a ymtylanda islendik (x, f(x)) nokatda

J(x+h)—f(x)
h

gecirilen galtasmanyn burg koeffisiyenti tapawutly gat-

nagygyi limit bahasyna, yagny lim ACE: hh) AC) baha dei bolyar.
h—0

p 17
2 - MATEMATIKA, 11-nji synp ‘



16-njy surat. 17-nji surat.

x-in su limit bar bolan islendik bahasyna funksiyanyn grafigine
(x, f(x)) nokatda gecirilen galtasmanyn bur¢ koeffisiyentiniii yeke-tik
bahasyny layyk goymak miimkin (17-nji surat).

J(x+h)—f(x)
h

Diymek, lim

h—0

formula tdze funksiyany anladyar.

Ynha su funksiya y=f(x) funksiyanyn oniim funksiyasy, ya-da
yonekey edip 6niimi diylip atlandyrylyar.

Kesgitleme. y=f(x) funksiyanyn oniimi diyip asakdaky limite (eger
ol bar bolsa) aydylyar:
. fx+h)-f(x)
% h

li

h—0

(1)

Adatda y=f(x) funksiyanyrn oniimi /(x) yaly kesgitlenyar.
Oniimi tapmak amalyna differensirleme diyilydér.

d
f'(x) belgilemegin yerine d_y yaly belgilemek hem kabul edilen.
X
Bu belgileméninn “drob” goérniisdedigini asakdaky yaly diistindirmek

miimkin.
Eger artdyrmalary A=Ax, f{x+Ax) — fix)=Ay diyip belgilesek,

J(x+h)—f(x)
h

f(x)= %EB dan asakdaka eye bolarys (18-

Ay d
surat):f'(x):iicr_lg)Ey:d—i}.



18-nji surat.

Yokardaky pikir yoretmelerden seyle netiji gelyris: y=f(x) funksiyanyti
Oniimininl x, nokatdaky bahasy funksiyanyn grafigine su nokatda gecirilen
galtasmanyii bur¢ koeffisiyentine defi. Oniimifi geometrik manysy sondan
ybaratdyr.

2-nji mysal. Maddy nokat s=s(¢) (s — metrlerde, # — sekundlarda 6l¢elyér)
diizgiin boyunga goéni ¢yzyk boyunca hereketlenydr. Su maddy nokadyn
wagtyn  momentindiki (pursadyndaky) tizligi v(¢)-ni tapyii.

A Milim bolsy yaly, pursatlayyn tizlik nokadyn kici Az wagt aralygyn-

s(t+At)—s(1)
At

daky ortaga tizligi v(z) = -a takmynan denl. Az nola ymtylanda

pursatlayyn tizlik bilen ortaga tizligin arasyndaky tapawut hem nola ymtylyar.
Diymek, maddy nokady1 1 momentdéki pursatlayyn tizligi

v(t) = lim SEFAD =8O 0 A vy a

At—0 At A—0 At

Seydip, + momentdéki pursatlayyn tizlik nokadyil hereket kanuny
s(7) funksiyadan alnan 6ntime den eken.

Oniiming fiziki manysy ine sondan ybarat. Umuman aydanda,
ontim funksiyanyn tiytgeydn tizligidir.

)



) Mysallar
Oniimin kesgitlemesinden peydalanyp, funksiyalaryii 6ntimini tapyii.

1. f(x)=x* 2. f(x)=5 3. f(x)=x~Tx+5
4. f(x)=x* 5. f(x)=l 6. f(x)="x 7. f(x)=Vx.

X
A 1. h#0 bolany {i¢in
h _ h 27 2
f'(x)Zlhir%lf(H 2 f(X)Zlhinol(H l)l X
. 2 h hZ_ 2 . 2 h .
i— h+ £ =llm%=hm(2x+h)=2x-

h—0 h—0 h—0

2. h#0 bolany tigin f(x+h)=5, f(x+h)—fix)=5—-5=0,

fx+)=f () 0 feeh) = f(x) _
h

—=0 Diymek, £’ =i
) 2—0 Diymek, f'(x)=lim 0
3. h#0 bolany tigin
fxt+h)=(x+h)}—=7(x + h)+5=x+3x*h + 3xh*+ h*—Tx—Th+5.
fxt+h)—f(x)=*+3x°h+3xh* +h* = Ix—Th+5-x*+Tx-5=
=3x*h+3xh*th® —Th.
S+ = f(x) 3x*h+3xh> +h —Th
h h
h—0 da 3xh+h*> —0 bolany ii¢in

ri =t D=I )

4. Gysga kopeltmek formulalaryna goérd a*— b*=(a — b)(a + b)(a*+ b?).
Diymek, (x+h)* — x*=(x+h—-x)(x+h+x)((x+h)*+tx?)=
=h(2x+h)(2x*+2xh+h?)=2hx(2x+h)(x+h)+h*(2x+h)=
=2hx(2x*+h(3x+h))+h*(2x+h); h—0 bolsa,
2h*x(3x+h) — 0 we h*(2x+h) — 0 bolany ii¢in
C (x+h) =Xt 3
lim =lim(4x" +2hx(3x+h))+ h(2x + h))=4x>.

h—0 h h—0

Diymek, f"'(x)=(x*)'=4x>.

=3x*+3xh+h*> - 7.

3x2-7.

5. f(x)zl,x;éObolsun,
X



1 1 _x=(x+h)  p
S = )= e T o, aix
fth)-f(x)_ 1
h (x+h)x

h— 0 -da x+h—x bolany iigin /" (x)=—-— bolyar
X

6. f(x):\/;, x>0, x+h>0 bolsun,

S (x+h)-f(x) \/x+ —Jx
h
yonekeylesdiryaris:

f(x+h)—f(X):(m‘*/;)(m“/;):

tapawutly gatnasygy diizyéris we ony

(x+h)-x h

_ 1
Cn(Nrehex) h(Nxehedx) Sarhedr

h—0-dax+h _>\/; bolany ii¢in f'(x)= bolyar. A

1
2+/x
7. Tapawutly gatnasygy diizyéris:

fx+n)—f(x) Fxrn-x (W—%)(?/(Hh)z +13/(x+h)x+%/x72) )
h o h(\3/x+h2+,3/x+h x+f‘\‘/x7 .

_ x+h—x
_h(\/ x+h) +Y(x+h x+\/7 G (x+h)* +3Y(x+h x+\/7 Jx+ny +¥x+n x+\/7
h—0 da L Diymek, () =—

3/ 2
Rx

\/x+h m+\/7 \/>

1 1 1
Jogaby: 1.2x.2.0.3.3x>—7. 4.4x>. 5. —. 6. . —— A
ogaby: 1. 2x X * PN

(]



x mukdar x dan x+#4 ¢enli tiytgdnde y=f (x) mukdar tiytgeysinin ortaga
tizligi
f(x+h)-f(x)
h
tapawutly gatnasygyna dendigini yatlatmak yerliklidir.

h—0
pursatlayyn tizligini aiiladyar.

Mundan [im UACARENAC)) aflatma y=f(x) mukdaryn tiytgeysinin
h

Goniikmeler

13. Asakdaky funksiyanyni 6niimi ndmé den?
1

a) f(x=x’ b) f()=x" ) f(x)=x’ d) f(x)=c.
14. Jedweli depderiniize gociirin we dolduryii:
a.

Sx) J'(x)

= = =
w N

H\

=
N | —

b. Sizin pikirinizg¢e, y=x" funksiya 6niimi ndmaé deni (bu yerde n — rasional
san) ?
15. Kesgitlemeden peydalanyp, funksiyanyn 6niimini tapyn:
a) f(x)=2x+3 b) f(x)=3x*+5x+1 ¢) f(x)=2x>+4x*+6x — 1.
16*. Depderitiize gogiiriit we dolduryii:
a) f(x)=ax+b Ugin f'(x)=......
b) f(x)=ax* + bx +c tgin f'(x)=......
¢) f(x)=ax® + bx*>+ cx +d tgin f'(x)= ......
17*. Asakdaky tassyklamalary subut edin:
a) f(x)=cg(x)bolsa, onda f'(x)=cg '(x)
b) f(x)=g(x) + h(x) bolsa, onda f'(x)=g'(x) + A'(x).

(2]



18*. Funksiyanyn grafigine garap oniimleriii bahalaryny defiesdiriii:

a) f'(=7) we f'(-2); ¢)f'(=9) we '(0);
b) f'(=4) we £'(2); d)f'(=1) we f'(5).

19. Yokardaky funksiyanyii grafigine garap su sertleri kanagatlandyryan x,,
x, nokatlary tapyn (x,, x, - Ox okundaky nokatlar: -9, -8, ..., 5, 6,):

a) ['(x) >0, f(x)>0 b) f(x)) <0, f'(x) >0
) f'(x) <0, f'(xy) <0 d) f'(x)) >0, f'(x,) <0.
2) Grafige garap su soraglara jogap berin:
a) funksiya haysy aralykda artyan ? haysy aralykda kemely&n?
b) funksiyanyi [0; 3], [3; 6], [-9; —6] aralyklaryndaky artdyrmalary

hasapla.

3) Funksiya haysy nokatda 111 uly, haysy nokatda i1 ki¢i bahany
kabul edyéar?

4) Funksiya haysy nokatlarda nola dwriilyar?
5) Haysy aralykda funksiya polozitel bahalary kabul edyér?

6) Haysy aralykda funksiya otrisatel bahalary kabul edyér?



~ ™ = I .
79 ONUMI HASAPLAMAGYN DUZGUNLERI
@« = J

Eger f(x) we g(x) funksiyalaryl her biri 6niime eye bolsa, onda asakdaky
differensirleme diizgiinleri yerliklidir:

1. Jeminl 6niimi 6niimleril jemine de:

() +g(x))'=f"(x) +&'(x). (1)
2. Tapawudyn 6niimi 6ntimlerin tapawudyna deii:
(Ax)—g(x)'=f"(x)-g'(x) 2)

1-nji mysal. Funksiyanyn onlimini tapyni:

1) fr) =+ —x+10;  2) f(x):\/_—%.

A Oniimi tapmakda 1, 2-nji diizgiinlerden we 6niimleriii jedweliniii 1,
3-nji bentlerinden peydalanyarys, yagny:

1) f'(x)= (X)) +(x?)'—(x)'+10 =3x" +2x —1;

2) f'(x)=[x;J —[x_;j =%x;+%x;.

1 3

Jogaby: 1) 3x* +2x-1; 2) %x_z o 2 A

3. Hemiselik kopeldijini 6niim belgisinden dasary ¢ykarmak miimkin:
(cf(x))=cf"'(x), c—hemiselik san 3)

2-nji mysal. Funksiyanynl 6ntimini tapyi:

) f(x)=Tx-5x+4; 2) f(x)=3Vx 208

X

A Oniimi tapmakda 1, 2, 3-nji diizgiinlerden we 6niimlerifi jedweliniii 1,
3-nji bentlerinden peydalanyarys, yagny:

1) £'(x)= (7% =5x>+4)' = (7x°)'— (5x°) "+ (4)' = 21x° — 1 0x;

o3 o s{ B = 2 S

. 2 . [ 2
Jogaby: 1) 21x" —10x;; 2) i 2 . A



4. Kopeltmek hasylynyti 6ntimi:
(Ax)g(x))'=f"(x)g(x) +x)g'(x). 4
3-nji mysal. Funksiyanyn 6niimini tapyi:
1) flx)=2x+4)(3x+1); 2) fx)=3x*+4x+1)(2x+6); 3) f(x)=x- (x2 - sx)
A Oniimi tapmakda 1, 3, 4-nji diizgiinlerden we 6niimlerif jedweliniii 1,
3-nji bentlerinden peydalanyarys, yagny:
) f'(x)=(2x+4)(Bx+1)'=2x+4)'Cx+D+(2x+4)Bx+1)'=
=20@x+1)+32x+4)=6x+2+6x+12=12x+14;
2) £(x)=((Bx* +4x+1)(2x +6))'= 3x> +4x +1)'2x +6) +
+(3x% +4x+1)(2x+6)' = (6x+4)(2x+6)+2(3x +4x+1) = 18x> +52x +26.
9 0012 ) - -
1 3 X —5x+3(2x 5)\/7
= 2x 5)\/;
2 3\/> W?
_ X2 —5x+6x7 —15x  Tx> —20x _ x(7x-20) _ A (7x-20).

R’ i RN 3

(xz—Sx)+\/_(2x 5)

3
Jogaby: 1) 12x+14;; 2) 18x> +52x+26; 3) \/3_(7)(—20) A
5. Payyn onlimi:
(f(x)j _S0g@ -/ ™, munda g(x)£0. (5)
g(x) (g(x))’

4-nji mysal. Funksiyanyn 6niimini tapyn:
D =10 02T 5 =

-2’ -5 S 5x-7

A Oniimi tapmakda 1,3, 5-11_]1 diizgiinlerden we ontimlerinl jedwelinin 1,
3-nji bentlerinden peydalanyarys, yagny:

x+1 (x+1)'(x—2)—(x+1)(x—2)'_x—2—(x+1):_ 3
l)f()[ 2j (x-2) B
2 £ = (3; _+57 ] _Gx+D)(x —(i)_— 5()32x +)(x=5)" _

_3(x=5)-CBx+7)-1 3x-15-3x-7 22
@y (=) (-9
I A I B VS e I e
3) f(x)_[sx—J ) (5x—7) -

(%)



1
m(5x—7)—«/§-5

B _ Sx—-7-10x _ 7+ 5x
(5x—7)° Wx(5x=7 2Jx(x=7)"

Jogaby: 1) —

) 22 3 T+ 5x
) S e R N FTE A
5-nji mysal. Funksiyalaryni 6niimini tapyn:

1) fix)=sinx; 2) fix)=cosx; 3) fix)=tgx.

A 1) Tapawutly gatnasygy tapmakda sinuslaryn tapawudyny kopeltmek
hasylyna getirmegii formulasyndan peydalanyarys:

I 2x+h . h
sin(x + &) —sinx sma cos sl 2x+h
= = CcoS .
h h h 2
2
. h
sm 2x+h , .
h—0 -da =1, cos — cosx bolyandygyny subut etmek miimkin.

2

Diymek, (sinx)'=cosx.

2) Tapawutly gatnasygy tapmakda kosinuslaryni tapawudyny kopeltmek
hasylyna getirmek formulasyndan peydalanyarys:

2si h . 2x+h . .
cos(x + /) —cos x st st SIS ox+h S, h
=- =- sin =— -sin(x +—).
h h h 2 h 2
2 2

h—0 bolanda; sin(x + g) — sinx bolyandygyny subut etmek miimkin.
Diymek, (cosx)'=—sinx .
3) Oniimi tapmagyii 5-nji diizgiini hem-de su mysalyti 1-, 2-nji béleginiii

jogaplaryndan peydalanyp, f(x)=tgx = % funksiyanyn onlimini tapyarys:

£'(x) =(tgx) = [ sine j _ (sinx) cosx—sinx(cosr)'

COSx cos2 X
COSXCOSX — sinx(—sinx) 2 in2
cos” x+sin” x 1
cos? x cos? x cos? x



Jogaby: 1) (sinx)'=cosx; 2) (cosx)'=—sinx; 3) (tgx)'z 12 . A

COosS X

Oniimi hasaplamakda differensirleme diizgiinlerinden we asakdaky jed-

welden peydalanmak maksada layykdyr.
Oniimleriii jedweli

Ne Funksiyalar Oniimler
1. ¢ — hemiselik 0
2. kx+b, k, b — hemiselikler k
3 x?, p —hemiselik pxP!
4 sinx cosx
5 cosx — sinx
6. tgx 12
cos” x
1
7 ctex Csin’x
8. a, a>0 a* Ina
9. e e
10. Inx 1/x
11. lgx :
x-In10
12. log, x, a>0, a=1 !
“ x-Ina

@ Soraglar we yumuslar

1. Oniimi hasaplamagyni diizgiinlerini aydyin. Her bir diizgiine mysal
getirif.

2. Oniimlerin jedwelinifi 4-, 5-nji bentlerini subut edif.

3. Funksiyanyni x=x, nokatdaky oniimi ndme, oniim funksiyasy ndame?
Olaryn néhili tapawudy bar? Mysallarda diisiindirin.



Goniikmeler
Oniimi tapymi (20-22):

1 1
— 4 _ _ b
20. 1) y=x* 2) y= 3 y= .
1
21. 1) y=x'—x*hx; Dy=_*txy 3)y=x"+x;
£ y= 242 rxtox—to L
Y x x>
x’—4
22. 1) y= (x— 1)(x*-5); 2) y= SE
x_
3) y:(x4—\/;)(x2+x); 4) y:\/;*’ll,
x_

23. Maddy nokadyii berlen 7, wagtdaky tizligini hasaplan:
1) s(ty=t>-2t>+t;  1,=5; 2)s(t)=5t+1 ++/t, 14
24. Funksiyanyi abssissasy berlen nokatdaky 6niimini hasaplaii:

1) f(x)=x2+5x—3, x,=1. 3) f(x):z—\/;+x3+%’ X, =4:

4 9

2) f(x)=4-3x, x,=-2; 4) f(x)=x*+1g2, x,=1.

Oniimi tapyii (25-29):

4
25. 1) y=20-4x>+5; BHy= -ty
2)y= 7x2—2x+'\/7; 4)y: xz_l_Lz.
X
_ x> =9
26. 1) y=(x-2) (x+2); 3 y=22
x_

2) y=(x+2)

27. 1) y=x®+7x*+5x;

4

3) y=

—
x* =1’

1
5) y=x"+—;
X

e

4) y=x>+1g7+ sin% )

2) y =2+ x

_x2+x+l
4) Y 51

6) y=x"—4x;

8) y=(*+x7)(x*+x7?) .



28. 1) F(x)=x" +5x* +4x° +3x> +2x+1; 2) f(x)=sin’ x+cos’ x;
X

3) f(x)= ; 4) flx)y=tex; 5) y=8%
Cosx
6) y=log, x+log,3; 7) y=2"x; 8) y=xInx;
9) y=e"cosx; 10) y=2e"—lnx+l.
X
29. 1) y=2sinx; 2) y=e"(cosx+sinx); 3) y=xtgx;
Inx
4) y==": 5) y=3sin®x; 6) y=5x++/x +x;
7) y=(x+D(nx+1); | 8) y=2+x)°; 9) y=(3x+5)%+2019.

30. Maddy nokadyn berlen 7, wagtdaky tizligini tapyn:

1) s@t)=¢>+5t+1, 1,=1; 2)s(t)=4t3+%+1, ty=1.
31. Funksiyanyni berlen nokatdaky onlimini tapyn:

1) f(x)=(x+1)7°, x,=-1; 2) f(x)=sinx, xo:%.
32. Oniimi tapyi:

1) y=2sinx; 2) y=+3-tgx; | 3)y=-3cosx; | 4) y=tgx—ctgx;

5) y=4x—cosx; | 6) y=x’sinx; |7) y= 8) y=xsinx+cosx.

b

sin x

33. Funksiyanyn x, nokatdaky oniimini hasaplari:

) f(x)= 2x+1 X, =2; 2) flx)=tgx—x+2, x,==;
3x-5 | 4
3) f(x)=x(gx—1), x=10; 4) f(x)=tg,x—E Inx, x, = %
34. Oniimi nola éwiiryin nokady tapyi:
D) f(x)=x"—4x; 2) f(x)=tgx—x;
3) f(x)=x"—2x*+3; 4) f(x)=log,x———
In2



' - ‘ r W .. .0
10-12 CYLSYRYMLY FUNKSIYANYN ONUMI
@ - S

Cylsyrymly funksiya. y=(x*+3x)* funksiya garalyn. Eger biz g(x)=x*+3x,
Sflx)=x* belgilemeleri girizsek, y=(x*+3x)* funksiya y=f(g(x)) gbrniisini
alyar. Biz y=f(g(x)) funksiya ¢ylsyrymly funksiya diyyaris.

1-nji mysal. Eger f(x)=x> we g(x) =i—;§ bolsa, asakdakylary tapymi:

1) f(g(2)); 2) (g(-4)); 3) g(f();
4 A4); 5) fif(D) 6) g(g(-1)).

A Berlen funksiyalardan peydalanyp, hasaplamalary yerine yetiryaris:

) f(g)= f(x—‘zj , mundan f(g(2)) = f(ﬁj ~ /(0)=0° =0;
x—3 243

2) flg(-4)= f(%] = f(6)=6"=36;

3) (/) =g()=g(l)= % - —% ;

16-2 14

4) g(f(-4)=g(-4")=g16)= ey

5) fUW)=/1)=/D)=1"=1;

- 22
6) g(g(—l))zg(%ng(—éj: P S

14
Jogaby: 10:2)36;3) 3 4) 1535 1; 6) —3. A
Cylsyrymly funksiyanyri éniimi ii¢in su formula yerlikli:

(7 (g())=f"(g(x))g'(x) (1)



2-nji mysal. Funksiyanynl 6niimini tapyn (k, b — hemiselik sanlar):

1) flx)=(kx+b); 2) fix)=sin(kx+b);,
3) fix)=cos(kx+b); 4) fix)=tg(kx+Db).
A DAH)=r" we t(x) =kx+b funksiyalara (1) formulany ulanyarys:
((kx+b)"Y=(2")' - (kx+b) =nt""-k=n"k-(kx+b)"".
2) flt)=sint we t(x) =kx+b funksiyalara (1) formulany ulanyarys:
(sin(kx+b))=(sin?)' - (kx+b)' =k-cost=k-cos(kx+b) .
3) f(t)=cost we t(x) =kx+b funksiyalara (1) formulany ulanyarys:
(cos(kx+b))'=(cost)"-(kx+b)' =—k-sint=—k-sin(kx+b).
4) f(f)=tgt we t(x) =kx+b funksiyalara (1) formulany ulanyarys:
(tglloct b)) =(tgn" (- +b) =5k =—

cos2t cos? (kx+b) )

Jogaby: 1) ((kx+b)") =nk-(kx+b)™"; | 2) (sin(kx+b))'=k-cos(kx+b),
3) (cos(kx+b) =—ksin(le+b); | 4) (tglkx+b)= —5+—— A
cos” (kx+b)
3-nji mysal. f{x)=sin8x-e®*? funksiyanyi 6niimini tapyri.
A Oniimi tapmagyi 4-nji diizgiini hem-de (1) formulany ulanyp 6niimi
tapyarys:
1 (x)=(sin8xe*?)'=(sin8x)' &>+ sin8x-(e***?)'=cos8xe*"* - (8x)' +
+sin8xe*? - (3x+2)'=e>"2 - (8cos8x+3sin8x).
Jogaby: €*'*- (8cos8x+3sin8x) A

4-nji mysal. h(x)=(x*+1)° funksiyanyn x,=1 nokatdaky 6niimini tapyn.

A (1) formuladan peydalanyp 6niimi hasaplayarys:
R(x)=5(x*+1)*(x*+1)=503+1)*3x*=15x*(x*+1)".
Diymek, A'(1)=15(13+1)* 1=15-16=240. Jogaby: 240. A

5-nji mysal. f{x)=2¢* funksiyanyi 6niimini tapyi.
A (1) formuladan peydalanyp 6niimi hasaplayarys:
f'(x)=2°%In2 (cosx)'=—sinx 2°*In2. Jogaby: —sinx 2°°%In2. A

6-njy mysal. f{x)=tg’x funksiyanyn 6niimini tapyn.

€



A (1) formuladan peydalanyp 6niimi hasaplayarys:

Jogaby: 28X 4
cos’ x 08Dy os? x

fl(x)=5tg*x(tgx)'=5tg*x
7-nji mysal. hA(x)=3*log,(x*+2x) funksiyanyn 6niimini tapyn.

A f(x)=3> we g(x)=log,(x*+2x) belgilemeleri girizip, (1) formulany —

cylsyrymly funksiyanyii 6niimini tapmagyn formulasyny ulanyarys:

f'(x)=(3°%)'=3"In3-(cosx)'=—3“*In3-sinx,
3x° +2

-(3+ [ —
) = 20 In T

g'(x)z(log7(x3+2x))':m

hem-de /(x) funksiyany 2 funksiyanyn kopeltmek hasyly diyip garayarys:

1 (0)=(3% log, (¥ +2x))'=(3) - log, (x*+2x)+305 -
, cost ) 3 (3x* +2)
. (log7(x3+2x)) =-3 ‘In3-sinx- 10g7(x3+2x)+ m .
3% (3x* +2)

Jogaby: —3°*In3-sinx-log,(x*+2x)+ rzomnT

@ Soraglar we yumuslar

1. Cylsyrymly funksiya diyip ndmi aydylyar? Mysal getirifi.

2. Cylsyrymly funksiyany kesgitlenis oblasty néhili tapylyar?

3. Cylsyrymly funksiyanynni oniimini tapmagyn formulasyny yazyp
bilersiflizmi?

4. Cylsyrymly funksiyanyn 6niimini tapmagy 1-2 mysalda gorkezin.



Goniikmeler

35. Eger f(x)=x"—1 bolsa, gorkezilen funksiyalary tapyi:

1) f(%); ) f@0: 3) SGE-D; 4 feD—f-1).

36. Eger f(x) :X—Jri bolsa, gorkezilen funksiyalary tapym:
Y

D/E): 2) f5); DS A S
37.Eger f(x)=x", g(x)=x—1 bolsa, asakdakylary tapymi:

) flg(x); 2) f(f(x)); 3) g(g(x)); 4) g(f(x)).
38. Eger f(x)=x’, g(x)=x"+1 bolsa, asakdakylary tapyi:

1) %; 2) f(x)+3g(x)+3x-2;

3)  f(gx); 4)  g(f(x)).

Derilikden peydalanyp, f{x)-1 tapyn (39—42):

39. f(x+1)=x"—1. 40*. £(x)+3- f(l) _L
X X
41. f(x+3)=x>-4. 42%*, 2f(x)+f(l):x.
X
Oniimi tapyti (43—44):
3.1) f(0)=Gx-2)";  2) f(x)=e""; 3) f(x)=(4-3%);
f(x)=sin’x. . _ -
4) J&X s 5) f(x) 2x10) 6) f(x)=In(4x—-1);
T) f(x)=~4x-5; 8) flx)=(2x—1)'7; 9) f(x)=cos’x.
44*, 1) s ~tgl; 2) 3°&-log cosx; 3) Incosx;
X
4) (P-5xH4) 10w 5) 7o (P2t 6) 30 (x2-8xt4);
7) ctgx:In(x*+x); 8) x’cos*x+4; 9) SInx-ctgx.

3 —MATEMATIKA, 11-nji synp ‘@



~ 3-1 4 FUNKSIYANYN GRAFIGINE GECIRILEN
% wm wd  GALTASMA WE NORMAL DENLEMELERI

Galtasma derilemesi. y=f(x) funksiya grafiginin (x,; f(x,)) nokadyndan
gegyin galtasma derilemesini tapyarys (19-njy surat). Galtasma goni ¢yzyk
bolany iigin onufi umumy gorniisi y=kx+b bolyar. Oniimifi geometrik
manysyna gord k=tga=f"(x,), yagny galtasma defnilemesi y=f"(x,)x+b
gorniisini alyar. Bu galtasma (x,; f{x,)) nokatdan ge¢eni ticin f{x,)=f"(x,)x,+b
bolyar, mundan b=f{x,)—"(x,)x,. Tapylan b-ni galtagsma defilemesine goyup,

=1 "(x)x+Ax ) "(x,)x, ya-da
Yfx )= (xp)(x—x)) (1)

defillemini alyarys.
yAx,)=f (x)(x—x,) detileme (x,; f{x,)) nokatda y=£(x) funksiya gecirilen

galtagsma detilemesi bolyar.

19-njy surat.

1-nji mysal. f{x)=x’-5x funksiyanyn grafigine x,=2 abssissaly nokatda
gecirilen galtasma detilemesini yazyi.
A Tlki funksiyanyii we funksiyadan alnan Oniiminn x,=2 nokatdaky
bahasyny tapyarys:
fAx)=A(2)=2*-5-2=—-6, [f'(x)=2x-5, f'(2)=2-2-5=-1.
Tapylanlary (1) detilemd goyup, galtagsma detilemesini alyarys:
y—(-6)=-1-(x-2) yoki y=—x—4. Jogaby: y=—x—4. A



2-nji mysal. f{x)=x>-2x? funksiyanyn grafigine x,=1 abssissaly nokatda
gecirilen galtasma defilemesini yazy.
A Tlki funksiyanyn we funksiyadan alnan ontimin x,=1 nokatdaky
bahasyny tapyarys:
Sfx )= D)=1"-2-1=—1,  f'(x)=3x4x, [f'(1)=3-1"4-1=-1.
Tapylanlary (1) detilemd goyup, galtasma detilemesini alyarys:
y—(=1)=—1(x-1) ya-da y=—x.  Jogaby: y=—x. A

Eger y=f(x) funksiyanyn grafiginini x, abssissaly nokadynda geg¢irilen
galtasma y=kx+b goni ¢yzyga parallel bolsa, f '(x,)=k bolyar. Bu sert
arkaly funksiyanyn berlen goni ¢yzyga parallel bolan galtasmasy
tapylyar.

3-nji mysal. f{x)=x>-3x+4 funksiya ti¢in y=2x—1 goni ¢yzyga parallel
bolan galtasma defilemesini yazyi.

A Galtasmanyn berlen goni ¢yzyga parallellik sertine gord,
f'(x,)=2 va-da 2x3=2 deillemdni alyarys. Bu dernlemede
x,=2,5 bolany {i¢in galtagma abssissasy x,=2,5 bolan nokatdan
gecydr. Hasaplamalary yerine yetiryaris:

Axy)=A2,5)=2,5"-3-2,5+4=6,25-7,5+4=2,75
S'(xo) =A2,5)=2.
Indi galtasma detilemesini tapyarys:
y—2,75=2(x-2,5) ya-da y=2x-2,25.

Jogaby: y=2x-225. A

4-nji mysal. f(x)=x>—2x*+ 3x —2 funksiyanyn grafigine x,= 4 abssissaly
nokatda gecirilen galtasma defilemesini diiziin we galtagsma bilen Ox okunyn
polozitel ugry diizydn burcuil sinusyny tapyii.

A Tlki funksiyanynl we funksiyadan alnan O6niimifi x,=4 nokatdaky
bahasyny tapyarys:

Ax)=4)=3-4-2-42+3-4-2=170, f'(x)=3x>—4x+3, ['(4)=3-4>-4-4+3=35.

Tapylanlary (1) defileméd goyup, galtagsma detilemesini alyarys:

y—170=35(x—4) ya-da y=35x+30.

Oniimii geometrik manysyna gori tga=35, mundan

(5]
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5%-nji mysal. f{x)=x? parabola abssissasy x, bolan 4 nokatda gegirilen

. A

Jogaby: y=35x+30; sino =

galtasma Ox okuny %xo nokatda kesip gecyér. Su dawany subut edin.

Af'(0)=2x, fx)=x, [ (x)=2x,.

Galtasma deiilemesine (1) gord y=2x, - x—x; bolyar. Onufi Ox oky
bilen kesisme nokady (%;0) bolyandygy aydyn. Mundan y=x? parabola
abssissasy x, bolan 4 nokatda gecirilen galtasmany gurmak usuly gelip
cykyar: 4 nokat we (x—zo;Oj nokat arkaly ge¢yédn goni ¢yzyk y=x? parabola

A nokatda galtagyar.
Normal derilemesi. y=f (x) funksiyanynl grafigine x = x, abssissaly
nokatda gecirilen galtagsma x = x,nokatda perpendikulyar bolan
1
Y= o)== (x) @)
goni ¢yzyga y = f{x) funksiyanyn grafiginin x, abssissaly nokadynda
gecirilen normal diyilyér (19-njy surat).

6-njy mysal. fix)=x* funksiyanyn grafigine x,=1 abssissaly nokatda
gecirilen normal detilemesini diiziin.

A Oniimiii formulasyna gord f'(x)=5x* bolyar. Funksiyanyfi we onuil
onlimininl x,=1 nokatdaky bahalaryny hasaplayarys:

f(D)=1"=1wef'(1)=5-1*=5. Bubahalary normalyn dernlemesine goyyarys

we y—1= —%(x —1) ya-da y = —%x +g detileméni alyarys.

Jogaby: y = _éerg. A



Yatlatma: f{x)=x° funksiyanyti grafigine x,=1 abssissaly nokatda
gecirilen galtagsma denillemesi y=5x—4 bolyar (subut edin!). Galta%manyn
we normalynl bur¢ koeffisiyentinii kopeltmek hasyly 5- (——)— -1
bolyandygyna iins beri.

Soraglar we yumuslar

1. y=A(x) funksiyanyn grafigine x, abssissaly nokatda geg¢irilen galtasma
denilemesini yazyn.
2. y=flx) funksiyanyn grafigine x, abssissaly nokatda geg¢irilen normal
denlemesini yazyn.
3. Berlen funksiyanyn kébir goni ¢yzyga parallel bolan
galtagsmasy néhili tapylyar? Mysalda distindirin.
Goniikmeler

45. Funksiyanyni grafigine abssissasy x,=1; x,=—2; x,=0 bolan nokatda
gecirilen galtasma dernillemesini yazyi:

1) f(x)=2x>-5x+1; 2) f(x)=3x—4; 3) f(x)=6;

4) f(x)=x*-4x; 5) flx)=e"; 6) f(x)=2%;

7) f(x)=2"+In2; 8) f(x)=sinx; 9) f(x)=cosx;
10) f(x)=cosx—sinx;  11) f(x)=e%x; 12) f(x)=x"sinx.

46. Funksiya {icin y=7x—1 goni ¢yzyga parallel bolan galtasma detilemesini
yazyi:
1) flx)=x>-2x*+6; 2) fix)=4x>-5x+3; 3) flx)=8x—4 .

47. Berlen f(x) we g(x) funksiyalaryn galtagsmalary parallel bolyan nokatlary
tapyni:

1) f(x)=3x —5x+4, g(X):4x—5,
2) f(x)=8x+09, g(x)=-5x+§;
3) f(x)=Tx+1], g(x)=7x-9;
4) f(x):x -8, g(x)=x2+5;
5) f(x) X+t ) g(x)=5x—7,



6) f(x)=x*+11, g(x)=x>+10.

48. Funksiyanynl grafigine abssissasy a) x,=1; b) x,=2; d) x,= 0 bolan
nokatda gecirilen normal detilemesini tapyn:

1) f(x)=3x*-5x+1; 2) f(x)=3x-40; 3) f(x)=7,;
4) f(x)=x*-10x; 5) flx)=e"; 6) f (x)=12%
7) f(x)= sinx; 8) f(x)=cosx; 9) f(x)=cosx — sinx;
10) f(x)=e™; I1) f(x)=x-cosx;  12)f(x)=x - sinx.
@ Barlag isinin nusgasy
I wariant

1) f(x)=x*+2x>-5x+3 funksiya ii¢in x,=2 we Ax=0,1 bolanda
funksiya artdyrmasyny1nl argument artdyrmasyna-gatnasygyny tapyi.

2) f(x)=—8x?+4x+1 funksiyanyn x,=—3 nokatdaky 6niimini hasaplan.

3) f(x)=x*-7x*+8x—5 funksiyanyn grafigine x,=—4 abssissaly nokatda
gecirilen galtasma deiilemesini yazyn.

4) Maddy nokat s(7)=8#—5¢+6 kanunalayyklyk bilen hereketlenydr.
Eger ¢ — sekunt, s — metrlerde 6lcelydn bolsa, nokadyn #,=8 sekuntdaky
pursatlayyn tizligini tapyn.

5) Kopeltmek hasylynyi niimini tapyn: (3x>—5x+4) - e*.

II wariant

x*—5x+6
x+1

1) Payyn oniimini tapym:

2) Cylsyrymly funksiyanyn éntimini tapyi: ctg'"x.

3. f(x)=+xvx funksiyanyfi X, = % nokatdaky ontimini hasaplar.
4. f(x)=In(x+1) funksiyanyn  grafigine x=0 nokatda geg¢irilen
galtasmanyni defillemesini yazyi.

5. s(t) = 0,5¢> — 6t + 1 kanununalayyklyk bilen hereketlenyéin maddy noka-
dyn 7 =16 sekuntdaky pursatlayyn tizligini tapyn. (— sekuntda, s — metrlerde
Olcelyir).
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49. Berlen y=f(x) funksiya, x, we x nokatlara layyk # we Ay-i hasaplaii:
1) fix)=4x>-3x+2, x,=1, x=1,01; 2) fix)=(x+1)%, x,=0, x=0,1.

50. Eger x,=3 we Ax=0,03 bolsa, berlen funksiyalar ti¢in: a) funksiyanyn
artdyrmasyny; b) funksiyanyn artdyrmasynyn argument artdyrmasyna
gatnasygyny tapyn:

D) f(x)=7x-5; 2)filx)=2x>-3x; 3) flx)=x*+2; 4) filx)=x>+4x.

51. Eger x,=2 we Ax=0,01 bolsa, berlen funksiyalar {i¢in: a) funksiyanyn
artdyrmasyny; b) funksiyanyn artdyrmasynyn argument artdyrmasyna
gatnasygyny tapyn:

1) flx)=—4x+3; 2) filx)=-31; 3) flx)=x’+10x; 4) fix)=x’-10.
52. x—0 bolsa, funksiya haysy sana ymtylyar:

1) flx)=x*-2x*+3x+4; 2) flx)=x>—6x*+8x—7;

3) flx)=(x*-5x+1)(x*~7x*~11x+6);

B foo- 2=, )= 2o

x +7x-28 X +xt+x+l1

53. Funksiyanyn 6niimini tapyii:

1) y=17x; 2) y=29x-3; 3) y=-15; 4) y=16x"-3x;

5) y=—5x+40; 6) y=18x—x?% 7) y=x>+15x;

8) y=16x’+5x>-2x+14; 9) y=3x*+2x*+x.

54. Funksiyanyn oniimini: a) x=—3; b) x=1,1; ¢) x=0,4; d) x=—0,2 nokatlarda
hasaplaii:

1) y=15x; 2) y=9x+3; 3) y=-20; 4) y=5x>+x;
5) y=—8x+4;| 6) y=8x—x?*; | 7) y=x*+25x; 8) y=x’+5x>-2x+4.
55. y=f(x) funksiyanyn oniimini kesgitlemi gord tapyii:
1) f(x)=2x +3x45; 3%) fx)=2tL
X
2) f(x)=(x+2); 4%) f(x):x2+1.
X

56. y= f(x) funksiyanyti x, nokatdaky &niimini tapy:

(3]



) f(x)=4 137 12241 xp =13 2) f(x):§x3+sin22°, Yo =1

x3—1

3) F()=(x+)(Vx-1)xg=4;  4) f(x)=5—, 5 =3

x“+1
57. Maddy nokat S(;):iﬁ —t+5 kanunalayyklyk bilen hereketlenyir
3

(s metrde, ¢+ — sekuntda). Maddy nokadyn 2-nji sekuntdaky tizligini

tapym.
58. Funksiyanyn 6nlimini tapyn:
1 3 3
:__,_2\/;, y=\/;+2x .
D v= o2 2) ,
3%) y=x +x-tgx-logyx; 4) y=(2x+3)’;
5%) y=x-Inx-(x+1); 6) y=(x+J;X\/;—2);
7) y= x'+ 2 ; 8) y=10r+log,5+cos15°;
sin x
9) y=3""-sinx; 10%*) y=tgx-cosx+7*x;
1) f(x):%x4—8x2+3; 12) f(x):gx—sinx+5;
13) f(x)=x10—80x; 14) f(x)=8x- 2 .
In2

59. Funksiyanyn 6niiminii x, nokatdaky bahasyny hasaplan:

1

1) f (x) = , x,=0; 2) fix)=(x*+3x)Inx, x,=1;
COS X
3) S(x)= jrjtff, = 1; 4) fi=e'(x-In2),  x,=In2.

60*. f'(x)>0 densizligi ¢ozun:
1) f{x)=x-1n27-3% 2) f(x)=sinx—2x;
61. Maddy nokat s(7) = %ﬁ —%tz +2¢ kanunalayyklyk bilen hereketlenyir.

Maddy nokadyn tizligi hagan nola deni bolyar? Munuii manysy nime?



62. Oniimi tapyti: 1) y=x" —x* +x; Z)ysz—x; 3)y=x*+x.
X

63. Maddy nokadyn ¢, wagtdaky tizligini tapyn:
D) x(t)=t* =263 +1,t,==5; 2) x(t)=-5t+1> -+t , t,=4.

Oniimi tapyti (64—66):

2
64. 1) y=(c+2)(>-5x); | 2) y=" 2x 1 3) y =t 0 =5x)
X+
4) y= 2x3+4x*+5x; 5) yzﬁ—%; 6) y=7x"+12x++~2019 |
x* X +x+1
65%. 1) y=m—: ) p= g ),
X7 -1 x> +7
66*. 1) y:3 ~smx; 2) y=e>(cosx—sinx);
oS X
_ . In x
3) y=xctgx; 4) y= =
67*. Oniimi x, nokatda hasaplai:
D) f(x)= Xl oy =2 2) flx)=ctgx—2x+2, x,=—2;
13x-5 4

3) f(x)=x*(1gx-1),

68*. Cylsyrymly funksiyanyn 6nlimini tapyn:

x, =1,

1
4) f(x) =ctgx—%lnx, x,=1.

1) x?-sinx; 2) log,scosx; 3) Inctgx;

4) tg¥x; 5) e 6) 23°°%;

7) 358, 8) (x>~10x+7)Incosx;

9) #; 10) e #(r—3x242): 11) Intgx;
12) % - 13) eS8t 14) Incos2x.

(«)



l'l 8-21‘ ONUMIN KOMEGINDE FUNKSIYANY
W = o) BARLAMAK WE GRAFIKLERI GURMAK

Funksiyanyri artmagy we kemelmegi. Artyan we kemelyén funksiyalar
bilen tanyssyilyz. Indi funksiyanyn artyan we kemelydn aralyklaryny
kesgitlemekiicin 6niim diisiinjesinden peydalanyarys.

1-nji teorema. y=f(x) funksiya (a,; b) aralykda kesgitlenen we oniimi
bar bolsun. Eger xe(a;b) tugin  f'(x)>0 bolsa, y=f(x) funksiya
(a; b) aralykda artyan funksiya bolyar (20-nji surat).

2-nji teorema. y=f{x) funksiya (a, b) aralykda kesgitlenen we Oniimi
bar bolsun. Eger xe (a;b) icin  f'(x)<O bolsa, y=f(x) funksiya
(a; b) aralykda kemelyén funksiya bolyar (21-nji surat).

20-nji surat. 21-nji surat.

1, 2-nji teoremalary subutsyz kabul edydéris.

1-nji mysal. Funksiyanyn artyan we kemelydn aralyklaryny tapyn:
F(x)=2x" =3x% —12x +3.

A Bu funksiya (—o0;+ ) aralykda kesgitlenen. Onui 6niimi:

Fl(x)=6x7 —6x—12=6(x—2)(x+1)

f'(x)>0, f'(x)<0 deisizlikleri aralyklar usuly bilen ¢6ziip (—o0;—1)
we (2;+o) aralyklarda funksiyanyn artyandygyny hem-de (—1;2) aralykda
funksiyanyn kemelyéndigini bilip alyarys.

Jogaby: (—o;—1) we (2;+w) aralyklarynda funksiya artyar; (—1;2)
aralykda bolsa funksiya kemelyir. A

2-nji mysal. Funksiyanynl artyan we kemelydn aralyklaryny tapyn:

)=
X



A Bu funksiya (—;0)U(0;+0) aralykda kesgitlenen. Onuil Oniimi:

f '(x)zl—Lz; f'(x)>0, yagny I—LZ>O densizligi aralyklar usuly bilen
X X
¢oziip, ontimin (—oo;—1) we (1;+00) aralyklarda polozitelligini tapyarys. Edil

sonuni yaly, f"'(x) <0, yagny 1— Lz < 0 dersizligi aralyklar usuly bilen ¢oziip,
X
bu denisizlik (—1;0) we (0;1) aralyklarda yerine yetirilyéndigini kesgitleyiris.
Jogaby: funksiya (—o0;—1) we (1;+) aralyklarda artyar; funksiya (—1; 0)
we (0; 1) aralyklarda bolsa kemelyir. A
Funksiyanysi  stasionar nokatlary. y=f(x) funksiya (a; b) aralykda
kesgitlenen bolsun.
1-nji kesgitleme. y=f(x) funksiyanyn ontimi 0-a deni bolyan nokatlara
stasionar nokatlar diyilyir.

3-njimysal. Funksiyanyi stasionarnokatlaryny tapyi: f (x) = 25 —3x —12x+3

A Funksiyanyti 6niimini tapyp, ony nola deileyéris: f”(x)=6x>—6x—12=0. Bu
denlemaini ¢6ziip funksiyanyi stasionar nokatlary x,=—1, x,=2 bolyandygyny
tapyarys.

Jogaby: funksiyanyii stasionar nokatlary x,=—1, x,=2. A

Funksiyanyri lokal maksimumlary we minimumlary. Funksiyanyi
lokal maksimumlaryny we minimumlaryny kesgitlemek ti¢in 6niimden
peydalanyarys.

22- nji surat
3-nji teorema. f(x) funksiya (a,b) aralykda kesgitlenen we f"'(x) bar;

(a;x,) aralykda f'(x) >0 we (x,;b) aralykda f'(x) <0 bolsun, x,€(a, b).
Onda x, nokat f(x)funksiyanyni lokal maksimumy bolyar.

,
(4]



4-nji teorema. f(x) funksiya (a;b) aralykda kesgitlenen we f"(x) bar;
(a;x,) aralykda f'(x)<0 we (x,;b) aralykda f'(x) >0 bolsun, x,&(a, b).
Onda x, nokat f(x)funksiyanyn lokal minimumy bolyar.

3, 4-nji teoremalary subutsyz kabul edyiris.
2-nji  kesgitleme. Funksiyanynni lokal maksimumlaryna we

minimumlaryna onun ekstremumlary diyilyar.
4-nji mysal. Funksiyanyn lokal maksimum we minimum nokatlaryny

tapyit: f(x)=x" —3x+3.

A Funksiyanyi oniimini tapyarys: f'(x)=3x’-3=3(x—1)x+1). Oniim
dhli nokatlarda kesgitlenen we x=+1 nokatlarda nola owriilyédr. Sonun
ticin x=+1 nokatlar funksiyanyn kritik nokatlarydyr. Aralyklar usulyndan

peydalanyp (—oo;—1) we (1; +o0) aralyklarda f'(x) >0, (~1;1) aralykda bolsa
f'(x) <0 bolyandygyny anyklayarys. Diymek, x=-1 lokal maksimum we
x =1 lokal minimum nokatlary eken (23-nji surat).

Slx)=x-3x+3

23-nji surat.
Jogaby: x =-1 lokal maksimum we x =1 lokal minimum nokat. A

Funksiyanyii ifi uly we iri kici bahalary bilen 10-njy synpdan tanys.

fix) funksiya [a;, b] kesimde kesgitlenen we (a; b)-de Oniimi bar
bolsun. Onun i1l uly bahasyny tapmagyn diizgiini seyle:

1) funksiyanyn su aralykdaky &hli stasionar nokatlary tapylyar;

2) funksiyanynl stasionar, aragdk a we b nokatlardaky bahalary



hasaplanyar;

3) bu bahalaryn i1 wulusyna funksiyanyn su aralykdaky in
uly bahasy diyilydr.

Funksiyanyii i1l ki¢i bahasy hem sununi yaly tapylyar.

5-nji mysal. f (x)=x3+4,5x-9 funksiyanyn [—4; 2] aralykdaky il uly we
11 ki¢i bahalaryny tapyn.

A Funksiyanyfi oniimini tapyarys: f'(x)=3x>9x. Oniimi nola
deildp, funksiyanyn stasionar nokatlaryny tapyarys: f'(x)=3x(x+3)=0,
x,= 0 we x,=-3. Funksiyanyn tapylan x,=0, x,=—3 hem-de a=—4, b=2
nokatlardaky bahalaryny tapyarys:
f(0)=0°+4,5-0>-9=-9, A(=3)=(-3)*+4,5-(-3)>-9=4,5,
f(—4)=(—4)*+4,5-4>-9=—1, f(2)=2°+4,5 -2*-9=17.

Diymek, funksiyanyi il uly bahasy 17 we il ki¢i bahasy —9 eken.

Jogaby: funksiyanyi ini uly bahasy 17 we in ki¢i bahasy 9. A

Oniimiri komeginde funksiyany barlamak we grafigini gurmak.
Funksiyany1i grafigini gurmagy asakdaky yzygiderlikde amala asyryarys.

Funksiyanyni:

1. Kesgitlenis oblastyny;

2. Stasionar nokatlaryny;

3. Artyan we kemelyén aralyklaryny;

4. Lokal maksimumlaryny we minimumlaryny hem-de funksiyanyn su
nokatlardaky bahalaryny;

5. Tapylan maglumatlara gord funksiyanyn grafigini guryarys.

Grafigi gurmakda funksiyanyn grafigini koordinata oklary bilen kesisme
we basga kibir nokatlaryny tapmak maksada layykdyr.

6-njy mysal. flx)=x>-3x funksiyany 6niimin komeginde barlan we onun
grafigini guru.

1. Funksiya (—o0; +o0) aralykda kesgitlenen.

2. Stasionar nokatlaryny tapyarys:

f'(x)=(x>-3x)'=3x>-3=0. x,=1 we x,=—1 stasionar nokatlardyr.

3. Funksiyanyti artyan we kemelyén aralyklaryny tapyarys:

(—o0; —1) W (1; +o0) aralyklarda f'(x)>0 bolany iicin f(x) funksiya
su aralyklarda artyar we (—1; 1) aralykda f"'(x)<O bolany tigin f{x)=x'-3x
funksiya (—1; 1) aralykda kemelyér.



4. x=-1 bolanda funksiya lokal maksimuma f(—1)=(—1)>-3-(-1)=2 we
x=1 bolanda funksiya lokal minimuma f'(1)=1°>-3-1=-2 eye.

5. Funksiyanyn Ox oky bilen kesisme nokatlaryny tapyarys:

-3x=x(x*-3)=0. Mundan x=0 ya-da x*>-3=0 derilemini alyarys.
Derleméni ¢6ziip x,=0, x,= V3, x3=—«/§ funksiyany grafiginiii Ox oky bilen
kesigsme nokatlaryny tapyarys. Netijede 24-nji suratdaky grafigi alyarys.

Slx)=x*-3x

24-nji surat.

@ Soraglar we yumuslar

1. Funksiyanyn artyan we kemelyén aralyklary nahili tapylyar?

2. Funksiyanyn stasionar nokadyna kesgitleme berin.

3. Funksiyanyn lokal maksimumlary we lokal minimumlary néhili
tapylyar?

4. Funksiyanyn in uly we i1 ki¢i bahalary néhili tapylyar?

5. Oniimiti kémeginde funksiyanyii grafigini gurmagyii yzygiderligini
aydyn we bir mysalda diistindirin.

6. Funksiyanyn stasionar nokatlary onun ekstremum nokatlary bolmagy
hokmanmy? Mysallar getirin.

1 1
7. f(x)= ZX4 —Exz funksiyany 6niimifi kémeginde barlaii we grafigini

gurun.



Goniikmeler

69. Funksiyanyn artyan we kemelyin aralyklaryny tapyn:

1) f(x)=2-9x; 2).f(x )=—x 8, 3) f(x)=x>—27x;
4 flx)=" 5) f)=x 241 | 6) flx)=a{x6);
7) f(x)=—x2+2x—3; 8) f( )=L2; 9) f(x)=x4—2x2;
10) £ (x)=3x*-8x3 +16; | 11) f(x):1+1 . 12) f(x)=sinx;
13) f(x)=cosx; 14) flx)=tgx; ‘ 15%) f(x)=sin2x + cos2x.
70. Funksiyanyn stasionar nokatlaryny tapyn:
1 5
) fx)=2+"=3x+1; | 2) [lr)=9x—2x; 3%y fx)=lx-1;
4) f(x)=x*; 5) f(x)=8x+5x; 6) f(x)=3x-4;

7*) f(x)=|x +1

71. Funksiyanyi lokal maksimumlaryny we minimumlaryny tapyn:

1) f(x)=x7 —%x“; 2) fl(x)=(x—-4); 3) f(x)=4-3x>—2x%;
4) f(x)=§+§; 5) f(x)=x"-2x"+x-3; | 6) fix)=3tgx;
7) f(x)=2sinx+3; | 8) f(x)=—5cosx—7; 9) flx)=x*—x*+4.

72. Funksiyanyn artyan, kemelyén aralyklaryny tapyn:

D f(x)=x'=27xs | 29 f)= |3 S)=xe

4) f(x)=5sinx+13; 5) f(x)=15cosx—7; | 6) f(x)=—3tgx.
73. Funksiyanyi it uly we i1 ki¢i bahalaryny tapyn:
1) f(x)=x"-8x*+3, xe [— :12) fl(x)=3x" 5% +1, xe [—2; 2];

4) f(x)=3x"—6x>-5x+8, xe [-1;4].

()

3) f( ):ja xe[l 2]

8) f(x)=2x+3x*-6; | 9) f(x)=3+8x"—x*.



74. Funksiyany barlani we grafigini gurui:
3 2 1 5 2, 4 3
) y=x"—-6x"+9x-2; 2)y=§x —Ex +1; | 3) y=x"—-4x"+15.
75%. Funksiyanyn 6ntiminii grafigine garap (25, 26-nji suratlar), asakdakylary
tapyn:
1) stasionar nokatlary; 2) artyan aralyklaryny;

3) kemelyén aralyklaryny; 4) lokal maksimumlaryny;
5) lokal minimumlary.

25-nji surat.

26-njy surat.



@ Barlag isinini nusgasy

I wariant

[a—y

. Oniimi tapyti: 7(x)=20x>+6x>—7x+3.
. f(x)=x>-5x+4 we g(x)= ;C—j; bolsa, f(g(3)) -i hasaplan.

w N

f(x)=x"=5x* +7x+1 funksiya iigin asakdakylary tapyi:
1) stasionar nokatlary;
2) artyan aralyklaryny;
3) kemelyén aralyklaryny;
4) lokal maksimumlaryny;

5) lokal minimumlaryny.
. Oniimi tapyti: (3x+5)*+sinx.

=

n

. f(x)=+1-3x bolsa f '(%j -1 hasaplan.

IT wariant

[a—y

. Oniimi tapyti: 7(x)=10x>+16x>+7x-3.
. f(x)=x*t6x-3 we g(x)= XT_; bolsa, f(g(3)) -1 hasaplan.
X

wW N

. f(x)=x*+2x>—x+3 funksiya ti¢in agakdakylary tapyri:
1) stasionar nokatlary;
2) artyan aralyklaryny;
3) kemelyén aralyklaryny;
4) lokal maksimumlaryny;

5) lokal minimumlaryny.
. Oniimi tapyti: (2x—6)*+cosx.

=

9]

. f(x)=+1-2x bolsa, f '[%) -1 hasaplan.

4 - MATEMATIKA, 11-nji synp ‘



g= = m GEOMETRIK, FIZIKI, YKDYSADY MAZMUN-
22-25 LY EKSTREMAL MESELELERI COZMEKDE
@ = o ) FFERENSIAL HASAPLAMA USULLARY

Geometrik mazmunly meseleler

1-nji mesele. Goniibur¢luk seklinddki yer meydanynyn dasyny 100 m
germew bilen gursamakcy. Bu germew i1l kopi bilen ndge kwadrat mert yer

meydanyny gursamaga yetyér?

A Yer meydanynyii ini x m we uzynlygy y m bolsun (27-nji surat).

Meselanin sertine goré
yer meydanynyn perime-
tri 2x+2y=100. Mundan

y=50—x. Yer meydanynyfi meydany xm
S(x)=xy=x(50—x)=50x—x>.  Mesele

S(x) funksiyanyn in uly bahasyny tap-
maga getirildi. Ilki S(x) funksiyanyin
stasionar nokadyny tapyarys:
S'(x)=50-2x=0, mundan x=25. (—oo;

ym

27-nji surat.

25) aralykda S'(x)>0 we (25; +o) aralykda S'(x)<0 bolany ti¢in S(x)
funksiya x=25 bolanda i1 uly baha eye bolyar we S(25)=625. Diymek, 100
m germewin komeginde in kopi bilen 625 m? yer meydanyny gursamak

mimkin. Jogaby: 625 m*. A

Umuman, perimetri berlen @hli gontiburgluklaryn i¢cinde meydany in ulusy

kwadratdyr.

2-nji mesele. Tarapy a sm bolan kwadrat seklinddki kartondan tisti agyk

guty tayyarlamak¢y. Munda kartonyn u¢laryndan
birmenzes kwadratjyklar kesip alynyar. Gutynyn
gowriimi i1 uly bolmagy {i¢in onuni esas
tarapynyn uzynlygy nice santimetr bolmaly?

A Kartonyn  uglaryndan  birmernizes
kwadratjyklar gyrkyp alnyp, esasy x sm bolan
acyk guty yasalan, diyelin (28-nji surat).

Kesip alnan kwadratjygyn

a—Xx ’ v o e
sm bolyar. Sonuil {i¢in

agyk gutynynn  géwriimi V(x)=%-x-X=

Qﬁ

tarapy

a X

o 28-nji surat.



e 2 . 3 > .
== +t—~ sm’. Diymek, berlen mesele y(x)-- %Jr% funksiyanyi

[0; a] kesimdéki i uly bahasyny tapmaga geldi. V(x) funksiyanyn stasionar
’ ' 3 2
nokatlaryny tapyarys: V'(x) =— Ex +ax=0,

Bu yerden x, =0, x, :ga stasionar nokatlar tapylyar. Gorniisi yaly,

2 2
V(gaJ =Ea3we V(%aj>V(O):V(a):O. Diymek, V(x) -ini [0;q]

kesimdéki i1l uly bahasy %cﬁ bolyar.
Jogaby: agyk gutynyii esas tarapy uzynlygy x = %a sm. A
Fiziki mazmunly meseleler

4
3-nji mesele. Maddy nokat s(¢)= _i_2 +£> kanunalayyklyk bilen hereket-

lenyir (s(f) m-da, ¢ sek-da Olcelyédr). Asakdakylary tapyii:
1) il uly tizlenmé yetyén wagty (¢,);
2) t,wagtdaky pursatlayyn tizligi;
3) t, wagtyn icinde gecilen yoly.
A Maddy nokadyn tizligini tapyarys:

v(1)=s'(1) :[—ﬁ+t3] =—£+3t2
12 3

Fizikadan milim bolgy yaly tizlikden alnan 6niim tizlenméni beryir,

yagny:
a(t)=v' (tH)y=—1+6t.

1) In wuly tizlenmd eye bolyan ¢, wagty kesgitlemek {i¢in
a(t)=v' ()= —+6¢ funksiyany maksimuma barlayarys. Ilki

a' (t)=-2t+6=0 denilleméni ¢dzyiris, mundan 7,=3. (0; 3) aralykda
a'(t)>0 we (3;+w0) aralykda a'(¢) < 0 bolany ti¢in /=3 bolanda a(¢) i1 uly
baha yetydr.

o 3’
2) t, wagtdaky pursatlayyn tizligi hasaplayarys: 1/(3):—?+3-32 =

18
S

&)



4
3) ¢, wagtyn i¢inde gecilen yol S(t):_i_2+ /2 formula #,=3-i goyup

27 81

34
—2 1 27="2220,25 m.
4 4

hasaplanyar: s(3)= —EJF 33 =

Jogaby: 1) 3 sek; 2) 1822 3)20,25 m. A
s
3
4-nji mesele. Maddy nokat s(7) = %_tz +4¢+50 kanunalayyklyk bilen

hereketlenyér (s(7) aralyk metrde, wagt ¢ sekuntda olgelydr). Asakdakylary
tapyn:

1) i kigi tizlige yetilydn wagty (¢,);

2) t,wagtdaky tizlenméni;

3) ¢, wagtyi i¢inde gegilen yoly.

A Maddy nokadyni tizligini we tizlenmesini tapyarys:

3
v(t)=s'(t)=(%—f2+4f+50J =1* -2t 44,

a(t):v’(t)z(t2 —2t+4) =2t-2,
1) In kigi tizlige yetilyén 7, wagty anyklayarys:
V' ()=(-2t+4)'=2¢t-2=0, mundan 7~=1.
(0; 1) aralykda v' () <0 we (1; + o) aralykda V' (#) >0 bolany {i¢in
t,=1 bolanda v (¢) it kici baha yetyir.

2) t, wagtdaky tizlenmini hasaplayarys: a(1)=2-1-2=0 m/s*.

v o . , £ 2 .
3) t, wagtynl i¢inde gegilen yoly s(t):?—t +4t+50 formula z,=1-i

3
goyup hasaplanyar, yagny s(1) = 1?—12 +4-1+50 = 53§m.
Jogaby: 1) 1 s;2) 0 m/s?; 3) 53%m. A

5-nji mesele. Howa sarynat € [0;8] minut aralygynda V() =2£-3#+10¢+2
(m?) géwriimde howa piirkiilyér. Asakdakylary tapyi:
1) baslangyc wagtdaky howany1n géwriimini;

(%2)



2) t=8 minutdaky howanyn géwriimini;

3) t=4 minutdaky howa pilirkeme tizligini;

A 1) baslangyc wagtdaky howanyn géwriimini tapmak {i¢in

V(6)=2£- -3£+10¢t+2 m?® formula =0 goyulyar, yagny V(0)=2 m".

2) t=8 minut wagtdaky howanyn gOowrlimini tapmak {icin

V(6)=2£-3£+10t+2 m* formula =8 goyulyar:

(8)=2-8-3-8*+10-8+2=1024-192+80+2=914 m’,

3) howa piirkeme tizligini tapyarys:

~ 3
V(1) =(2t3 -3¢ +10t+2) = 61* —6t+10(m—,}
min.

3
Diymek, V"(4) =642 —6-4+10=96—24+10=82[m—_].

min

: m’
Diymek, a(3)=12:3-6=30] — |.
min
m3
Jogaby: 1)2 m’;, 2)914m’ 3)82—— A

min
Ykdysady mazmunly meseleler

6-njy mesele. Kerime koynek tikmek {i¢in buyurma aldy. Bir ayda x sany
koynek tikse, p(x)=—x?+100x miinn som girdeji alyar. Asakdakylary tapym:
1) in uly girdeji almak ii¢in ndce koynek tikmeli?
2) in uly girdeji nidce bolyar?
A 1) p(x)= —x*+100x funksiyany maksimuma barlayarys:
p'(x)=(~x* +100x)'= —2x+100=0, mundan x,=50. (0; 50) kesimde
p'(x)>0 we (50; +) aralykda p'(x)<0 bolany {ii¢in x,=50 bolanda funksiya
il uly baha eye bolyar. Diymek, iil uly girdeji almak ticin 50 koynek tikmeli
eken.
2) In uly girdejinin ndgeligini tapmak tigin p(x)=—x*+100x anlatma
x,=50-n1 goyyarys:
p(50)=-50?+100-50=-2500+5000=2500(mint som)=2500000 som.
Jogaby: 1) 50 koynek; 2) 2 500 000 som. A

(&)



@ Soraglar we yumuslar

Oniimi ulanyp ¢oziilyén:
1) geometrik; 2) fiziki; 3) ykdysady mazmunly meseld mysal getirin.
Goniikmeler

76. Goniiburcluk seklinddki yer meydanynynn dasyny gursamakcy.
300 m germewin komeginde in kopi bilen nédge kwadrat metr
yer meydanyny gursamak miimkin?

77. Goniiburgluk seklindédki yer meydanynynn dasyny gursamakey.
480 m germewin komeginde i kopi bilen ndg¢e kwadrat metr yer
meydanyny gursamak miimkin?

78.% Tarapy 120 sm bolan kwadrat seklinddki kartondan {isti agyk guty
tayyarlandy. Munda kartonyn uclaryndan birmenzes kwadratjyklar kesip
alyndy. Gutynyn géwriimi il uly bolmagy ticin kesip alnan kwadratjygyn
tarapy nice santimetr bolmaly?

79.* Konserw banka silindr seklinde bolup, onun doly iisti 216 © sm?-4 den.
Banka i1 kop suw sygmagy (gitmegi) licin bankanyn esasynyn radiusy
we beyikligi néhili bolmaly?

80. Goniiburgluk seklinddki ucastogunn meydany 6400 m?. Ugastogun
taraplary ndhili bolanda ony gursamak ti¢in it kem germew zerur bolyar?

81.* Radiusy 5m bolan sara in ki¢i gowriimli konus dasyndan ¢yzylan.
Konusyn beyikligini tapyii.

82.*% Metaldan sygymy 13,5 /, esasy kwadratdan ybarat bolan goniiburgly
parallelepiped gurulyar. Gabyn 6lgegleri ndhili bolanda ony gurmak ii¢in
in kem metal gidyar?

4
83. Maddy nokat s(t):—%+5t3 kanunalayyklyk bilen hereketlenyir

(s(#) metrde, wagt ¢ sekuntda olgelyir). Asakdakylary tapyn:
1) il uly tizlenma yetilyéan 7, wagty;
2) t,wagtdaky pursatlayyn tizligi;
3) ¢, wagtyi i¢inde gegilen yoly.
4
84. Maddy nokats(7) = —%+12t3 kanunalayyklyk bilen hereketlenyir (s(z)

m-de,wagt ¢ sekuntda 6lcelyér).



1) ini uly tizlenma yetilyin 7, wagty;
2) t,wagtdaky pursatlayyn tizligi;
3) 1, wagtyn i¢inde gecilen yoly tapyn.

3
85. Maddy nokat g (1)= % —2¢2 4+ 407 + 50 kanunalayyklyk bilen hereketlen-

yar (s(f) metrde, wagt ¢ sekuntda 6lgelyér).
1) i1 kici tizlige yetilyin 7, wagty;
2) t,wagtdaky tizlenméni;
3) t, wagtyn icinde gecilen yoly tapyn.
3
86. Maddy nokat s(¢)= %— 31> +8¢+5 kanunalayyklyk bilen hereketlenyir

(s(¢) metrde, wagt ¢ sekuntda Olgelyédr). Asakdakylary tapyn:
1) 1 kigi tizlige yetilyén 7, wagty;
2) t,wagtdaky tizlenméni;
3) ¢, wagtyi icinde gegilen yoly.
87. Howa saryna e [0; 10] minut aralygynda V' (7)=5¢3+3¢*+2¢t+4 (m?)
howa piirkiilyér.
1) baslangyc wagtdaky howanyn géwriimini;
2) t =10 minutdaky howanyn gowriimini;
3) t =5 minutdaky howa piirkeme tizligini;
88. Howa saryna ¢ € [0; 15] minut aralygynda V' (#)=£3+13¢>+t+20 (m?)
howa piirkiilyér. 1) baslangy¢ wagtdaky howanyn géwriimini;
2) t=15 minutdaky howanyn géwriimini;
3) t=10 minutdaky howa piirkeme tizligini;
89. Muslima jalbar tikmek ticin buyurma aldy. Ol bir ayda x sany jalbar
tikse, p(x)=-2x>+120x miifi som girdeji alyar. Asakdakylary tapyn:
1) girdejini il uly etmek {icin nége jalbar tikmeli?
2) 1in uly girdeji ndge bolyar?
90. Muhlisa yubka tikmek {icin buyurma aldy. Bir ayda x sany yubka
tikse, p(x)=-3x*+96x (miiit som) girdeji alyar. Asakdakylary tapyii:
1) girdejini il uly etmek {icin ndg¢e yubka tikmeli?
2) 1in uly girdeji ndge bolyar?

()



' | ‘ i
26-28 YAKYNLASAN HASAPLAMALAR
‘ || J

y=f(x) funksiya x, nokatda ¢ikli /'(x, ) 6niime eye bolsun.

x, abssissaly nokatda y=f(x) funksiyanyi grafigine gecirilen galtagsma
denillemesi y—f(x,)=f"(x,)(x—x,) yaly yazylyandygyny bilyiris.

x, nokady1 yakynynda y=f(x) funksiyanyn grafigini galtasmanyn degisli
kesimi bilen ¢alsyrmak bolyar (29-njy surata garal):

eyt Ax) A
N
a
A
) %/,\ y=fx)
Xo
X, X, +Ax

29-njy surat.
x —x, artdyrmany Ax diyip belgilesek (yagny x = x,, + Ax diyip alsak)
asakdaky yakynlasan gatnasyga eye bolarys:
f(x)=f(x )"’f'(xo )(x_xo )3 ya-da
f(x0+Ax)zf(x0)+f'(xo)-Ax (1)

(1) yakynlasan formula ki¢i artdyrmalar formulasy diylip atlandyrylyar.

Diisiindiris. x, nokat hokmiinde f (xo ), f '(xo )bahalar aiisat
hasaplanyan nokady saylap almak maslahat berilyér. Sunui bilen birlikde x
nokat x, -a nice yakyn bolsa, seyle ¢alsyrma anygrak bolyandygyny bellik
edyaris.

Indi biz ki¢i artdyrmalaryn formulasyna dayanmak bilen yakynlasan
hasaplamalary yerine yetiryéris.

1-nji mysal.

Sx) = x"-2x4+3x*—x+3 funksiyanyi x=2,02 nokatdaky bahasyny takmyny

Qﬁ



hasaplan.
A x=2,02 nokada yakyn bolan x,=2 nokady alsak, bu nokatda f{x) funksiya

bahasy afisatja tapylyar: /' (x, )=/ (2)=13.
Bu funksiyanyf oniimini tapyarys: f'(x)=7x* —12x" +6x—1.

Onda

f'(x)=/f'(2)=75 ,Ax=x—x,=2,02 —2=0,02 bolyar.

Diymek, (1) formula gord f(2,02)=f(2+0,02)=13+75-0,02=14,5.

Kalkulyatoryin ya-da basga hasaplayys serisdesinin komeginde
£(2,02)=14,57995 bahany alyp bileris. A

2-nji mysal. /1,02 kokiini bahasyny takmyny hasaplar.

A f(x)=+/x funksiyany garayarys. Onufi dniimini tapyarys:

W o1
ffﬂ—ﬁﬁ)—gﬁn

, =1 diyip alsak, f(xo):f(l):\/—:l
f(xo) f(1)_57 ; Ax=x-x, =1,02=1=0,02 bolyar.

Diymek, (1) formula gora

\/1,02:\/1+0,02z1+%.0,02:1,01.

Kalkulyatoryii ya-da basga hasaplayys serisdelerinii komeginde
v1,02 =1,0099504938... bahany alyp bileris. A

3-nji mysal. /7.997 -nifi bahasyny takmyny hasaplan.

Af(x)= i/;, funksiya garayarys. Onun 6niimini tapyarys:

2

Fw=5r
x, =8 diyip alsak, f(x0 )=f(8)=3/§:2,

12 1 1
; 8)=18 P =
S'(x)=1"(8) e 12

Ax=7,997-8=-0,003 bolyar.

&)



Diymek, (1) formula gord
37,997 =3/8+(-0,003) ~2 -

0,003

=1,9997.

Kalkulyatoryi ya-da basga hasaplayys serisdesinin komeginde
/7.997 ~1,9997499687... bahany alyp bileris. A

4-nji mysal. sin 29°-yfi bahasyny takmyny hasaplari.
A f(x)=sinx funksiyany garayarys. Onuil Oniimini tapyarys:

f'(x)=cosx-

T 4:vi T .o 1

x, == diyip alsak, = f(X)=sint ==,

o =% digipalsak, f (x,)=f (%) =sin% ==
T T \/g 297 &« T ,
(x,)=Ff'(Z=)=cos==—, Ax="22 -2 =—__=_ bolyar.
/(%) f(6) 6 2 180 6 180 Y

Diymek, (1) formula gora
sin29° =sin(Z + (--2X-)) zsinl——SL:l—ﬁi ~0,484... .
6 180 6 2180 2 2180

Kalkulyatoryii ya-da basga hasaplayys serisdesinii komeginde
sin29° ~0,4848096202... bahany alyp bileris. A

5-njimysal. Logarifmleri hasaplamak ti¢in ki¢i artdyrmalarii formulasyny
getiryaris.
A fx)=lnx;  f'(x)= l (1) -a gord, In(x, + Ax) =~ Inx, +L-Ax _
X

X0

kici artdyrmalaryn formulasyny alyarys.

Eger x,=1 we Ax=¢ bolsa, In(1+7) = ¢ bolyar.
Mundan, meselem, In1,3907= In(1+0,3907) = 0,3907 bahany alarys.

Eger x,=0, yagny Ax=x-x, =x bolsa, (1) ki¢i artdyrmalaryn

formulasy
JOO=R0)+/"(0)x 2
gorniisi alyar. A

Synpda yerine yetirilydn yumus. (2) formula esaslanyp, x yeterlice kici
bolanda
sinx=~x, tgx~x, e~ +x,

(1+x)" = 1+mx, sol sanda, /1 + x z1+%x, M+ x zl+%x

yakynlasan formulalary alym.



6-njy mysal. _1 anlatmany takmyny hasaplari.
0,997
A (1+x)" = 1+mx formuladan peydalanyarys:
1

————=(1-0,003)3*~1+(-30)(-0,003)=1+0,09=1,09.

0.997" ( ) (=30)( )

Kalkulyatoryii ya-da basga hasaplayys serisdesinin komeginde
I ~1,0943223033... bahany alyp bileris. A
0,997%°

(1+x)"=1+mx yakynlasan formuladan peydalanyp kokleri calt hasaplamak
usulyny teklip etmek miimkin.

Hakykatdan hem, n — natural san bolup, B| sany ‘A”‘ -a gord yeterlige

kigi bolsun.
Onda
1
S vB=a1+B ) ~al1+-8
A" nA4"
ya-da
B
VA"+ B~ A+——-
nA"
Meselem, /131 =3/125+6 =5+ 3 652 =5,08.

Kalkulyatory1l ya-da basga hasaplayys serisdesiniii komeginde
/125 =5,0788... bahany alyp bileris.

(2) formula esaslanyp, x yeterlice ki¢i bolanda cosx-in
bahasyny takmyny hasaplalyni.

(cos x)'=—sin x bolany ticin  f(x) = f(0)+/'(0)x

formula cos x=cos0 — (sin 0) x=1, yagny cos x=1 gorniisi alyar.

Gorniisi yaly, seyle “yakynlasan” formula bizi kanagatlandyrmayar.

Sonun ti¢in, basgaca cemelesyéris. Esasy trigonometrik tozdestwodan

cosx=++1-sin’ x deiligi alyarys.

Yokarda belleysimiz yaly, x yeterlice ki¢i bolanda sinx=x bolyar.

Diymek, cosx=+/1-sin’ x ~vV1- x> _



Gorniisi yaly, x yeterlige kigi bolanda x” hem kigi bolyar.

2
Diymek, v1+x =1+ %x formuladan /1-x* ~1— x? formula goniiden-

2

goni gelip ¢ykyar, yagny cosx ~1— x? formula yerlikli bolyar.

7-nji mysal. cos44° ni takmyny hasaplari.
A cos(x—y)=cosxcosy+sinxsiny bolany {li¢in

cos44’ :cos(z—i):coslcosi+sin£siniz
4 180 4 180 4 180
ZQ(COS—+SIH—) cos—2—=~ ——( )’ =0,9998476...,
2 180 180 180 2 180
sin—— ~ ——=0,0174532.... Diymek, cos44” ~(,7193403...
180 80

Kalkulyatorynn ya-da basga hasaplayys serisdesinin komeginde
cos44°=0,7193339... bahany alyarys.

@ Soraglar we yumuslar

1. Kigi artdyrmalaryn formulasyny yazyn.
2. Kigi artdyrmalarynn formulasynynn ulanylysyna degisli mysallar
getirin.

Goniikkmeler

91. f(x) funksiyanyn x, we x, nokatlardaky bahasyny takmyny
hasaplaii:

a) flx)=x*+2x, x=2,016, x,=0,97,
b) Ax)=x~x*,  x=1,995,  x,=0,96;
d) flx)=x>-x, x,=3,02, x,=0,92;
e) flx)=x*+3x, x,=5,04, x,=1,98.

(1+x)"=1+mxyakynlagan formuladanpeydalanyp,sanlyarnlatmanytbahasyny
hasaplan (92-93):
92. a) 1,002'; | b) 0,995¢;

93. a),/1,004; | b)4/25,012

d) 1,032%;

.| d)4/0,997;

¢) 0,998%.

e)~/4,0016




Yakynlasan formulalardan peydalanyp, hasaplaii (94-97):
94. a) tg 44°; b) cos 61°; d)sin 31°; e) ctg 47°.

95. a)cos(%+0,04j; b) sin(%—o, O2j;
d)sin(£+0,03j; e)tg 1+0,05j.
6 4
96. A5 b);- d)%- e) L
1,003 0,996 2,0016°° 0,994°
1
. 0,015 '
97. a) In0,9; b) . d) TR

y=f(x) -ifi gorkezilen nokatdaky vyakynlasan bahasyny hasaplafi
(98-1006):

98, y=x/x" +7x, x=1,012.
99. y:\/x2+x+3, x=197.
100. y=x°, x=1,021.
101. ) = x*, x =0,998.
102. y =3/, x=1,03.
103. y =x°, x=2,01.

104*. y=+/1+ x+sinx, x=0,01.
105*%. y =</3x+cosx, x=0,01.

106%. y = {/2x —sin(7x/2), x=1,02.

&)
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29-32 ONUMIN KOMEGINDE MODELIRLEMEK
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10-njy synpda (79-81-nji tema) bakteriyalaryn sanynyn kopelis prosesini
owrendik. Indi bu hadysa basgaca ¢emeleselin.

1-nji mesele. Her bir bakteriya milim wagtdan (birnd¢e sagat, ya-
da, minutlardan) son ikd boliinydr we bakteriyalaryn sany iki esse
artyar. Nobatdaky wagtdan soni su iki bakteriya hem ikd bolinydr we
populyasiyanynn mukdary (bakteriyalar umumy sany) yene iki esse artyar...
Bu kopelis prosesi amatly sertlerde (populyasiya {i¢in zerur resurslar, yer,
iymit, suw, energiya we basgalar) dowam ediberyiér, diyelin.

Bakteriyalaryn kdpelis tizligi bakteriyalaryn umumy sanyna proporsional
diyip ¢ak edelin.

Bakteriyalaryni populyasiyasynyn sany islendik 7 wagta gord ndhili
lytgeyéar?

A b(f) diyip ¢ wagt aralygyndaky bakteriyalaryfi populyasiyasynyn
umumy sanyny belgildlin.

Oniimiti manysyna gori, bakteriyalaryti kopelis tizligi b'(f) -ge den.

Cakymyza gord, islendik 7 wagtda b'(#) mukdar b(¢) mukdara proporsional,
yagny

b'(1)=kb(1) (1)
gatnasyk yerlikli. Bu yerde k& — proporsionallyk koeffisiyenti.

b,=b(0) — baslangy¢ =0 wagtdaky populyasiya sany bolsun.

Gorniisi yaly, b(f)=b,e" funksiya (1) ni kanagatlandyryar.

Cyndan hem, b'(t)=(b,e"")'=kb,e"=kb(t).

Ilki 10 million bakteriya bolsa, (b,=10 mln), seyle bakteriyalaryn sany
bir sagatdan soni 5(1)=10¢/=20 (mln) -a den bolyar, yagny ¢/=2. Mundan
k=In2-4 eye bolarys.

t wagt aralygyndaky bakteriyalaryn populyasiyasynyn sanyny tapalymi:

b(£)=10eM2=10-2" (mln).

Bu netije 10-njy synpda alnan netije bilen tistme-iist diisyar. A

‘/,7



Taryhy maglumat. 18-nji asyrda inilis alymy Tomas Maltus yokardaky
pikirlere menizes pikir yoredip, yer yiiztindéki ilat sanynyn 6siisi {i¢in

N'()=kN(?) 2

gatnasygy aldy, bu yerde N(f) — wagtyn ¢ momentindéki ilat
sany.

N=N(t,) — baslangyc¢ ¢, wagtdaky ilat sany bolsun.

Munda N(7)=N,e"* funksiya (2) derileméni kanagatlandyryar.

Cyndan hem, N'(£)= N,(e"""0)=kN,e"""O=kN(t).

N(£)=N, "™ kanunalayyklyk ilatyn eksponensial désiisini, yagny
calt, dyngysyz 0Oslis prosesini anladyandygyny hasaba alyp, Tomas
Maltus wagtyn gegmegi bilen adamzada iymit resurslary yetmezgiligini
«prognoz» edendigini belldp gecyiris (30-njy surata garari).

30-njy surat.

2-nji mesele. Ekologiya janly organizmleriii dasky gursaw bilen 6zara
gatnasygyny owrenydr. Kopelis ya-da diirli sebédplere gord heldk bolmak
bilen bagly bolan populyasiyalaryii sanynyn tiytgeyén tizligi wagta nahili
baglanysykda bolyandygyny éwrenin.

A N(f) — wagtyit ¢+ momentinddki populyasiya sany bolsun, onda
eger wagtyn bir birliginde populyasiyada dogulyan jandarlaryi sanyny
A, heldk bolyanlaryn sanyny B diysek, yeterli esas bilen aytmak miimkin,
yagny N-in wagta goré liytgeyén tizligi

N'(f)=A-B 3)

gatnasygy kanagatlandyryar.
Barlaggylar 4 we B ni N-e baglylygyny asakdaky yaly hésiyetlendiryérler.



a) In yonekey yagday: A=aN(¢), B=bN(t). Bu yerde a we b — wagtyn bir
birliginde doglus we helidk bolma koeffisiyentleri.
Munda (3) gatnasygy
N'(t) =(a—b)N(1) 4)
gorniisde yazmak miimkin.
Ny=N(t,) — baslangyc ¢, wagtdaky populyasiya sany bolsun.
Munda N(#)=N,e'“ P (4) funksiyany kanagatlandyryar (barlan).
b) A=aN(f), B=bN *(f) yagday hem dusyar.

Munda
N '(t)y=aN(t) — bN *(¢) (5)
gatnagyk emele gelyér.
Nyalb _
N(t)= funksiya (5)

N, +[al/b-N, e ™)
denlemaini kanagatlandyryandygyny barlamak mimkin. A
(4) gatnasygy 1845-nji yylda belgiyaly demograf-alym Ferhyulst
populyasiyadaky icki gores hasaba almak bilen acys etdi. Bu netije Maltusyn
(2) gatnagygyna gord populyasiyanyn Osiigini anygrak hisiyetlendiryar.
Populyasiyanynl artyp-kemelmegi a we b sanlara nihili bagly bolyar,
diyen soragyn doremegi tebigydyr.

Asakdaky  ¢yzgyda %>NO we %<N0 yagdaylar  {igin

B Nyalb
N, +[a/b—N, Je ™)

gorkezilen:

N ()

gornlisddki  funksiyanyn  grafikleri

v

31-nji surat.



P y o .., a
Gorniisi yaly, wagtynn gecmegi bilen populyasiya sany b sanyna

yakynlagyan eken. Bu yagday doyumma diylip atlandyrylyan hadysany
aflladyar.
Cyzgyda gorkezilen egri ¢yzyk Maltus tarapyndan /Jogistik egri
cyzyk diyip atlandyrylyp, ol adamy1ni durmusynyni diirli ugurlarynda dusyar.
Funksiyanynn ontimini su funksiya bilen baglayan y'(x)=F(x, »)
gorniisdiki gatnagyga differensial deiileme diyilyar.
Yokarda getirilen (1) — (5) gatnasyklar differensial defilemelere mysallardyr.
Differensial detileméni kanagatlandyryan islendik funksiya onun ¢oziiwi
diyilyir. Yokary matematikada belli bir sertlerde y'(x)=F(x, y) gorniisdiki
differensial detileménin y(x,)=y, baslangy¢ serti kanagatlandyryan yeke-tdk
y(x) ¢ozliwi bardygy subut edilen.

3-nji mesele. Wagtynn ¢ momentinde satylyan Onlim barada
habardar bolan hyrydar sany x(¢) -nit wagta baglylygyny owrenin. (Bu
mesele reklama netijeliligini anyklamakda moéhiim.)

A Ahli  hyrydar sanyny N diyip belgilesek, satylyan
oniimden bihabarlaryn sany N—x(1) bolyar. Oniim
barada habardar bolan hyrydarlar sanynyn
x(¢) artys tizligine we N—x(f) -ga proporsional diyip hasaplasak, asakdaky
differensial detilemd eye bolarys:

x '()=kx(t)(N—x(¢)), bu yerde k>0 — proporsionallyk koeffisiyenti.

Bu defilemdnint  ¢oziiwi  x(7) dan ybarat, munda

T 1+ pe ™

P= e%c , C —hemiselik san.

Gorntisi  yaly, islendik yagdayda ¢ wagtyn gegmegi bilen Pe™
agza kicilesip beruberydr we mundan, x(7) =
yakynlasyar (32-nji surata garan). A

TP anlatmanyin bahasy N-e
e

5~ MATEMATIKA, 11-nji synp ‘



32-nji surat.

4-nji mesele. Massasy m, yylylyk sygymy c¢ hemiselik bolan jisim
baslangy¢ momentde 7;, temperatura eye bolsun. Howany1nl temperaturasy
hemiselik we 7 (7> 1)-ge denl. Jisimin c¢dksiz ki¢gi wagtyn iginde
berenyylylygyjisimbilenhowany temperaturalarynyn arasyndaky tapawuda,
sonuni yaly-da, wagta proporsionaldygyny hasaba almak bilen, jisimin
sowama kanunyny tapyn.

A Sowama dowamynda jisimifi temperaturasy 7,,-dan 7 ¢enli peselydr.
Wagtyn tmomentinde jisimin temperaturasy 7(¢) -ge deni bolsun. Ciksiz kigi
wagt aralygynda jisim beren yylylyk mukdary, yokarda aydylysyna
gord,

Q'(O)=—k(T-)

-e den, bu yerde k — proporsionallyk koeffisiyenti.

Ikinji tarapdan, fizikadan mélim bolsy yaly, jisim 7' temperaturadan t
temperatura ¢enli sowanda berydn yylylyk mukdary Q=mc(7(f)—1)-e den.
Oniimi hasaplayarys:

Q'(O)=mcT'(D). (6)

0 '(¢) tgin tapylan iki anlatmany denesdirip, mcT'(f)=—k(T—r) differensial
denlemani alyarys.

k

——t

T(t)=t+Ce ™

funksiya (6) differensial denileméni kanagatlandyryar (6ziiniz barlan!), bu
yerde C — islendik hemiselik san.



Baslangy¢ sert (/=0 bolanda 7=T7,) C -ni tapmaga miimkingilik beryér:
C=T,-r
Sonun tigin jisimin sowama kanuny asakdaky gorniisde yazylyar:
k

T()=t+(T,~ 1) e . k

Jogaby: T(H)=t+(T,—1)e ™ A.

5-nji mesele. Tamdyrdan alnan (liziilen) ¢oregin temperaturasy 20
minudyn i¢inde 100°-dan 60° ¢enli peselyér. Dasky gursawyn temperaturasy
25°. Coregin temperaturasy ni¢e wagtda 30° cenli peselydr?

A Yokardaky meseldniii ¢oziiwinden peydalanyp, ¢oregii sowama
kanunyny asakdaky gorniisde yazyp bileris:

3
T()=1+(Ty— 1) e m=25+(100—25)e” =25+ 75¢",

bu yerde a — nébelli koeffisiyent.
a -ny tapmak {i¢in /=20 bolanda 7(20)=60 deiilikden peydalanyarys:
T(20)=25+75¢*" =60

1

756200 :35, (ea)zo :E:l’ ea = l 20 .
75 15 15

20
Diymek, ¢oregiii sowamagy 7 =25+ 75(lj kanunalayyklyga boyun
egyédn eken. 15

Coregin temperaturasy 30° ¢enli peselis wagtyny tapyarys:
' L
30=25 757%){7}20 > ]
= + R _ =
15) ° 15 75 15

7 Voo
h{gj =2’—0(1n(7)—1n(15))

—20In15 -20-2,7081 _
In7-1Inl5 —-0,762
Jogaby: 1 sagat 11 minutda ¢oreginl temperaturasy 30° ¢enli peselyir. A

bolany tigin 7*= 71

6-njy mesele. Motorly gayyk yata suwda 20 km/sagat tizlik bilen
hereketlenydr. Mailim wagtdan sofi motor hatardan c¢ykdy. Motor
togtandan 40 sekunt wagt gecenson gayygyn tizligi 8 km/sagat

()



boldy. Suwunl garsylygy tizlige proporsional bolsa, motor togtandan
2 minut wagt gecensonl gayygyi tizligini tapyi.

=0 t=40 sekunt
A4 0 o °
4, A
VO Vl VZZ?
° o o

33-nji surat.
A Gayyga F=—kv gliyc tisir edyér. Nyutonynl kanunyna gord F'=mv'(¢)
Mundan mv'(f) = — kv.
_k
Bu defileméni v (1) = Ce ' gorniisdaki funksiya kanagatlandyryar.
=0 bolanda v=20 sertinden C=20 gelip ¢ykyar.

_r 1
Mundan v(7) = 20e ' = 40 sek = oo Sagat bolanda gayygyii tizligi
ro1 r 90
8 km/sagada den, mundan 8 =20e " *° ya-da e” = (gj hem-de
t=2min= 30 sagat bolanyndan

1
50 57 32

v=20 (Ej = 20(5) =75 ~ 1,28 (kni/s) bolyandygyny tapyarys.

Jogaby: Motor togtandan 2 minut wagt gecenson, gayygyn tizligi
takmynan 1,28 km/sagada deii bolyar. A

7-nji mesele. Radioaktiw dargama netijesinde radioaktiw maddanyn
massasy m(f) -niit wagta gora tiytgeyan kanunalayyklygyny tapyil. Bu yerde
m(t) gram, ¢ — yyllarda olcelyar.

A Dargama tizligi massa proporsional diyip ¢ak etsek,



m'()=—a m(?) (7)

differensial denlemid eye bolarys. m(f)=Ce* funksiya bu defileméanin
¢cOziiwidigini barlamak miimkin.

m(t,)=m, baslangy¢ sertden m(t)=mye
bolarys. Jogaby: m(t)=mye * "™ . A

—a (t-1y)

kanunalayyklyga eye

Ykdysady modeller. Talap we teklip ykdysadyyetinn fundamental (esasy)
disiinjeleridir.

Talap (harytlar we hyzmatlara talap) — hyrydar, sarp edijininl
bazardaky belli bir harytlary, nygmatlary satyn almak islegi; bazara ¢ykan
we pul miimkingilikleri bilen tipjiin edilen zerurlyklary.

Talap mukdarynyn {iytgemegine birnd¢e faktorlar tdsir edydér.
Olaryn arasynda it mohiimi nyrh faktorydyr. Harydyn nyrhynyn peselmegi
satyn alynyan harydyn mukdarynyn artmagy we tersine, nyrhyn artmagy
sowda mukdarynyn kemelmegine getirydr.

Teklip — belli bir wagtda we belli bir nyrhlar bilen bazara ¢ykarylan we
cykarylmagy miimkin bolan harytlar we hyzmatlar mukdary bilen atiladylyar;
teklip — ondiirijilerin (satyjylaryn) 6z harytlaryny bazarda satmaga bolan
islegi. Bazarda harydyn nyrhy bilen onun teklibinin mukdarynyn arasynda
goniiden-goni baglylyk bar: nyrh nége yokary bolsa, basga sertler tiytgemedik
yagdaylarda, satmak {i¢cin son¢a kopréik haryt teklip edilyédr, ya-da tersine,
nyrhyn peselmegi bilen teklibin gowriimi gysgalyar.

Talap we teklibin diiyp mazmuny olaryin nyrh arkaly o©zara
baglanysykda bolmagydyr. Bu baglylyk — talap we teklip
kanuny bazar ykdysadyyetiniii obyektiw kanuny hasaplanyar. Talap we
teklip kanunyna gori, bazardaky teklip we talap dirie bir mukdar taydan dal,
eysem Oziinin diiziimi taydan hem bir-birine layyk gelmelidir, diie sonda
bazar denagramlylygy gazanylyar. Bu kanun alys-calys kanuny bolup,
bazary dolandyryan we tertibe salyan giiy¢c derejesine goterilyédr. Ona gord
bazardaky talabyn tiytgemegi derrew onlimgilige yetirilmelidir. Bazardaky
talap we teklip gatnasygyna garap oniimg¢ilik depginleri we gurlusy doéreyar.

Asakdaky meseld garalyn.

Fermer uzak mohlet dowamynda miweleri bazarda satmaga c¢ykaryp
gelyidr. Her hepdenini ahyrynda ol nyrhy1 tiytgeyén tizligine gozeggilik edip,
indiki hepdé ¢ykarylan miwelerin tdze nyrhyny ¢cemeleyar.



Edil seyle sarp edijiler hem nyrhyn dytgeydn tizligine
gozegeilik edip, indiki hepdd satyn alynyan miwelerin mukdaryny
kesgitleyérler.

Indiki hepdedédki miweleriii nyrhyny p arkaly, nyrhyn tiytgeyén tizligini
bolsa p' arkaly belgilélin.

Teklip hem, talap hem harydyni nyrhy bilen onuni liytgeyén tizligine
baglydygyny ynam bilen aydyp bileris. Bu baglanysyk néhili bolyar?

A seyle baglanysyklaryn il yonekey gorniisi asakdaky yaly bolyan eken:
y=ap'+bp+c, bu yerde a, b, ¢ — hakyky sanlar.

Meselem, g arkaly talaby, s arkaly bolsa teklibi belgilesek, olar ii¢in
yokardaky baglanysyklar ¢=4p'-2p+39, s=44p'+2p—1 denlemelerin
komeginde arladylmagy miimkin.

Bu yagdaynda talap we teklibin 6zara denlligi 4p'-2p+39=44p'+2p—1
gatnasygyn komeginde ailadylyar.

Bu deiilikden p'——2 19
alyarys. 10

Eger baslangyc¢ nyrhy p(0)=p, diyip belgilesek, nyrh

gornlisddki  differensial defilemédni

A

p=(p, —10)e ® +10 kanunalayyklyk bilen iiytgeysini alyarys. A

Inwestisiya. Nahilidir 6nlim p nyrh bilen satylyar diyip ¢ak edelin,
Q(f) funksiya ¢ wagtyn dowamynda oOndiirilen 6nlimin mukdarynyn
tiytgeysini anladyar diysek, onda ¢ wagtyn dowamynda pQ(f)-a deni
girdeji alynyar. Aydaly, alnan girdejinit bir bolegi 6niim o6ndiirmek
inwestisiyasyna sarp bolsun, yagny

1(t) = mpQ(?) (8)

m — inwestisiya normasy, hemiselik san we 0<m<1.

Eger bazar yeterlice 1pjin edilen we Ondiirilen Oniim
doly satylan diyen diisiinjeden gelip ¢ykylsa, bu yagday ontimgiligin
tizligininl yene artmagyna getiryar.

Onumgiligiﬁ tizligi bolsa inwestisiyanyil artmagyna proporsional,
yagny

Q=l1(1), 9)
bu yerde / — proporsionallyk koeffisiyenti.

(8) formulany (9) -a goyup



0'=kQ, k=Imp (10)

differensial defileméni alyarys.

C — islendik hemiselik san bolanda Q = Ce" gorniisdiki funksiya (10)
differensial defileméni kanagatlandyryar.

Baslangy¢ moment 7=#, bolanda 6niim 6ndiirmegin géwriimi Q, berlen
diyip cak edelifi. Onda bu sertden hemiselik C-ny tapmak miimkin:

0, = Ce™, mundan C =Q,e ™.

Netijede oniimgiligiti gowrimi Q= 0,¢""™  kanunalayyklyk bilen
tiytgeyédndigini bileris.

@ Soraglar we yumuslar

1. Bakteriyalarynl midlim wagtdan son ikd boliinmek prosesini oniimifi
kdmeginde modelirlén.

2. Tomas Maltusyn yer yiiziindéki ilat sanynyn artysyna degisli meselesini
diistindirin.

3. Tomas Maltusyni logistik egri ¢yzgyny diistindirini.

4. Reklamanyn netijeliligine degisli meseldni Oniimin kdmeginde
modelirlan.

Goniikmeler

Tekstddki 4-nj1 meseléninl ¢éziiwinden peydalanyp, géniikmeleri ¢oziin

(107-108):

107. Temperaturasy 25°C bolan metal parcasy peje goyuldy.
Pejinn temperaturasy 25°C-dan baslap minudyna 20°C tizlik bilen
dendlgegli yokarlanyp baslady. Pejini we metalynn temperaturasynyi
tapawudy 7°C bolanda, metal minudyna 10-7°C tizlik bilen gyzdyrylyp
baglayar. Metal parcasynyii 30 minutdan sorniky temperaturasyny
tapynl.

108. Jisiminl baslangy¢ temperaturasy 5°C. Jisim N minudyn dowamynda
10°C ¢enli gyzyar. Dasky gursawyn temperaturasy 25°C. Jisim hacan
20°C-a ¢enli gyzyar?

Tekstdédki 7-nji meseldnin ¢oziiwinden peydalanyp, goniikmeleri ¢6ziin:
109. Tejribelere gord 1 yylynn dowamynda radiynini her bir gramyndan

0,44 mg madda dargayar

a) ni¢e yyldan son bar radiynin 20 géterimi dargar?

b) bar radiyniil 400 yyldan son nédge goterimi galar?

()



Tekstddki 6-njy meseldni ¢cozmendéki pikir yoretmelerden peydalanyp,

goniikmeleri ¢oziin (110-111):

110. Gayyk suwun garsylygy tésiri astynda 6z hereketini hayalladyar.
Suwunn  garsylygy gayygyn tizligine proporsional. Gayygyn
baslangyc tizligi 1,5 m/s, 4 sekuntdan soni onun tizligi 1 m/s boldy.
Nice sekuntdan son gayygy tizligi 2 esse kemeler?

111. 10 / gowriimddki gap howa bilen doldurylan (80% azot, 20% kislorod).
su gaba 1 sekuntda 1 litr tizlikde azot piirkiilyér. Ol tizniiksiz yagdayda
garysyp, su tizlikde gapdan ¢ykyar. Né¢e wagtdan son gapda 95% azotly
garyndy emele geler?

Gorkezme: y(t) bilen ¢ wagtdaky azoty1 iilsiini belgilesek, y(7) funksiya
y'-V=a(1-y) gatnasygy kanagatlandyryar diyelin. Bu yerde V- gyzdyrma
gowriimi, a- plirkeme tizligi.

@ Barlag isinin nusgasy

1. Esasy kwadrat bolan goniiburg¢ly parallelepiped seklinddki
tisti acyk metal gap yasamakgy. Gabyn géwriimi 270 / bolmaly. Gabyn
Olcegleri néhili bolanda ony yasanda il kem metal gidyar?

4
2. Maddy nokat s(t):—%+ 72¢% kanunalayyklyk bilen hereketlenyir

(s(7) metrde, # wagt sekuntda 6lgelyér).
1) i1 uly tizlenma yeten wagty (#,);
2) t,wagtdaky pursatlayyn tizligi;
3) t, wagtynn dowamynda gecilen yoly tapy.
3. Yakynlasan hasaplama formulasyndan peydalanyp 1n 0,92 tapyi.
4. Yakynlasan hasaplama formulasyndan peydalanyp sin(—1, 2)-ni tapyq.
5. Oniim o6ndiiryin telekecinifi giinliikk girdejisi asakdaky formula bilen
hasaplanyar:
P(x)=—3x*+42x—6 (miin som) bu yerde x — dntimler sany.
Asakdakylary anykla:
1) in uly girdeji almak iicin telekeci ndg¢e oniim ondirmeli?
2) telekecinini in uly girdejisi nd¢e som?
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112. Maddy nokadyn hereket kanuny s=s(r) -ga gOrd onun il uly
ya-da 111 kigi tizligini tapyni:
1) s=13¢ | 2)s=17t-5; 3) s=£+5t+18; 4) s=P+2£+51+8;
5) s=2+5+61+3; 6) s=13£+2£; 7) s=£+1+3.
113. Berlen funksiyanyn grafigine: 1) x,=—1; 2) x,=2,2; 3) x,=0 abssissaly
nokatda gecirilen galtasmany tapyii:
D) f(x)=12x*+5x+1; | 2) fix)=13x+4; |3) f(x)=60; |4) f(x)=x’+4x;
114. Berlen funksiya iicin y=—7x+2 gbni ¢yzyga parallel bolan galtasma
denilemesini yazyn:
1) f(x)=5x-2x>+16; | 2) f(x)=—4x>+5x+3; | 3) f(x)=—8x+5.
115. Berlen f(x) we g(x) funksiyalar grafikleriniii galtasmalary parallel
bolyan nokatlaryny tapyii:

1) f(x)=2x-3x+4, 2(x)=12x-8;

2) f(x) = 18x+19, g(x)=—15x+18;
3) f(x) =2x+13, g(x)=4x—19;
4) flx)=2x%, glx)=4x*;

5) f(x) = 2x*+3x2, g(x)=15x-17,
6) f(x) = 2x*, g(x)=4x’;

116. 1) y:l funksiyanyn grafiginifi x:—% nokatdan ge¢ydn galtasma
X

defilemesini diiziin. 2) y=x parabolanyfi x=1 we x=3 abssissalara
degisli nokatlary utgasdyrylan. Parabolanyn su 2 nokady utgasdyryan
kesime parallel bolan galtasmasy haysy nokatdan gec¢yar?

3) Maddy nokat s(r)= % - sin%t +3 kanunalayyklyk bilen hereketlenyir.
(s-santimetrde, #-sekuntda). Maddy nokadynn 1-nji sekuntdaky
tizlenmesini tapyn.

117. Funksiyanyn gorkezilen nokatdaky oniimini hasaplan:

1)/ (r)=x-15, x, :—%; 2) /(x)=3cosx, x, = —7;

(73)



3) f(x):%,xO:—Z; 4) f(x)=—sinx, xoz—%.

5) f(x)=x" -4, x,=5; 6) f(x)=sinx, xo:%;

1
e

7 f(x)= ;

» x0:_2; 8) f(.Xf):COSSX, x():%.

9) f(x)=—cos2x, x0=—%.

118. Gorkezilen wagtdaky tizligi we tizlenméni tapyii:

1) s(t) = 56> =1 +50 ty=2; 2) s(1) = 1> +121% +1, t,=1;
3)s(t)=2t+1, t,=5; 4) s(t) = 8sint, ,0=%,

119. Funksiyanyi abssissasy gorkezilen nokatdaky oniimini hasaplani:

1) f(x):x2_15, xO:%; 2) f(x)=3cosx, X,=1;
3 . T

3) f(x)=—, xozz; 4) f(x)=—smx, xozg.
X

5) f()=x"=4, x,=-5; 6) f(x)=sinx, x, ==
1 r

Nf@==,  x%=2 8) f(x) =cosSx, % ==7;
X

V4 ) e
9) f(x)=-cos2x, X =g 10) f(x)=sin2x, X0 =7
120. Gorkezilen wagtdaky tizligi we tizlenméni tapyn:
1) s(H)=3£-2t+10, 1,=2; 2) s(t)=£—67+1, 1,=1;
3) s()=51+2F, 1,=5; 4) s(f)=8cost, t, = %

Berlen funksiyanyn oniimini tapyn (121-122):

121. 1) /() ==x"+x+30;| 2) f(x)=sinx—cosx; |3) F)=Ax -1
x
4) f(x)=4" —sinx; 5) f(x)=8cosx; | 6) f(x)zlnx—10x2+x—1.




122 1) y=x*; ) p=2L D3y o204y s P
x+2 X
3 . . x+1 .
5) y=x’sinx; 6) y=e'sinx; 7) y:4—2; 8) y=2(10x—1)sinx.
X

123. Berlen funksiyalar iigin / '(—%),f '(%) sanlary hasaplafi:

1) f(x)=e"cosx; 2) f(x)=3x+1; 3) f(x)=2x>+x+3;
4) f(x)=sinx+x’; 5) f(x)=sinx+cosx; 6) f(x)=sinx;
7) f(x)=cosx+x"; 8) f(x)=sin3x+cos3x.

3
124. Maddy nokat x(¢) = —%+ 61> +15 kanunalayyklyk bilen hereketlenyar.

1) tizlenme nol bolan #, wagty; 2) su ¢, wagtdaky tizligi tapyn.
125%, f(x)=x?—13x+2 funksiya Ox oky bilen néhili burg astynda kesisy#r?
126./'(0) sany tapyi: 1) f(x)=x°-4x"+4; 2) f(x)= (x+10)6 :
127. y'(x) ni tapyit: 1) y(x)=sin’x; 2) y(x)=cos®x; 3)»(x)=te’x.
128. Funksiyanyn artyan we kemelyén aralyklaryny tapyn:

D) f(x)=3+7x; | 2) f(x)=x"+17x; 3) f(x)=%x+18;

_x+21,

4) f(x) — 5) f(x)=x*>+5x—14; | 6) f(x):x(x2+8);

7) f(x)=—x*—4x+6; 8) f(x):_x%;

9) f(x)=x>-12x*~17x-23; | 10) f(x)=3x"+18x —6;
1) f(x)=x>=5x>+19x+22; | 12) f(x)=x"+7x>.
129. Funksiyanyi stasionar nokatlaryny tapyn:

1) f(x)=3x*=7x+9; 2) f(x):19x—%x3; 3) flx)=5x%
4) f(x)=8x; 5) f(x)=7x-14; 6) f(x)=27-x%
7) f(x)=12x +13x* ~16; 8) f(x)=x’—6x>+9.

()



130. Funksiyanyn lokal maksimum we mimimumlarini tapyn:
1
1y flr)=a" =2t 2) f(x)=14+13x% —12x°
3) flx)=x* =3x +x* +9> 4) flx)=2x"-x"+7.

131. Funksiyanyn artyan, kemelyén aralyklaryny hem-de lokal
maksimumlaryny we minimumlaryny tapy:
1) f(x)=x*—64x; 2) f(x)=2x-24; 3) f(x)=4x*~108x.

132. Funksiyanyn it uly we inl ki¢i bahalaryny tapyn:
) flx)=x*-3x"+2,xe[-41]; | 2) f(x)=x"+6x>+1,xe[-1;2];

3) f(x):%,xe[l;S]; 4) f(x)=x>+6x> +5x+8, xe[-3:4].

X+

133. Funksiyanyn grafigini gurufi:
) y=x’-2x*+3x-2; | 2) y=§x5 +§x3; 3) yoxt+4x°

134. Goniiburgluk seklinddki ekin meydanynyn dasyny gursamak
ticin 1000 metr germew sotib alyndy. Bu germewin komeginde in kopi
bilen nid¢e kwadrat metr meydany gursamak miimkin?

135. Tarapy 16 dm bolan kwadrat seklinddki kartondan tisti agyk
guty tayyarlandy. Munda kartonyn uclaryndan birmenzes kwadratjyklar
kesip alyndy. Gutynyn géwriimi il uly bolmagy ii¢in onun esasy nice
santimetr bolmaly?

136*. Konserw banka silindr seklinde bolup, onun doly iisti 5127 sm?-a der.
Banka in k6p suw sygmagy {licin bankany esasyny radiusy we beyikligi
ndhili bolmaly?

137. Goniiburcluk seklinddki ucastogun meydany 3600 m? Ugastogu
taraplary ndhili bolanda ony gursamak ti¢in i kem germew zerur bolyar?

138*. Radiusy 8 dm bolan sara ini ki¢i gowriimli konus dasyndan ¢yzylan. Su
konusyn beyikligini tapyn.

139*. Esasy kwadrat bolan goniibur¢ly parallelepiped seklindiki agyk metal
gaba 32 / suwuklyk gidyér. Gabyn 6lcegleri ndhili bolanda ony yasamaga
im kem metal sarplanyar?



4
140. Maddy nokat s(t)=- % 1104 kanunalayyklyk bilen hereketlenyér

(s(t) metrde, ¢ sekuntda 6lgelyér).
1) 11 uly tizlenma yetyén (z,) wagty;
2) t,wagtdaky pursatlayyn tizligi;
3) t, wagtda gecilen yoly tapy.
141. Howa saryna 7€[0;10] minut aralygynda V' (¢) = ’+3¢*+2¢+4 m’
howa piirkiilyér.
1) baslangyc wagtdaky howanyn géwriimini;
2) t=10 minutdaky howanyn goéwriimini;
3) =5 minutdaky howa piirkeme tizligini;
142. Akram jalbar tikmek ti¢in buyurma aldy. Bir ayda x sany jalbar tikse,
p(x)=—2x*+240x (miinn som) girdeji alyar.
1) girdejini i1l uly etmek {i¢in nége jalbar tikmeli?
2) 1 uly girdeji ndce som bolyar?
143. Funksiyanyil oniimini tapyn:

) y=e: | 2) y=eT"Y 3 y=sin(3x+2); | 4) y=(2x+1)";
5) y= x2—2; 6) y:ln—x; 7) y=arctg2x; 8) y=x2 cosx.
x"+1 X

144. f(x)=¢* we g(x)=4x+2 funksiyalar iigin F(x) ¢ylsyrymly
funksiyany diizlin:

D Flx)=r(gl): 2) Flx)= /("

3) Flx)=g(f(x)); 4) F(x)=1glglx)).
145. Cylsyrymly funksiyanynl 6niimini tapyn:

1) y= (x2 +1)5 ; 2) y=Incosx;

3) y=v5x-7; 4) v=\ig(2¢-3);

5) y=arctg(3x—4); 6*) y=sin(arctg2x);

7) y =sin’ x + cos >x; 8%) yzesm(cosx).

146. Funksiyanyi artyan we kemelyén aralyklaryny tapyii:

()



Nx

1 =2+x—-x°; 2) y= >0);
) y=2+x-x ) y=—os (¥20)
3) y=3x-x; 4) y=2x-sinx;

2x x’
5 = ; 6 = .
) v 1+ x? )y 2%
7 y=(x-1); 8) y=(x-1)".

147. Funksiyanyni stasionar nokatlaryny, lokal maksimumlaryny we
minimumlaryny tapyn:

1) y=x’—6x>+9x-4; 2) y= 2x2;
1+x
3) y:x+l; 4) y=+2x-x".
X

148. Funksiyanyn gorkezilen aralykdaky il uly we 11 ki¢i bahalaryny tapyii:
D f(x)=2%, [-1;5]; 2) f(x)=x*-4x+6,[-3; 10];

3) f(x)=x+1,[0,01;100]; = 4) f(x)=+5-4x, [-1;1];

X

5) f(x)=cosx, [—%;7[} 6) f(x):‘x2_3x+2

, [-10; 10];

7) f(x)=sinx, [%;7[:|; 8) f(x)z‘x2+3x+2, [-15; 10].

149. Funksiyany barlan we grafigini gurun:

4

1) y=3x-x; 2) y:1+x2—%; 3) y=(x+1)x-2).

4) y:x+l; 5) y=~N16-x>; 6) y=+x"-9;
x

1 1
2 . _ 4__ 2
7)) y=x —5|x|+6, 8) y—4x 2x .
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~ 37-39 = BASLANGYC FUNKSIYA WE ANYK DAL
| S INTEGRAL DUSUNJELERI

Eger nokat hereket baglanandan baslap r wagtynt dowamynda s(¢) aralygy
gecen bolsa, onunl pursatlayyn tizligi s(f) funksiyanyil dntimine dendigini
bilydrsiniz: v(7)=s'(z). Amalyyetde ters mesele: nokadyn berlen hereket
tizligi v(¢) boyunc¢a onun gecen yoly s(#) -ni tapmak meselesi hem dusyar.
Seyle s(7) funksiyany tapmaly bolup, yagny onuil 6niimi v(#) bolsun. Eger
s'(f=v(t) bolsa, s(¢) funksiya v(¢) funksiyanyn baslangy¢ funksiyasy diyilyir.
Umuman, seyle kesgitleme girizmek miimkin:

Eger (a; b)-ge degisli islendik x ticin F '(x)=f(x) bolsa, F(x) funksiya
(a; b) aralykda f (x)-int baslangy¢ funksiyasy diyilyér.

1-nji mysal. a — berlen kdbir san we v(f)=at bolsa, s(z) = %at2 funksiya

2
v(f) funksiyanyn baslangyjydyr, ¢linki s'(¢) = (%)’ =at =v(t).

2-nji mysal. f(x)=x?, xe(— oo; ©), bolsa, F(x)= %x3 funksiya f(x)-in
(— o0; ) bolandaky baslangy¢ funksiyasy bolyar, ¢iinki

F'(x)z(%)f)'z%&x2 =x" = f(x).

1

b
COS2 X

3-nji mysal. f(x)=

munda x # %+ kr,keZ, funksiya {i¢in

1

cos® x

F(x)=tgx baslangyc funksiya bolyar, ¢ilinki (tgx)'=

4-nji mysal. f(x) :l,x>0, bolsa, F(x)=Inx funksiya LI baslangyc¢
X X

()



funksiyasy bolyar, ¢linki F''(x)=(Inx)'= 1,

X
oo X4 X4 X4 .
1-nji mesele. F|(x) = T F,(x)= T+ 17, F ,(x)= 7—25 funksiyalar sol
bir f{x)=x* funksiyanyn baslangy¢ funksiyalary bolyandygyny subut edin.
A Oniimlerifi jedweline gord yazyp bileris:
4 3
1) F (x)= (%)’: 4-% =3’ = f(x).

3 3

2) Fy (x) = (%4+17)'= (x?)' +(17) = 4-%+0+x3 =x3=f(x)
4 4 3
3) F () = (5 =25)'= () - (25) = 47— 0= = f().
Bu meseleden seyle netija gelmek miimkin: islendik F1 (x):%+ C
funksiya (C — kébir hemiselik san) hem f{x)= x* iicin baslangy¢ funksiya

4 3
X

4
bolup bilydr. Cyndanam, F'(x) = (T+ C) = (x?)’ +C'=4 '%+ 0=x"=f(x).A

Bu meseleden yene seyle netja gelmek mimkin: berlen
f(x) funksiya {i¢in onuti baslangy¢ funksiyasy bir bahaly kesgitlenmeydr.
Eger F(x) funksiya f(x)-ini kébir aralyklary baslangy¢ funksiyasy bolsa,
f(x) funksiyanyn &hli baslangyc¢lary F(x)+C (C — islendik hemiselik
san) gornilisinde yazylyar.
F(x)+C gorniisindéki hli funksiyalar toplumy f(x)-iti anyk ddl integraly
diyilydr we I f(x)dx yaly kesgitlenyir.
Diymek, [ f(x)dx=F(x)+C.

J' — integral belgisi, f(x) — integralyn astyndaky funksiya, f (x)dx bolsa
integralyn astyndaky afnlatma diyilyér.

a’ TP VI . -
+C, ciinki Oniimlerin jedweline gori,

5-nji mysal. Iaxdx:
Ina

X

a

y

FOY =(@) ——tC'=a" na-——t0=a".
Ina

na Ina



k+1
X

6-njy mysal. | x*dx = +C, k#-1,

. [
k+1

Ciinki (2 +C)':L-(xk+l)'+C':M-xk+0:xk. k=—1 bolsa, x>0
k+1 k+1 k+1

bolanda 4-nji mysala gor4, Iﬁ =Inx+C.
x

y=F(x)+C funksiyanyni grafigi y=F(x) funksiyanyni grafigini Oy ok
boyunga siiysiirmekden alynyar (1-nji surat). Hemiselik san C-ni saylamak
hasabyna baslangyc funksiyanyn grafigini berlen nokat arkaly ge¢cmegini
gazanmak miimkin.

1-nji surat.
2-nji mesele. f(x)=x’ funksiyanyn grafiginin 4(3; 10) nokatdan ge¢yén
baslangy¢ funksiyasyny tapyn.

3
X

A fx)=x’ funksiyanyn #hli baslangy¢ funksiyalary F(x)=?+C

3
gorniisde bolyar, ¢linki F'(x) = (x?+ C) = % 3 +C' =x"+0=x".

3
Hemiselik san C-ni F(x):x?+C funksiyanyn grafiginiii (3; 10) no-

[ 81
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katdan ge¢ydn edip saylayarys: x=3 da F(3)=10 bolmaly.
3
Mundan 10 =3?+C, C=1.

3

3
Diymek, gozlenyédn baslangy¢ funksiya F(x) = x?+1 bolyar. Jogaby: —+1. A

3-nji mesele. f(x)=</x funksiyanyti grafiginiti 4(8;15) nokatdan ge¢yin
baslangyc funksiyasyny tapyi.

4
3

A f(x)="/x -ifi 4hli baslangy¢ funksiyalary F (X)—— x3 +C gorniisinde
bolyar, ¢linki

F'(x)= (%-XB +cj (x3) +C' =

4
Hemiselik san C-ni seyle saylayarys, F(X)Z%XS-{-C funksiyanyn

grafigi A(8, 15) nokatdan gecsin, yagny F(8)=15 denilik yerine yetirilen yaly.
4

1

1
S 4C =3 +0=43/x.

uol-b

3.
4

x? = x3/x ekenliginden15 :%-8-%@ +C, mundan C=3. Diymek, gozlenyin

baslangy¢ funksiya F(x)= %x3 x +3 bolyar. Jogaby: ix3 x+3. A

dx .
4*-nji mesele. 17 = In|x|+C bolyandygyny gorkeziti.

1
A x>0da J'ﬁzlnx+C, clinki (lnx+C)’=l+O=—;
X x x
(GNP
x<0 da J' = —In(-x)+C, ¢iinki (In(—x)+C)'= (=) +0=;. A

@ Soraglar we yumuslar

1. Baslangy¢ funksiya nime? Mysallar getirin
2. Berlen f(x) funksiya ti¢in baslangy¢ funksiya bir bahaly tapylyarmy?
Néame tigin?

3. Baslangy¢ funksiya F(x)-ifl grafigini berlen nokatdan gegmegini nédip
gazanmak miimkin? Mysalda diistindirini.



Goniikmeler

. Hakyky sanlar toplumy R =(—x,0)bolanda f(x) funksiya {icin F(x)
funksiyanyn baslangyc¢ funksiya bolyandygyny subut ediri:

1) F(x)=x*-sin2x+2018, f(x)=2x—2cos2x;

2) F(x)=—cos§—x3+28, f(x)=%sin%—3x2;
3) F(x)=2x*+cos’x+3x, f(x)=8x*—sin2x+3;

4) F(x)=3x>+sin*x—7x, f(x)=15x*sin2x—7.

Asakdaky funksiyalaryn

dhli

jedwelinden peydalanyp tapyi (2—6):

baslangy¢ funksiyalaryny,

ontimlerin

2.1) f= Vx| D=6 | 0= ) =2k
5) f(x)=sinx; 6) flx)=cosx; 7) f(x)=sin2x; | 8) f(x)=cos2x;
3. 1) fx)=4% 2) flx)=m; 3) f(x)=e"; 4) f(x)=a’;
S O | D=0 | 8/ w=e
1
4.1) f(x)zm; 2) f(x):T_s; 3)f(x):ﬁ;
1 1 =%
4 ) =—: 5 f@=—7 | 6) f=p

5. 1) f(x)=sin3x;

4) f(x)=cos5x;

6.1) f(x)=—

X

2) f(x) =

2) f(x)=sin(2x+5);

5) f(x)=cos(3x-2);

X

3) f(x)=(Bx+2)";

3) f(x)=sin(4x+m);
6) f(x)=cos(2x +%)

4) f(x) = (2x -1

7. Berlen f (x) funksiya ti¢in onun gorkezilen 4 nokatdan ge¢ydn baslangy¢

funksiyasyny tapyii:
D) fe)=2x+3,  A(1; 5); 2) f(x)=—x*+2x+5, A(0; 2);
3) f(x)=sinx,  A(0; 3); 4) fix)=cosx, A(%;S) .



Berlen f(x) funksiya {i¢in onun seyle Dbaslangy¢  funk-
siyasyny tapyn, yagny bu baslangy¢ funksiyanyn grafigi y goni ¢yzyk
bilen dine bir umumy nokada eye bolsun (8-9):

8. 1) f(x)=4x+8, y=3; 2) f(x)=3—x, y=7,
3) f(x)=4,5x19, y=6,8; 4) f(x)=2x—6, y=1.
9%, f(x)=ax+b, y=k.

2
Gorkezme: F(x)= % + bx + C, meselédnin sertinden we

2
% +bx+C =k kwadrat detilemeden C-ni tapyn.

2 2
_2aktb P bolyar,
2a 2a

C

10*. f(x) ticin onun seyle baslangyc funksiyasyny tapyi, yany su baslangyc
funksiyanyn grafigi gérkezilen nokatlardan gecsin:

D =22 14015100 we B -2);
X

2) f=22 | AC1;4) we B(3;4);
X

3) ['(x)=6x, | A(1:6) we B(3;30);

4) f'(x)=20x3; A(1;9) we B(-1;7).

Gorkezme: Berlen f'(x) boyunga f(x)+C, tapylyar. Sofira f(x)+C, ligcin
baslangyc¢ funksiyasy F(x)= J- f(x)dx+C,x+C, tapylyar. Berlen nokatlar
koordinatalaryny ahyrky deilige goyup, C, we C, sanlary tapmak tigin
¢cyzykly denilemeler sistemasyna gelinyar.

11*. Berlen f(x) funksiya {i¢in onun seyle baslangy¢ funksiyasyny tapyn,
yagny su baslangy¢ funksiyanyn grafigi bilen /' (x) onliminin grafiginiti

abssissasy gorkezilen nokatda kesigsin:
1 1
1) f(x)=(Bx—2)%, x, =L | 2)f(x)=(4x+5)%, x,=-1;

3) £(x) = (Tx—=5)T, x, =15 | 4) £() = e+ b)F, 3, :%,



12. Berlen f(x) funksiya {li¢in gorkezilen nokatdan gecyidn baslangyc
funksiyany tapyii:

Df@=—1. AGT: ) f@=— A0 1)
3) f(x)=cosx, A(%;S); 4) f(x) =sinx, A(z;10).

13. F(x) funksiya san okunda f (x) funksiyanyn baslangy¢ funksiyasy
bolyandygyny gorkeziii:

1) F(x)=k-e*, f(x)=e*, k=0,
2) F(x)=C+sinkx, fix)=k-coskx, | C—hemiselik san;
3) F(x)=C+coskx, fx)=—k-sinkx, | C —hemiselik san;
4) F(x)= %sin(Sx +12), | f(x)=cos(5x+12).

14. f(x) funksiyanyn gorkezilen nokatdan ge¢ydn baslangyc
funksiyasyny tapyii:

1) f(x)=sin3x, A(%;%); 2) f(x) = cos5x, A(%;%);

3) f)=cos3, ACiD: | 4) f()=sins, A(ﬂ;%)-

15. f(x) funksiya {i¢in onuil berlen derilemeler sistemasynin ¢6ztiiwi (x,; v,)
nokatdan gecyén baslangy¢ funksiyasyny tapyii:

D) =3 {1"%2 ¥ +log; y =3,

4log, x—log, y=2.
5 +5" =30,

2) f(x)=4x3;
)f ) 3.5 -2.5" =15.

4) f(x)=

3) f(x)=cosx; {x Tr=

b
S5x+e



= = INTEGRALLAR JEDWELL

540;43 o) INTEGRIRLEMEGIN IN YONEKEY DUZGUNLERI

Integrallar jedwelini 6niimlerin jedwelinin komeginde diizmek miimkin.

Ne Funksiya f(x) Baslangyc funksiya F(x)+C
xp+1

1 X, p#1 il +C

2 I Inix|+C

3 e e+C

4 sin x —cos x+C
5 COSs X sin x+C

6 (kx+0)", p#=1 k#0 Gt b))

k(p+1)
7 L ! Inlkx+b1+C
I+ b > k%0 E nl I
8 lekarb + C
et k20 k
1

9 sin(kx+b), k#0 —%cos(kx+b)+C
10 cos(kx+b), k-0 %sin(kx+b)+C
11 1/cos’x tgx +C

12 1/sin’x —ctgxt+C

13 a <o

Ina
1

14 1+ x2 arctgx + C
15 Slex+b) %F(kx+b)+C
16 f(g(x)g'(x) Flgx))+C




Kébir X aralykda kesgitlenen F(x) funksiya f(x) funksiyanyn baslangyc¢
funksiyasy bolmagy ti¢in iki funksiya hem — F(x) we f (x) — hut su X
aralykda kesgitlenen bolmaly.

Meselem funksiyanyn 5x—8>0, yagny x>1,6 aralykdaky integraly,

> 5x-8

jedwele gord, %ln(Sx —8)+C -ge den.

Differensirleme diizgiinlerinden peydalanyp, integrirlemek diizgiinlerini
beyan etmek miimkin.

F(x) we G(x) funksiyalar kébir aralykda, degislilikde, f(x) we g(x)
funksiyalaryn baslangy¢ funksiyalary bolsun. Su diizgiinler yerliklidir:

1-nji diizgiin: a-F(x) funksiya a-f (x) funksiyanyi baslangy¢ funksiyasy
bolyar, yagny

ja-f(x)dx =a-F(x)+C.

2-nji diizgiin: F(x)£G(x) funksiya flx)fg(x) funksiyanyn baslangy¢

funksiyasy bolyar, yagny:
[(Ax) £ g(0)ax=] £ (x)dix + [g(x)dx=F(x) = G(x)+C

1-nji mysal. f (x)=5sin(3x+2) funksiyanyii integralyny tapyn.

A Bu funksiyanyn integralyny 1-nji diizgiin we integrallar jedwelininl
9-njy bendine gori tapyarys:

j S (x)dx = [ Ssin(3x +2)ex = 5[ sin(3x + 2)dx =

= 5-(—§cos(3x+2)) +C= —gcos(3x+2)+ C,

clinki integrallar jedweline gora

j sin(3x +2)dx = —%005(3)6 +2)+C.
5
Jogaby: —gcos(Sx +2)+C. A

2-nji mysal. f(x)=8x"+2cos2x funksiyanyn integralyny tapyn.

()



A Bu funksiyanyn integralyny 1 we 2-nji diizglinler hem-de integrallar
jedwelinini 1 we 10-njy bendine gori tapyarys:

_[ f(x)dx = I (8x” + 2c0s2x)dx= 8J. x’dx + 2J. cos2xdx

:8%x8+2-%sin2x+C:x8+sin2x+C

Jogaby: x* +sin2x+C. A

3-nji mysal. I

fdxg integraly hasaplai.
+

X

A Sular yaly mysallary c¢ozende iiytgeydni c¢alsyrmak amatly.

Eger x*+8=u diyilse, du=2xdx, xdx = % du bolyar. Onda

jf—dx=l A+ =L +8)+ .
x+8 29 u 2 2

Barlamak: Tapylan baslangy¢ funksiyadan Oniim alynsa, integral

astyndaky funksiya 2x S alynmaly. Cyndan hem,
x’+
1 T 11 1 2x X
—In(x*+8)+C | =—(In(x* +8))' + C'=— (2+8) == = :
(2 R j U = ) = s P s

Jogaby: %-ln(x2 +8)+C. A

4-nji mysal. j e™™ cos xdx integraly hasaplai.

A sinx=t ¢alsyrmany yerine yetirydris. Onda df=cosxdx we berlen
integral J'e’dt gorniisi alyar. Integrallar jedwelleriniii 3-nji bendine gora
_[ e'dt =¢' + C bolyar. Diymek, I e cos xdx = e™+C.

Barlamak. (es™+C)' = (e™)'+C'=e"™(sinx)'+0=¢™ cosx — berlen
integral astyndaky funksiyany aldyk.
Jogaby: e™+C. A



5-nji mysal. I sin 5x-cos3xdx integraly hasaplan.

Onda

A Munda 2sinS5x-cos3x=sin8x+sin2x denlik komek

) 1. 1.

J.sm 5xcos3xdx =— J. sin 8xdx + —.[ sin 2xdx =
2 2
= L(—cos8x) +l(—cos 2x)+C=- cos8x _Los 2x +C.
16 4 16 4
2

Jogaby: cos8x  cos2x LC. A

16 4

6*-njy mysal. J. cosmx cosnxdx integraly hasapla.

edyar.

1 v . .
A cosmxcosnng(cos(m+n)x+cos(m—n)x) deiilige we integrirlemek

jedwelinin 10-nji bendine gora:

1
Icos mx cos nxdx = %J.cos(m + n)xdx+ 5 I cos(m —n)xdx =

sin(m+n)x 1 sin(m—n)x
singmmx 1 sin(m—n)x |

1 C
2 m+n 2 m—n

Jogaby: 1 sin(m+n)x N 1 sin(m—n)x

2 m+n 2 m—n

+C. A

7-nji mysal. '[ZL integraly hasaplan.
x"=5x+6
A Integral astyndaky funksiya {i¢in asakdaky derilikler yerliklidir:
1 B 1 C(x=2)-(x-3) 1 1

x2—5x+6_(x—2)(x—3) (x—=2)(x-3) x-3 x-2
Mundan

dx 1 1 dx dx
= _— d = —— =
J.xz—5x+6 J‘(x—3 x—2) * J.x—3 x—2
=Inlx-31-Inlx-2|+C=1n al _3|+ C,
x—2
Jogaby.'ln| x—3 |+C. A
x—2

,
()



8-nji mysal. J' integraly hasaplan.

1+cosx
A Bu integraly hasaplamak ti¢in 1+cosx=2cos > we j =tgx+C
bolyanlygyndan peydalanyarys Onda 2 cos” x
j _J :—2tg +(C=tg— alire)
1+cosx 2cos? X 2
2
Barlamak: (tg£+ C)=(tg>) +C' = L Yy +0= it __1
2 2 x 2 2 2 X l4cosx

cos” = cos
2

— integral astyndaky funksiya emele geldi.

Jogaby: tgg +C. A

9-njy mysal. I sin’® 2xdx integraly hasaplari.
A Integraly hasaplamak ti¢in 2sin*2x=1—cos4x denlikden peydalanyarys.

[sin® 2xdx = f (1 cosdx)dx =— jdx——jcos4xdx———l'lsm4x+C=£—lsin4x+C.
2 24 2 8

Jogaby" %— é sindx+C. A

@ Soraglar we yumuslar

1. Integrallar jedweliddki 6ziiniz isldn 4 mysaly saylan we ony subut edin.

2. Integrirlemegin yonekey diizgiinlerini beyan edin. Mysallarda
distindirin.

3. Uytgeyin calysma usuly nime? Ie""szx sin 2xdx integraly hasaplanda su
usuly ulanynt we mysalyn ¢6ziilisini diindirin.



Goniikkmeler

Berlen funksiyanyn baslangy¢ funksiyalaryndan birini tapyn (16—18):

4 4 5 3
a4y, 8x - 5x*; ——=; 5
16. 1) 3x” —4x7; 2) 8x" =5x7; 3) P 4) 7 +x5
5) fx +33x; 6) 73/x — 5x; 7)5x* +4x° —2x7.
17.1) 5cosx—3sinx; 2)7sin x + 4 cosx; 3)2cosx—a";
. — M . 6 4 —X
4) 5¢*+2cosx+1; 5) 4+2-e*Tsinx; | 6)—=+——¢".
Y x
: 1 _5
18. 1) (x-2); 2) (x+5)%; 3) c—5 4) 3175

. 4
5) 4cos(x+5)+i; 6) 2sin(x —3)———;|7) (3x+7)4+L.

Berlen  funksiyanyni  dhli  baslangy¢  funksiyalaryny  tapyn
(19-20):

19. 1) cos(5x+3); 2) sin(7x—6); 3) cos(sz+1);
2x+3
4) sin(57x—2); 5) e s ; 6) e,
4 3 5
7 ; 8 ; 9 :
) cos’ x ) cos” 4x ) sin” 5x
4 3 4 1 2
20. 1) ——-(1-2x)"; 2) Bx+2)' ——; 3) x+———-1;
x x cos® x
4) 2x————+6; | 5) (1+3x)(x—1); 6) 1.3 +2sin(3x—1).
sin” x 2

21. Berlen f (x) funksiya {i¢in grafigi 4(x;y) nokatdan gec¢ydn baslangyc
funksiyany tapyn:

1) f(x)=sin4x, A(%ﬂ); 2) f(x) = cos5x, A(§;4);
2 3 1
_ 2,2 _1-0)- — 4 — ) -
3) f =3¢ 4 ACL0: 4 ) =4 - A2 0);

5) f(x)=cos*3x+sin’3x+ %sin 4x, A(%;%);

1)



6) f(x) =tgx-ctgx —2cos —)26 , AQ2m;27);
2 1
— 4 £ _ 2 .
7) (%) = —2x TAX, A(2;6); | 8) f(x)=6x h A(2; 4).

Integrallary tapyn (22-28):
22.1) I(x3 —sin2x—3)dx; 2) j(x4 +cos3x +4)dx;
3)J.(x2 —sin%+ cos g)dx; 4)J‘(4x3 + cos§+ sin i)dx;

23%, 1) j(

+6c0s” x+2)dx; 2) I( —8sin” x + 3)dx;
sin’ x cos’ x

3) J. sin 2x cos 2xdlx; 4) I (sin 3x cos x + cos 3xsinx)dx;

5) J (sin 2x-sin 4x + cos 2x cos x)dx; 6) j cos’ 5xdbx.

24*, 1) Isin 5xcos3xdx; | 2) J- cos2xcos3xdx; | 3) _[sin 7x sin 3xdx.

dx (x+4)dx
25%. 1) [ 2 3) [Lx=dx .
g )Ix —7x+12 ey Y e
2
26. 1) [ XX 2ae | ) Lo 3) [
)J * )x +1 )Il+0052x
L; 5) j 6) [(1-2sin* 5x)dk.
1—cos2x 4(x
dx t
27. 1) [ —1)* x2dx; il 3) &
)J.(x ) xdx )J-(1+ )3’ )Icosx
4 J. clex db; 5) Isin3 xdx; 6) I cos’ xdx.
sin® x
28*, l)I de : 2) J.x-\/x—4dx; 3) J-(x—l)dx;

4) J(tg>e+tgx)dx;

5) j(ctgzx +ctg*x)dkx.

Berlen f(x) funksiya {i¢in grafigi 4(x;y) nokatdan ge¢ydn baslangy¢
funksiyany tapyn (29-30):



29. 1) f(x):%-cosg, A(m; 4);
2) f(x)= 3 sin 5x A(%ﬁ);
3) f(x):2sin5x+200s§, A(%;O);

30. 1) f(x)=3x>2x+8, A(1;9);
2) f(x)=4x"-3x"+2x+1, A(-1;4);
3) f(x)=5x"+3x>+2, A(=2; 1).

31. Integraly tapyii:

1) j (x> =1)(x +2)dx;
1—4x* +\/1 2x

2) j (x+2)(x> =9)dx; 3) j (7 + 1) = 1)d;

dx: 5) J-9x —4-— \/3x+2

4) j >
6) j (e5’2"—2“‘)dx;

32. Integraly hasaplani:

dx
) J.x2+6x+10’

Namuna:

I=lrnss

3x+2
7) I(e3 2 110%)dkx.

2) J- dx : 3) J- dx

x*—4x+5 x> +10x+26

integraly hasaplan.

A= J‘x +4x+5

I dx -, xt2=u diyilse, 1+(x+2)=1+u*> x'=u’
1+ (x+2)

we integrallar jedwelinini 14-15-nji bentlerine gora

d
]:j1+bzi2

Barlamak:

=arctgu + C = arctg(x+2)+C.

1

(arctg(x+2)+C)'=(arctg(x+2))+(C'=———=5+0=

1

1+(x+2)°
1

- 1+(x+2)°

_x2+4x+5'

Jogaby: arctg(x+2)+C. A

,
(23]



Integrirlemek diizgiinlerinden yene biri boleklcdp integrirlemekdir.
3-nji diizgiin*. Eger kibir X aralykda f(x) we g(x) funksiyalar tizniiksiz
f'(x) we g'(x) oniime eye bolsa, onda

[ f()g'(x)dx = f(x)g(x) -] g(x) f(x)dx (M

formula yerliklidir. Bu formula bélekldp integrirlemek formulasy
diyilyar.
Bu formulany1i subudy f (x) we g(x) funksiyalarynl kopeltmek hasylyny

differensirleme diizgiini (f(x)g(x))'=f"(x)g(x)+f(x)g'(x) we J f'()dx=f(x)+C
bolyanlygyndan gelip ¢ykyar.

Formuladan peydalanmagyn yoly: 1) integral astyndaky anlatma f(x) we
g'(x) lar kopeltmek hasyly gorniisinde yazyp alynyar; 2) g'(x) we g(x)f"'(x)
anlatmalaryn integrallaryny afisat (amatly) hasaplanyan edip almak nazarda
tutulyar.

1-nji mysal. j x-e"dx integraly hasaplan.

A Bu yerde f(x)=x, g'(x)=e* diyip almak amatly, ¢iinki

g(x)=lg'(x)dx=e'dx=e", f'(x)=1. Onda (1)-a esasan,
'[)ce"a’)c:x-e)r —J.e"dx:x-ex - +C.

Diymek, Ixexdx =e"-(x—1+C.

Jogaby: e'(x—1)+C. A

2-nji mysal. I In xdx integraly hasaplaii.

A Integral astyndaky Inx funksiyany flx)=Inx we g'(x)=1-lerin
kopeltmek hasyly diyip hasaplayarys: Inx=f(x) * g'(x).

Onda f'(x):l, g(x)=[1-dx=x+C.
x

(1) formula gora,

J.lnxdx=x1nx—J.x~ldx:xlnx—J.dx:xlnx—x+C=
X

=x(lnx-1)+C=x-(Inx—Ine)+C=x-In>+C.
e



Diymek, j In xdx =

Barlamak:

x-In>+C.
e

(x1n§+C)’ = (xlnf)'+C' = x'-lnf+x(1nf)'+o =

Jogaby: x- nX+C. A
e

3-nji mysal. I x cos xdx integraly hasaplan.

A Integraly hasaplamak fiicin f(x)=x, g'(x)=cosx diymek amatly.

Onda f'(x)=1, g(x)= jcos xdx=sinx (bu yerde baslangyc funksiya-

lardan birini aldyk, sonunl ticin hemiselik san C-ni yazmadyk). Boleklép
integrirlemek formulasyna goré,

J xcosxdx=x-sinx—jsinxdx=xsinx+cosx+C.

Jogaby: x sinx+cosx+C. A

Integrallary hasap

33%.1) _[x sinxdx; | 2) J.xzcosxdx;

34*%. 1) jx cos 2xdkx;
35%.1) |2+ xdx;

2x+l _ 5x—1

4x
v o e’ —
8) [(e*+e™)dr;  9) Iezx_ldx

11) J-x~e_x2dx;

lani (33-35):

2) I x sin 3xdx;
2) j 3% xdx;

e+1

; 6)f

12) j

e'+te”

3) jxln xdbx;

3 sinid;
)Ix 3

3) _[ 5%xdx.

4) _[ 2xIn xdx.

4 = d.
)J'xcos4 x

4) Itgznxdx;

e ; 7) [ +4) dx;

;10 ]

o 1) T

ea’x
T+e"

lnx



™ = 5 ANYK INTEGRAL.
W = ) NYUTONYN-LEYBNISIN FORMULASY

2-nji suratda gorkezilen sekil egri ¢yzykly trapesiya diyilydr. Bu
sekil yokardan y = f(x) funksiyanyn grafigi bilen, asakdan [a, b]
kesim bilen, gapdal taraplardan bolsa x=a, x=b goni c¢yzyklaryn
kesimleri bilen aragdklenen. [a, b] kesime egri ¢yzykly trapesiyanyn esasy
diyilyar.

Egri ¢yzykly trapesiyanyit meydanyny haysy formula goré hasaplayarys,
diyen sorag doreyaér.

Bu meydany § diyip belgilélin. S meydany f(x) funksiyanyn baslangy¢
funksiyasynyn komeginde hasaplamak miimkin eken. Soma degisli pikir
yoretmeleri getiryéris.

2-nji surat. 3-nji surat.

[a;x] esasly egri ¢yzykly trapesiyanyin meydanyny S(x) diyip belgile-
yaris (3-nji surat), munda x su [a; b] kesimdiki islendik nokat: x=a bo
landa [a; x] kesim nokada owrilyédr, sonunl ticin S(a)=0; x=b bolanda
S(b)=S.

S(x) ni f(x) funksiyanyn baslangy¢ funksiyasy bolyangyny, yagny
S'(x)=f (x) bolyandygyny gorkezyéris.



4-nji surat.

A S(x+h) — S(x) tapawuda garalyni, munda #>0 (h<0 yagday hem
edil seyle garalyar). Bu tapawut esasy [x; x+h] bolan egri ¢yzykly
trapesiyanyni meydanyna denl (4-nji surat). Eger / san kici bolsa, onda bu
meydan takmynan f(x)- 4 -a den, yagny S(x+h)—S(x)=f(x)* h. Diymek,

S(x+h)-S(x)
. ~

S ().

Bu yakynlasan deiiligin ¢cep bolegi ~—0 da oniimii kesgitlemesine goré
S'(x)-e ymtylyar. Sonuni iicin ~#—0 bolanda S'(x)=f(x) denlik emele
gelydar. Diymek S(x) meydan f (x) funksiya {icin baslangy¢ funksiyasy
eken. A

Baslangyc¢ funksiya S(x)-dan islendik basga baslangyc¢ F(x) funksiya
hemiselik sana tapawutlanyar, yagny

F(x)=S(x)+C.

Bu dernlikden x=a bolanda F(a)=S(a)+C we S(a)=0 bolany ii¢in
C=F(a). Onda (1) denligi asakdaky yaly yazmak miimkin:

Sx)=F(x)-F(a). Mundan x=b da S(b)=F(b)-F(a) bolyandygyny
tapyarys.

Diymek, egri ¢yzykly trapesiyanyn meydanyny (2-nji surat) asakdaky
formulanyn komeginde hasaplamak miimkin:

S=F(b)-F(a), )
munda F(x) — berlen f'(x) funksiyanyn islendik baslangy¢ funksiyasy.

7—-MATEMATIKA, 11-nji synp ‘



Seydip, egri ¢yzykly trapesiyanynn meydanyny hasaplamak f(x)
funksiyanyn F(x) baslangy¢ funksiyasyny tapmaga, yagny f(x) funksiyany
integrirlemége getirilyér.

F(b)-F(a) tapawuda f (x) funksiyanyn [a, b] kesimddki anyk integraly
b
diyilydr we seyle kesgitlenyir: J.f (x)dx

(okalysy: ,,a-dan b ¢enli integral ef iks de iks*), yagny

[ f()dx = F(b) = F(a). 3)

(3)formula Nyutonyn-Leybnisin formulasy diylip atlandyrylyar.
(2) we (3) formula gora:

b
S = [ f(x)dx. 4)
Integraly hasaplamakda, adatda, asakdaky yaly belgileme girizilyér:

b
F(b)-F(a)=F(x)| .Onda (3) formulany seyle yazmak miimkin:
a
f b
S = [ f(x)dx = F(x) - (5)

Su orunda gysgaca taryhy maglumaty aytmak yerlikli.

Egri ¢cyzyklar bilen aragéklenen sekilit meydanyny hasaplamak meselesi
anyk integral diisiinjesine getiripdir. Uzniiksiz f (x) funksiya
kesgitlenen [a, b] kesim a=x,, x,.., X, ,.., x,=b nokatlaryn komeginde 6zara
den [x, x,,,] (k=0, 1, .., n—1) kesimlere boliinen we her bir [x,, x,.,] kesimden
islendik &, nokat alnan. [x,, x,,,] kesimin uzynlygy Ax,=x,,,—x,-1 berlen f (x)
funksiyanyn &, nokatdaky bahasy f(§,)-na kopeldilen we su

S5 (E)Axytf (E)Ax +.. 4 (E DA, (6)

jemi diizilen, munda her bir gosulyjy esasy Ax, we beyikligi
f (&) bolan goniiburglugyin meydanydyr. S, jem egri ¢yzykly

n

trapesiyanyil S meydanyna takmynan deni: S,=S (5-nji surat).



S-nji surat.

(6) jeme f (x) funksiyanyn [a, b] kesimddki integral jemi
diyilydr. Eger n c¢iksizlige ymtylanda (n—o0), Ax, nola ymtylsa
(Ax,—0), onda S, integral jem kibir sana ymtylyar. Hut su
san f(x) funksiyanyn [a, b] kesimdiki integraly diylip atlandyrylyar.

1-njimysal.6-njysuratdagorkezilenegrigyzyklytrapesiyanynmeydanyny
tapyn.

s

A (4) formula gord S :Ixzdx. Bu integraly Nyutonyi-Leybnisifi

1

formulasynyn (3) komeginde hasaplayarys. f (x)=x*> funksiyanyn bas-
3
langy¢ funksiyalaryndan biridigi F(x)= x? aydyn. Diymek,

1Pl N U | .
S = [xdv="- =S (@ =1 ==-63=21 (kw. birlik).

Jogaby: S=21 kw. birlik. A

2-nji mysal. 7-nji suratdaky strihlenen zolagyn meydanyny tapy.
/N Strihlenen zolak egri ¢yzykly trapesiya bolup, ol yokardan y= cosx

funksiyanyn grafigi, asakdan bolsa —g;g kesim bilen aracdklenen.

y=cosx — jiibiit funksiya, Oy zolak oka gord simmetrik. Su maglumatlara

T
gord, zolagyn {istiinin J.Z cos xdx Ustiinin iki essesine denl diymek miimkin.
0



6-njy surat. 7-nji surat.
A Nyutonyn-Leybnisiii formulasyna we (5) formula gora:

§ = [, cos xdy = sinx| 2, = sin%—sin(%) —1—(=1)=1+1=2 (kw. birlik).
= x

2

Jogaby: 2 kw.birlik. A

3-nji mysal. |cosxdx anyk integraly hasaplan.

ote—y

A Nyutonyn-Leybnisifi formulasyna we (5) formula gora:

T

. T . .
.J‘cosxa’x:smx|0 =sinz—sin0=0.
0

Jogaby: 0. A

2
4-nji mysal. '[ (2x* —3x +4)dx anyk integraly hasaplafi.
-1

A Nyutonyn-Leybnisint formulasyna we (5) formula goré:

2
2 3 22 37. 81 ..
2x* =3x+4)dy =(=x —=x"+4x)|*, === —(-—) =— =13,5.(kw. birlik
[( Jebe = (" = =5 -=7 ( )

Jogaby: 13,5 kw. birlik. A

5-nji mysal. § =

S 0 |

sin”(3x +%) dx anyk integraly hasaplan.



A 1lki anyk dil integraly tapyarys:

[sin?(3x+ %)dx = % [ (1—cos(6x+ %))dx = % (x —%sin(6x + %)).

11 3oLzl Zy Lo LenZy -
Onda Szz(x—gs1n(6x+%))g—2(3 6Sln(27r+3)) 2(O 6s1n3)_

z 1 . » 1 . «x
=———sin—+—sin—=
6 12 3 12 3

ox.| N

Jogaby: S==—. A

K

6
6-njy mysal. J-\/Zx —3 dx anyk integraly hasaplar.
2

A Tlki anyk dil integraly tapyarys:

3
Integrallar jedweline gord J.\/Zx —3dx = % ‘(2x-3)2 +C.
Onda

6

316
Jx/2x—3dx:%-(2x—3)2

5 2

1 : 1)L o7 262
:g-((2-6—3) -(2-2-3) ]—3 27-1)= 3 —83.

Jogaby: 8%. A

Anyk integral asakdaky hisipetlere eye:
1. j f(x)dx =0. Hakykatdan hem, j f(x)dx = F(a)—F(a)=0.
2. j f(x)dx = —j £ (x)dk.
A if(X)dx =F(b)-F(a); jf(X)dx = F(a)~F(b)=~(F(b)-F(a)).

Diymek, —j S (xX)dx = F(b)~ F(a) = [ f(x)dx. A

(101]



3. a, b, ¢ — hakyky sanlar bolsa, .[ f(x)dx = I f(x)dx+ J. f(x)dx (anyk
integralyn additiwlik hasiyeti).
4. f(x), x e R, jiiblit funksiya bolsa, onda I f(x)dx=2- _[ f(x)dx
-a 0
b
5. Eger f(x)>0, xe[a,b] bolsa, '[ J(x)dx =20 bolyar.

b b
6. xc[a,b]da f(x)< g(x)bolsa, onda j f(x)dx < I g(x)dx bolyar.

@ Soraglar we yumuslar

1. Anyk integral ndme?

2. Egri ¢yzykly trapesiya meydanyny hasaplamak meselesini aydyi.
Mysallarda diistindirini.

3. Nyutonyii-Leybnisifi formulasy ndme? Onuil mazmunyny aydya.

4. Anyk integralyn hisiyetlerini aydyn. Mysallarda diistindirin.

Goniikmeler

Anyk integrallary hasaplani (36—41):

36.1) j3x2dx; 2) TZde; 3) j.Sxdx; 4) Jz-S'x3dx
- . - 1

5) [—ax; 6) [—dv; | 7) [—dx; 8) [2xdy;
1 X 3 X 1 X 0

o) [Zax | 10) [L: | 1y [ | 1) [wirid
)!ﬁ 5 )8%/;9 )—1 2x+3° )‘([X X+lax .

V4

37.1) 'fcos(2x+£)dx; 2) I sin® 2xdx;
E 4
2

; g
3) J.sin 3x cos 3xdyx; 4) J. (cos® 2x —sin” 2x)dkx.
0 0



In2 2 3
38. 1) [ eax; 2) [e'ax; | 3 [ —eta.
0 0 1
1 0
39. 1) [ +3x)(x—Ddx; 2) [ (r+2)(x* ~3)ax;
1 -1
TP ! 1
3) j (x+—) db; 4) j — (1-—)dx.
1 X X by
S dx + o dx %
40*. 1 : 2 : 3) | (sin® 2x +cos” 2x)dn.
) '!.m ) '! x+1 ) '([( )
5 5.2 L2
41*. 1) Ixz-\/x—ldx; 2) jo;lodx; 3) jolju‘dx
1 X — X+

0

42*. 1) Seyle a we b sanlary tapyn, yagny f(x)=a:2*+b funksiya f'(1)=2,

3

I f(x)dx =17 sertleri kanagatlandyrsyn.

0
b

2) I (b—4x)dx>6-5b densizlik yerine yetirilyin @hli b>1 sanlary
1

tapynl.

2
43%. 1) (b +(4—4b)x+4x")dr <12 defsizlik Yerine yetirilyan ahli b
1

sanlary tapyi.

2) Nabhili a>0 sanlar ti¢in J e“dx >% demsizlik yerine yetirilyér?

44. f (x) funksiyany a-nyn islendik bahasynda deiilikler yerine yetirilydn
edip saylan:

1) if(x)dx:2a2—3a; 2) jff(x)dx=4a—a2;

3) j f(x)dx=§a3—%a2; 4) j F)di=d +atsing.

(i)



Integrallary hasaplaii (45—46):

1 -1
45.1) [(e+1’dx;  2) [107-27dx;
0 -2

In3

-1
4) I3'x6xdx; 5) J. edx;
-3 In2
F25+3° 25t
46%. 1) [———dv;  2) [———adx;
)6 10’
Jer2 £33 447
h [ IR sy [
KX -2 y 12

1

3) [(e ~1)dx;
0
In5

6) j e dkx.

In3

Je-1

3 ]

6) T4X-8de.
0

2xdx
X +1

47. x=a, x=b goni ¢yzyklar, Ox oky we y=f (x) funksiyanyn grafigi bilen

aragéklenen egri ¢cyzykly trapesiyanyn meydanyny tapyn. Degisli ¢yzgy

Cyzyn:
)a=1, b=2,  f(x)=x°
3)a=-2, b=1, f(x)=x’+2;

5) a:%, b:%”, f(x)=sinx;

2)a=2, b=4,
4)a=1, b=2,

f(x)=x%
f(0)=x+2;

6) a:%, b:%, £(x) = cos x.

48. Ox oky we berlen parabola bilen aragdklenen sekilii meydanyny

tapyni:
1) y=9-x%; 2) y=16—x%;
4) y=—x*+7x-10; | 5) y=—x"+4x;

3) y=—x"+5x—6;
6) y=—x>—3x.

Asakdaky c¢yzyklar bilen aracdklenen sekilii meydanyny tapyn. Degisli

¢yzgy ¢yzyn (49-50):
49.1) y=—x"+2x, y=0;

3) y=2x"+1, y=0,x=-1, x=1;
50.1) y=-2x*+7x, y=3,5-x;

3) y=x, y=0, y=—x+2;

1
5) y=—-x"y=ax;
a

7) y=|1gx,y=0,y:2,x:0.

2) y=—x>+3x+18, y=0;

4) y=—x>+2x, y=x.

2) y=x>,y=0,x=3;

4) y=2Jx, y=0,x=1,x=4.

6) y=2%,y=2,x=0;



@ Barlag isininn nusgasy
I Wariant

3

1. f(x)= % —cos3x  funksiyanynn dhli  baslangyc funksiyalaryny
tapyn.

[\

. Eger F (%) =1,bolsa, f(x) :ﬁ funksiyanyn baslangy¢ funksiyasy
—JX
F(x)-1 tapyn.

]

2
. Hasaplan: j (x* —6x+9)dx.
-1

=

. Hasaplaii: _[ singdx.
0

i

Ox oky, x=—1 we x=2 goni ¢yzyklar we y=9-x’ parabola bilen
aracdklenen egri ¢yzykly trapesiyanynn meydanyny hasaplari.
II Wariant

4

1. f(x)= x? +sin4x  funksiyanynn &hli  baslangy¢ funksiyalaryny
tapyn.

N

. Eger FGJ =2 bolsa, f(x)= funksiyanyn baslangy¢ funksiyasy

3
(2-5x)°
F(x) -1 tapyn.

1
. Hasaplati: [ (x® +7x—8)dx
33

]

=

. Hasaplaii: | cosgdx

i

Ox oky, x=—2 we x=3 goni ¢yzyklar we y=x’-1 parabola bilen
araciklenen egri ¢yzykly trapesiyanyii meydanyny hasaplari.



Jogaplar
I BAP
1. @) Pulsui yygylygy — bu yiiregifi bir minutda nd¢e ursuny gorkezyin
belgi. Diymek, bir minutda Medinédnin yiiregi 67 gezek uryar. b) 4020. 2.

a) = 0,001509‘1“”. Hili artdy. ) = 0,15. 3. Ma’ruf 6nimlirik islapdir.
SOZ

4. @) ~0,000177 WM 5 gokm. ya-da 892 6. a) 0,1 ™ . b)o09 2
km sagat S g s
¢) 0,5 ™. 7. a)3,1 83 . 422 5 . b) Doza 2 gramdan 8 grama cenli
artdyrylanda mor-mojekler sany tiz kemelydr, sofi bolsa kemelisi pes bolyar.
8.a)7; b)7; ¢ 11; d)16; e)0; )5 9.a)5 b)7; c)c. 10.a)-2; b)7;
c)—1; d)1. 1l.a)-3; b)-5, ¢)-1 d)6; e -4, 0-8 g1, h?2; i5.
1
13.2)3x* b) —x—2 c) 2\/;; d)0. 15.a)2; b)6x+5; c) 6x*+8x +6.
16%. a) /' (x)=a; b) f'(x)=2ax + b; ¢) f'(x)=3ax® + 2bx + c. 20. 1) 4x; 2) —2x73;

1
3) 3x* 21, 2) x+1; 4) 4333 2x—1+x2+2x 3. 22.2) 1; 4)— )
2Vx(Wx=1?)

23.2)53,25.24.2)-3; 4)2. 25.2) __+ 3 4) 2x—— 26.2)3(xt2)% 4) 2x .
x> 4 x*

9 3
27.3) XAy ]
(x =1y’ (x-1)°
1 | I 1 I-Inx

4) —; 6) ; 8) 1+lnx; 10) 2e" ————-. 29. 2) 2e'cosx; 4) ;
coS” x xIn2’ x X x2

1 1
;8)3(2+x)%.30.2)11.31.2)0.32.2) - ;4) —— ;
0Wx 3y )3(2+) ) ) ) cos’ x ) sin’ xcos” x

; 6) 4 — 4; 8) Tx° +3x*-3x*7x 3. 28. 2) 0;

6) 2xsinx+x*-cosx ; 8) xcosx. 33.2) 1. 34.2) nm, nez; 4) 1. 35. 1) Lz—l,
X
2 4x-1. 36.2) < LEx” ) 342 30 o) 4y 38.2) dr 3+t 1 4) w1,
x X

39. x>2x. 43. 2) e™cosx; 4) sin2x; 6) 1 4 ; 8) 20(2x-1)°. 44.  3) —tgx;
x—

8) —30x2cos*’x-sinx+2xcos*’x; 9) Sotgx élnx . 45. 2) y=3x-4; y=3x-4; y=3x-4.
X sin"x

4)y=—x-2;y=8x+16;y=-4x.46.2)y=7x—6.47.2)yok;4)0we % ;6)0we % A48.1)y=—x;,

y=—x+21; y=—x+1. 49. 2) 0,1 ; 0,331 . 50. 2) a) 0,2718; b) 9,06 . 4) a) 0,938127;



b) 31,2709. 51.2) a) 0; b) 0. 4) a) 0,119401; b) 11,9401 . 52. 1) 4; 2) -7; 3) 6; 4)
19/28; 5) 0. 53.2) 29; 4) 32x-3; 6)18-2x; 8) 48x>+10x-2. 54. 1)a) 15; b) 15; ¢)
15; d) 15; 4) a) -29; b) 12; ¢) 5 d) 1. 55. 2) 3(x+2)? ; 4) 1-x2. 56. 1) 12; 2) 3.

1 1 /2
+tgx+ o *TxC -
57.15m/sek. 58. 3) I gx cos’r xIn3’ 10) 7x"In7+7~7x°; 12)7 COSX;

14) 8259, 2) 4, 4) 2. 60.2) @.61. 1 we2.62. 2) 2x>-1.63.2)2,75.

7 5 4 2
64. 2) M &) 6x18x+5 ; 6) 14x+12.65.2) —2X —4% —Sx 4210 +7
1-2Inx 11
—.

66. 2) e¥(4cosx—6sinx); 4)

67. 2) 4 4 - :
: | ) sin’1 20

35tg’
68. 1) 2xsinx+x’cosx; 2) — ter . 4) g x ;1 8) (2x—10)Incosx—(x>~10x+7)tgx.

L nls’ cos’ x
69. 3) artyan: (—oo; —3) U (3; —0) kemelyén: (-3;3).
4) artyan: (—oo; 0) U (0; +o0); kemelyén: .
6) artyan: (—oo; NG YU (\/5 ;+o0); kemelyin: _\/5; \/5
8) artyan: (—o0; 0); kemelyin: (0; +00).
9) artyan: (—1; 0) U (1; +o0); kemelydn: (—oo; —1) U (1; +o0).
10) artyan: (2; +o0); kemelyén: (—o0; 2).

7 7
14) artyan: (_E+ nr; 3+ nr),neZ,  kemelydn: .

70.2)-3;3. 4) 0. 6) 0. 8)0; 1.
71. 2) lokal minimum x=4; lokal maksimum bar emas.

4) lokal minimum x=5; lokal maksimum x=—35.

6) lokal minimum x=0,75; lokal maksimum bar emas.

8) lokal minimum x=2nm, neZ,; lokal maksimum x= m+2nm, neZ.
72. 2) artyar (-1; 1); kemelyir: (—oo; —1) U (1; +0).

4) artyar: (—%+ nr; %+ nr), n € Z; kemelyér: (—%Jr 2nr; 3—7Z+ 2nr), nel;,

. T T
6) artyar: @ ; kemelyar: (—5+ nr, E—i- nr), n €Z.

73. 2) ifi uly baha: 57, ifi kigi baha: —55.
28
4) ini uly baha: 84; in ki¢i baha: Y
1875
76.5625m?. 80. 80 m. 83. 1) 5 sek; 2) 250 m/sek; 3) ——
m *
87.1)4m’  2)5324 m’ 3)407 —;
min

(107



89. 1) 30 sany; 2) 1800000 som .

91.d) 24,52, —0,1; ¢)40,52, 9,86. 93.g)2,0004. 94. ¢)0,9302.

95. d)0,526. 96. d)0,1247. 112. 1) ifi uly 13; ifi kigi 13. 3) ifi uly yok; ifi kici 5. 5)
ifi uly yok; ift kici %

113. 2) y=13x+4:y=13x+4; y=13x+4. 114. 1) yok. 115. 3) yok.

117.1)-1; 2) 0; 3)—— 4)—— 5)75; 6) = [ :7)— 8)i 9) 2.

118. 1) 19; 10; 2)27; 30 3)77 30; 4)0; —8

119.1) 1;2) 0; 3)—— 4)—_ 5)75; 6) = f 7)) —— 8)i 9) \/2; 10) 0.

120. 1) 10; 6.2) 15; 18. 3) 225, 80.

1 20
121. 1) —2x+1; 2) cosx+sinx; 4) 4Ind—cosx; 6) ——20x+1. 122. 1) 4x%; 3) 1+—;

X X
6) e(sinx+cosx);8) 20sinx+2(10x—1)cosx.

1 r 2 V2
123.1) ——;0;2)3;3; 3) 2n+1;n+tl.4)—m Z+2X2:5)1;0;6 —
) 00333 ) 2 255) 150,60
3
2
7)1—”7;_%#’— 8)3;-342.

124.1)12;2)72. 126. 1) 0; 2) 600 000. 127.2) —sin2x.
128. 2) artyan: (—o0; +o0); kemelyin: @.

4) artyan: O; kemelyan: (—oo; 0) U (0; +00).
6) artyan: (—oo; +00); kemelyin: .
8) artyan: (0; +o0); kemelyén: (—oo; 0).
133 133 13
129.2 —-. 4) 0, 6) 3;-3; 8)0;, ——.
W53 ) ) 10—

130. 2) lokal minimum: x=9. lokal maxsimum: bar emas.
131.2) in uly: 81; ifi kici: —6. 134. 62 500 m2.

143. 1) 3e*; 2) ef™cosx; 3) 3cos(3x+2); 4) 8(2x+1)%;

144. 1) e 2) ¥ 3) 4e*+2;4) J16x+10 -

145. 1) 10x(x>+1)4;  3) #; 8) —esincosv-cog(cosx)- sinx.
146. 1) artyar: (—o0; 0,5); kemelyir: (0,5; —o0);

3) artyar: (—1; 1); kemelyar: (—oo; —1)U(1;+ ).
4) artyar: (—oo; +o0); kemelyir: O.

7) artyar: (—oo; +0); kemelyir: O.

8) artyar: (1; +); kemelyar: (—oo; 1).

147. 1) stasionar nokatlary: 1 we 3; lokal maksimum: 0; lokal minimum: —4.



II BAP

3 X
2. ) xXHC 4) x24+C;  6) sinx+C; 8) %sin2x+ C. 3. 2) T
nmw

X X

4 —+C; 6)°

na Via

1.
+C.4.4) élnx+C, 5.4) gs1n5x+C; 6) %COSZX +C.

6. 4) %(2x71)4+c 7. 2) —%.x3+x2+5x+2; 4 sinx+4. 8. 1) 2x?+8x+11;
2

X 9 2 P §_2 4
2) —?+3x+2,5; 3) 2" +9x+15,8; 4) x2—6x+10. 10. 1) B X+4;

1 23
2) %+2x—3; 3) x3—x+6; 4) x*+7x+1. 11. 1) Z-(3x—2)3+z;
X

2 Liaxasyied, 3y tiaecsy ol gy eyt
)3 55 % s i k+1
12. 1) 5 Inlx=21+7; 2) 3 Inlx+11+1; 3) sinx+7; 4) —cosx+9. 14. 2)

%~sin5x+%; 4) —3cos§+6. 15. )x'—4;2)x'-15.16.2)x +x5 4 2. L 3 1
3

-
x 4 x

2
17.2) —7cosx +4sinx; 4) 5e*+2sinx. 18. 2) %(x+5)5; 4) 9-(x+1)3;

7 5
6) —2cos(x—3)—4Inlx—2l. 19.2) —%-cos(7x—6)+C; 4) —gcos(7x—2)+C; 6)

—%-e”x +C; 20.2)%-(3x+2)5 +§x5 +C; 4)x2+3ctgx+6x+C.21.2)%sin5x+3§;

4) x*—Jx-1-15. 22. 2) §x5+%sin3x+4x+C; 4) x4+3sin§—3-cos§+C.

x—4

3 +C 4)Inlx—4I+C.

23.2) _?lcos Ax+C; 24.1) 1_—610058x—icos 4x; 25.2) In

X—
1
26. 2) x—arctgx+C;  4) —Ectgx-i-C, 27.2) _4(1 1 2)_2 +C
+Xx

8 ER) 2 1
28.2) S(x=4p+2(-H?+C. 4) J1xiC. 29, 2) —%0055x+3. 31. 4)

4) — % ctg’x+C.

b

x+x>=J1-2x+C. 33. 1) sinx—xcosx+C; 2) x’-sinx—2sinx+2xcosx+C;

1
3) %.x21nx_ix2+c; 4) x-arctgx—Eln(1+x2)+C.

(109]



34.1) %-(xsin2x+%cost)+C; 3) 9sin§—3x-cos§+€.

36.4)30. 37.4) L 38.2) Loe1).39. L 40.2)2. 41. 1.5+1n2. 42. 1) a= |
4 4 8 In2

po200°27D) o 43 1) h=3:2)a>In2. 44 —dx—3:  2)fn)=d—2x:
BEETSTE )b=2.43.1)b=3;2)a>In2.44.1) fix)=4x—3; 2)f(x)=4—2x; 3)

fx)=x>=3x; 4) fix)=1+2x+cosx. 45.2) _ 4 :6)8.46.2) 14 0.1. 4y1.47.2)

5In5 n5 In2
6. 4)1—£. 48.2) gsl a0 )2 s »0 4L
3 2 3 3 3 6

50.1)9; 2)9; 3)4,5;

Peydalanylan we hodiirlenilyin edebiyatlar

1. LIIA. Anumos u Op. Anrebpa u Hauyajla MaTEMaTHYECKOI'O aHaJIU3a,
yueOnuk mist 10—11 knacca. YueOuuk miist 6a30Boro u mpoQuiIbHOrO
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GEOMETRIYA

I BAP, GINISLLIKDE DEKART
KOORDINATALARY

1. FAZODA KOORDINATALAR SISTEMASI

Ginislikde koordinatalar sistemasy

Tekizlikde dekart koordinatalar sistemasy bilen asaky synplar-
da tansypdynyz. Ginislikde koordinatalar sistemasy hem tekizlikddka
mernizes girizilyar.

O nokatda kesisydn we koordinata baslangyjy su nokatda bolan 6zara
perpendikulyar ti¢c Ox, Oy we Oz koordinata oklaryna garayarys.

Bu goni ¢yzyklaryn her bir jiibiiti arkaly Oxy, Oxz we Oyz tekizlikler
gecirydris (1-nji surat). Ginislikde goniiburgly dekart koordinatalary siste-
masy seyle girizilydr we onda

O nokat — koordinatalar baslangyjy,

Ox, Oy we Oz goni ¢yzyklar — koordinata oklary,

Ox oky — abssissalar, Oy oKy — ordinatalar we Oz oky applikatalar oky,
Oxy, Oyz we Oxz tekizliklere — koordinatalar tekizlikleri diyilyér.

® ©)

Koordinata tekizlikleri ginisligi 8 sany oktanta (yarym cetbere)
bolyar (1-nji surat).

Giniglikde islendik 4 nokat berlen bolsun. Bu nokatdan Oxy, Oyz we Oxz
koordinata tekizliklerine perpendikulyar tekizlikler geciryiris (2-nji surat).
Bu tekizliklerden biri Ox oky A4,  nokatda kesip gec¢ydr. 4. nokadyn x
okundaky koordinatasy 4 nokadyn x — koordinatasy ya-da abssissasi diylip
atlandyrylyar.

(11
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A nokadyn y — koordinatasy (ordinatasy) hem-de z — koordinatasy (ap-
pilkatasy)hem seyle anyklanyar.
A nokadyn koordinatalary A4 (x; y; z) ya-da gysgarak (x; y; z) gorniisde
belgilenyér. 3-nji suratda gorkezilen nokatlar asakdaky koordinatalara
eye: A(0; 5;0), B(4;0;0), M(0; 5;4), K(2;3;4), P(-2; 3;4),

® ©)

I-nji mesele. Ginislikde dekart koordinatalary sistemasy girizilen.
Ondaky 4 (2; 3;4) nokadyn ornuny anyklan.

Coziilisi. Koordinata baslangyjyndan Ox we Oy oklarynynl polozitel
ugurda degislilikde OA4, = 2 we O4,= 3 kesimleri goyyarys (4-nji surat).

A. nokatdan Oxy tekizlikde yatyan we Oy okuna parallel goni ¢yzyk
gegirydris. 4, nokatdan Oxy tekizlikde yatyan we Ox okuna parallel goni gyz-
yk geciryiris. Bu goni ¢yzyklaryn kesisme nokadyny A4: bilen belgileyiris.
A, nokatdan Oxy tekizlige perpendikulyar gecirydris we onda Oz okunyn
polozitel ugrunda 44,=4 kesim goyyarys. Emele gelen A4(2; 3; 4) nokat
gbzlenydn nokat bolyar.

Hézirki zaman sifrli-maksatnamaly dolandyrylyan stanoklar we aw-
tomatlasdyrylan robotlar ii¢in koordinatalar sistemasyndan peydalanyp
maksatnamalar diiziilydr we olar esasynda metallar islép tayyarlanylyar (5-
nji surat).

® ©



Iki nokadyn arasyndaky aralyk

Iki A (x,, y,, z,) we B(x,, y,, z,) nokatlar berlen bolsun.

1. IIki AB goni ¢yzyk Oz okuna parallel bolmadyk yagdaya garayarys
(6-njy surat). 4 we B nokatlar arkaly Oz okuna parallel ¢yzyklar geciryéris.
Olar Oxy tekizligi A- we B: nokatlarda kesip gegsin.

Bu nokatlaryni z — koordinatasy 0-a deni bolup, x we y — koordinatalary
bolsa degislilikde 4, B nokatlaryii x we y — koordinatalaryna den.

Indi B nokat arkaly Oxy tekizlige parallel tekizlik o gegiryiris. Ol A4
goni ¢yzygy kébir C nokatda kesip gegyar.

Pifagoryi teoremasyna goré: AB?=AC* + CB>.

Yone, CB=A_B., A.B>= (x,—x,)* + (v,— y,)* we AC=|z,—z,|.

Sonufi iigin, 4B =(x, —x,)* + (7, — 1) +(z,~z,)*.
2. AB kesim Oz okuna parallel bolan yagdayda: AB= |z,— z,|
Yokardaky formula hem su netijéni beryér, ¢iinki bu yagdayda x,=x,,
V1=V
Diymek, A we B nokatlaryn arasyndaky aralyk:
AB:\/(xz_x1)2+(y2_y1)2+(22_22)2 (1)

Diisiindirig. (1) formula goniiburgly parallelepipedin  6lgegleri
, b=|y,—»|, c¢=|z,—z]| bolanda, onuti diagonalynyf uzynlyg-
yny ailladyar.

Sferanyn we saryn denlemesi. Malim bolsy yaly, 4(a; b; c) nokatdan R
aralykda yatyan @hli M(x; y; z) nokatlar sferany diizydr (7-nji surat). Onda
(1) formula gord, merkezi A (a; b; c)nokatda radiusy R-e deii bolan sferada
yatyan &hli nokatlaryn koordinatalary (x — a)*+(y — b)*+ (z — ¢)*= R? deiiligi
kanagatlandyryar.

a:|x2 — X,

Onda gorniisi yaly, merkezi 4 (a; b; c)nokatda radiusy R-e dei bolan
saryn derilemesi (x — a)*+ (y — b)* + (z — ¢)*< R?yaly ailadylyar.

@



2-nji mesele. Depeleri A(9; 3; -5), B(2; 10; -5), C(2; 3; 2) nokatlarda
bolan ABC tigburclugyn perimetrini tapyn.

Coziilisi: ABC tgburglugyn perimetri P=AB+AC+BC. 1ki nokadyn
arasyndaky aralygyi formulasyndan d = \/ x,=x) +(y, =) +(z,-z2,)°
peydalanyp ticburclugyi taraplaryny tapyarys:

AB=1J(2=9) +(10—3)? +(=5+5)> =49 + 49 =72,

AC=J(2—9)2 +(3-3)2 +(2+5)* =/49+49 =72,
BC=1(2-2)2 +(3—10)? +(2+5)> =49+ 49 =72

Diymek, ticburcluk deii taraply we onuii perimetri: P=3-72=21/2.
Jogaby: 212

Kesimiri ortasynyn koordinatalary
A(xy; vy; z,) we B(x,; v,; z,;) — 1slendik nokatlar bolup, AB kesimiii ortasy

C(x; y; z) bolsun (7-nji surat).

©

A, B we C nokatlar arkaly Oz okuna parallel goni ¢yzyklar geciryéris. Olar
Oxy tekizligi 4 (x,; y,; 0), B.(x,; 1,; 0) we C(x; y; 0) nokatlarda kessin.

Falesiil teoremasyna gord C, nokat A _ B, kesimiti ortasy bolyar. Onda teki-
zlikde kesimini ortasynyn koordinatalaryny tapmagyn formulasyna gora

_atxyn o ity
X = s V=
2 2

z -1 tapmak {licin Oxy tekizligin yerine Oxz ya-da Oyz tekizligi almak yeterli.

Munda z tigin hem yokardakylara metizes formula alynyar.

x:x1+x2, _ht» z=Zl+—22,
2 2 2

Sunia mernizes, berlen 4B kesimi gatnasykda (4P.PB=\) bolyan P(x,; y,;

z,) nokadyn koordinatalary 4 we B nokatlaryni koordinatalary arkaly
gt o it o ntAz )
1+4 1+ 4 1+ 4




formulalar tapylyar. Bu denilikleriii dogrudygyny 6zbasdak gorkezini.

3-nji mesele. Depeleri M(3; 6;4), N(0; 2; 4), K(3; 2; 8), L(6; 6; 8) nokat-
larda bolan MNKL dortburglugyn parallelogramdygyny subut edii (9-njy
surat).

Subudy. Meseldni ¢ozende diagonallary kesisme nokadynda deni yarpa
boliinydn dortburglugyi parallelogramdygyndan peydalanyarys.

MK kesimin ortasynyil koordinatalary:

6+2 448
2 2 2
NL kesimin ortasynyinl koordinatalary:
0+6 2+6 4+8
T YT 2

MKwe NL kesimlerin ortalarynynl koordinatalary birmenzesdigini
goryiris. Bu, su kesimlerini kesisydndigini we kesisme nokadynda olar deni
yarpa boliinydndigini aiiladyar.

Diymek, MNLK dortburgluk — parallelogram. L]

Tema degisli meseleler we amaly yumuslar

1. 10-njy suratda sekillendirilen nokatlaryii koordinatalaryny anyklan.

2. Ginislikde dekart koordinatalar sistemasy girizilen bolup, onda
A(0; 3; 1), B(-2; 0; 0), C(0; 0; 8), D(0; =9; 0), E(5; —1; 2), F(-6; 2; 1)
nokatlar berlen. Bu nokatlar haysy a) koordinatalar okunda; b) kordinatalar
tekizliginde; c¢) oktantda yatyar?

o)

3. 11-nji suratdaky nokatlaryni koorginatalaryny tapyn.
4. 12-nji suratda belgilenen nokatlaryn koordinatalaryny tapyii.

5. 13-nji suratda diagonaly 2 -d defi bolan kwadrat sekillendirilen.
Onun depelerinin koordinatalaryny tapyi.

6. A (3; 2; 4) nokadyn koordinata tekizliklerinddki proyeksiyasynyn
koordinatalaryny tapyn.

(i)



7. Gittislikde dekart koordinatalary sistemasy girizilen bolup, onda 4 (—1; 2;
—3), B(0; 15 2), C(0;0;5), D(=2;2;0), E(5;-1;0), F(0;2;0), G(9;0;0),
H(9;0;2), 1(6;3; 1), J(=6;3;5), K(=6;-2;3), L(6;-2;4), M(6; 3;-9),
N(-6; 3;-8), O(—6;-3;-6), P(6;—3;—2) nokatlar berlen bolsun. Bu nokatlar
haysy koordinatalar okunda, kordinatalar tekizliginde we oktantda yatyar?
Asakda berlen nusga goré jedweli dolduryn.

Nokat Nokadyn koordinatalarynyn ayratynlygy Berlen nokatlar
yerlesyén zolak
Ox ok y=0, z=0 dine x koordinata noldan tapawutly G(9;0;0)
Oy ok
Oz ok
Oxy tekizlik z=0, x we y koordinatalar noldan tapawutly D(-2;2;0)
Oyz tekizlik
Oxz tekizlik
1-nji oktant x>0,y>0,z>0 1(6;3;1)
2-nji oktant

3-nji oktant

4-nji oktant

5-nji oktant

6-nji oktant

7-nji oktant

8-nji oktant

B



8. 4(2; 0; =3) we B(3; 4; 0) nokatlaryn arasyndaky aralygy tapyii.

9. A(3; 3; 3) nokatdan a) koordinata tekizliklerine ¢enli; b) koordinata
oklaryna cenli; ¢) koordinata baslangyjyna ¢enli bolan aralyklary tapyii.

10. M (2; -3; 1) nokatdan koordinata tekizliklerine ¢enli aralyklary tapy.

11. Koordinata tekizliklerinini her birinden 3 birlik aralykda uzaklasyan
nokadyn ornuny anyklan.

)

12. Eger OA=2+/2 -i defi bolsa, 14-nji suratda sekillendirilen kubuti de-
pelerinint koordinatalaryny tapyn.

13. C(2;5;—-1) we D(2; 1; —6) nokatlaryn haysy biri koordinata baslangy-
jyna yakyn yerlesyér?

14. Depeleri A(1;2; 3), B(2;3; 1), C(3; 1; 2) nokatlarda bolan tigcbur¢lugyn
perimetrini tapyn.

15. Depeleri A(1; 2; 3), B(2; 3; 4), C(3; 4; 5) nokatlarda bolan tighur¢luk
barmy?

16. A(-2;0; 5), B(-1; 2; 3), C(1; 1; -3), D(0; —1; —1) nokatlar parallelo-
gramy1 depeleridigini subut edin.

17. ABC igcburglugyn gorniisini anyklan we onuil perimetrini we
meydanyny tapyii:

a) 4 (3;0;0), B(0;3;0), C(0;0;3); b)4(2;0;5),B(3;4;0), C(2;4;0);
c)A(2;4;-1),B(-1;1;2),C(5;1;2).

18. Oxy tekizliginde yatyan we A(0; 1; —1), B(-1; 0; —1), C(0; —1; 0)
nokatlardan den uzaklykda yatyan nokady1 koordinatalaryny tapyn.

19.4 (1; 1;1), B(-1; 1; 1), C(-1; -1; 1), C,(-1; —1; —1) nokatlar
ABCD A,B,C,D, kubun depeleri bolsa, onuii galan depeleriniii koordinata-
laryny tapym.

20. Gapyrgalary S (0; 0; 0), 4 (2; 0; 0), B (0; 2; 0), C (0; 0; 2) nokatlarda
bolan SABC piramidanyn dogrudygyny subut edin.

21. Merkezi koordinatalar baslangyjynda radiusy 5-e deni bolan sferanyn
we sarynl derilemelerini yazyi.



22. Merkezi 4 (1; 2; 4) nokatda radiusy 3-e deil bolan saryn denillemeleri-
ni yazyn.

23. Radiusynyn depeleri 4 (-2; 1; 3), B (0; 2; 1) nokatlarda yatyan sfera-
nyn defilemesini yazyn.

24. Galyn kagyzdan kubuni modelini guruii. Onun bir depesini koordina-
ta baslangyjyny, ondan ¢ykyan gapyrgalaryny birlik syrtlar hékmiinde alyp,
onun basga depelerinini koordinatalaryny tapyn.

25. AB kesimin ortasynyn koordinatalaryny tapyn:

1) A(-1;0;0), B(1;2;0); 2) 4(0;0;0), B(2;2;2); 3) A(-2:4;2), B(2;-4:2),

26. 13-nji suratda sekillendirilen kubuni gapyrgalarynyni ortalarynyn
we granlary merkezlerinifi koordinatalaryny tapyn.

27.A(3;-1:4), B(-1;1;-8), C(2;1;-6), D(0;1;2) nokatlar berlen. a) 4B we
CD; b) AC we BD kesimler ortasynynl koordinatalaryny tapyn.

28. M(1;-1;2) we N(-3;2;4) nokatlar, AB kesimi ii¢ defi boleklere
bolyir. AB kesimin depelerinifi koordinatalaryny tapyii.

29. ABCD dortburglugyn taraplary we 4,8,C,D, goniibur¢clugyn tara-
plaryna degislilikde parallel. ABCD — goniibur¢lukdygyny subut edifi?

30. ABCD goniiburglugyn 4 depesinden onuii tekizligine perpendikulyar
AK goni ¢yzyk gecirilen. K nokatdan goniibur¢lugyn bagga depelerine ¢enli
bolan aralyklar 6 sm, 7 sm we 9 sm. AK kesimin uzynlygyny tapyii.

31*. Giniglikde 4(3; 0; —1), B(—4; 1; 0), C(5; —2; —1) nokatlar berlen. Oyz
tekizlikde 4, B, C nokatlardan deti uzaklykda yerlesyédn nokady tapyi.

32. ABCD parallelogramyn depeleri: A(-2;-4;3), B@3;1;7), C(4;
2;-5);b) A(4; 2; 1), B(1;-3; -2), C(-6; 2; 1) ¢) A(-1; 7; 4), B(1; 5; 2), C(9;
—3; —8) bolsa, D depesinint koordinatalaryny tapym.

33. CK kesimi CK:KM = gatnasykda bolyan M(x; y; z) nokadyn koordi-
natalaryny tapyn. a) C(-5; 4; 2), K(1; 1;-1) we A=2; b) C(1; -1; 2), K (2;
—4: 1) we 1=0,5; ¢) C(1:0:-2), K (9;3: 6) we A =§.

34. Depeleri A(3;2;4),B(1;3;2), C(—3;4; 3) nokatlarda bolan ticbur¢lugyn
medianalarynyn kesisme nokady M-ini koordinatalaryny tapyii.

35. Depeleri A(5; 6; 3), B(3; 5; 1), C(0; 1; 1) nokatlarda bolan ticbur¢lugyn
BL bissektrisasynynl L depesiniii koordinatalaryny tapyii.

36*. Depeleri A(4; 0; 1), B(5; —2; 1), C(4; 8; 5) nokatlarda bolan
ticburglugyn AL bissektrisasynyni uzynlygyny tapyii.

37*. Depeleri A(1; 3; —1), B(3; —1; 1), C(3; 1; —1) nokatlar bolan



ticburcluk berlen. Onunl a) uly tarapyna diisiirilen beyikligini; b) bur¢laryny
¢) meydanyny tapyii.

38%*. 14-nji suratda sekillendirilen kub baradaky maglumatlardan peyda-
lanyp MK kesimini uzynlygyny tapyii.

Taryhy maglumatlar

Abu Reyhan Biruny meshur tebip we matematik
Abu Ali ibn Sina bilen hat alysmalarynda ona asakda-
ky soragy berydr: ,,Ndme ticin Aristotel we basgalar
(filosoflar) taraplary alty sany diyip atlandyryarlar?”

Biruny alty granly kuby alyp, ,,basgaca sandaky
taraplara eye bolan” jisimler barada aydyar we ,,sar
sekilli jisimin taraplary yokdugyny” gosup goyyar.

Ibn Sina bolsa ,,hemme yagdaylarda-da taraplar
alty sany diyip hasaplamaly, c¢iinki her bir jisimde,
onun sekline seretmezden ii¢ olceg — uzynlyk, cunluk we ginlik bar” diyip
jogap beryair.

Bu yerde Ibn Sina ,,alty tarap” diyip alamatlary bilen alnan ii¢ ,,koordi-
natany” diistinydr.

Biruny ,,Kanuny Mas udiy” eserinde alty tarapyn anyk matematiki ma-
nysyny getirydr: ,, Taraplar alty sany, ¢ciinki olar jisimlerin olcegleri boyunga
hereketleri aracdgidir. Olcegler ii¢, bu uzynlyk, ginlik we curiluk, olaryrn de-
peleri bolsa dlceglerden iki esse kop ™.

Eserin onki kitaplarynda awtor yagtylgyclaryn asmandaky yagdayyny
asman sferasyna gord iki koordinata — ekliptik ginlik we uzaklyk arkaly
va-da edil seyle koordinatalar arkaly, emma asman ekwatoryna ya-da
gorizonta gord kesgitleydr. Emma yyldyzlaryn we yagtylgyclaryn ozara
verlesisini kesgitlemek meselesinde olaryn bir-birlerini o6niini yapyp
galyan yagdaylaryny hem hasaba almaly bolyar. Ynha seyle yagdayda
iictinji sferik koordinata zerurlyk doreydr. Ine su zerurlyk Abu Reyhan
Birunyny ginislikddki koordinatalar taglymyny one siirmdge getiripdir.



2. GINISLIKDE WEKTORLAR WE OLARYN USTUNDE AMALLAR

2.1 Ginislikde wektorlar
Ginislikde wektor diisiinjesi tekizlikdéki yaly girizilyar.

Ginislikde wektor diyip ugrukdyrylan kesime aydylyar.
Ginislikde wektorlara degisli esasy diisiinjeler: wektoryn uzynlygy (modu-
ly), wektoryn ugry, wektorlaryn deiligi tekizlikdiki yaly kesgitlenydr.

@

a(aj;ay;a) AB(xy — X130 = ¥1372 — 21)

Baslangyjy A(x,; y,; z,) nokatda we ahyry B(x,; y,; z,) nokatda bolan wek-
toryn koordinatalary diyip a,=x,—x,, a,=y,—,, a;=z,—z, sanlara aydylyar
(17-nj1 surat).

Wektorlaryn tekizlikdidkad menizes enceme hisiyetleri hem bolup, olary sub-
utsyz getiryaris.

Edil tekizlikdéki yaly den wektorlaryn degisli koordinatalary den bolyar we
tersine, degisli koordinatalary deii bolan wektorlar deii bolyar.

Bu wektory onuil koordinatalary bilen aillatma esas bolyar. Wektorlar
E(al;az;cg) ya-da a_(al;az;a3) ya-da gysgarak (a,;a,; a;) yaly (18-nji surat)
belgilenyir.

Wektor koordinatalarysyz 4B (ya-da gysgarak @) yaly hem belgilenyir.
Munda onui baslangyjy birinji orunda, ahyry bolsa ikinji orunda yazylyar.

Koordinatalary nollardan ybarat wektor no/ wektor diylip atlandyrylyar we

0(0;0;0)ya-da 0 yaly belgilenyir hem-de bu wektoryti ugry bolmayar.

Eger O koordinata baslangyjy we a,, a, we a; sanlar 4 nokadyn koordina-
talary yagny A(a,; a,; a;) bolsa, bu sanlar O4 wektoryti hem koordinatalary
bolyar: a(al; ay; a,).

Yone, koordinatalar ginisliginde baslangyjy K(c,; ¢,; ¢;) nokatda, ahyry
P(c,+a,; c,tay; ctas) nokatda bolan KP wektor hem su koordinatalar bilen
atiladylyar: KP (c,+ta,—c,; cyta,—c,; eytas—c,)= KP (ay; ay; ay).
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Sondan gelip ¢ykyp, wektory koordinatalar gintisliginde islendik nokada
goylan edip sekillendirmek miimkin. Geometriyada biz seyle erkin wek-
torlar bilen is salysyarys. Fizikada bolsa adatda wektorlar kébir nokada
goylan bolyar. Meselem, 19-njy suratdaky F gliy¢ purzinin haysy nokadyna
goylandygy bilen dhmiyetli hasaplanyar.

Wektoryn uzynlygy diyip ony sekillendirydn ugrukdyrylan kesimifi uzyn-
lygyna aydylyar (17-nji surat). @ wektoryn uzynlygy |a | yaly anladylyar.

a(a; a,, ay;) wektoryl uzynlygy onun koordinatalary arkaly

‘Z‘ =\a,’ +a,’ +a,’ formula bilen afiladylyar.

1-nji mesele. A(2;7;-3), B(1;0; 3), C(-3;-4;5) we D (-2; 3; —1) nokat-
bolyar?

Coziilisi: Den wektorlaryn degisli koordinatalary defi bolyar. Sonuni ti¢in
wektorlaryn koordinatalaryny tapyarys:

E = (1 - 29 0- 7: 3- (_3)) :(_1: _73 6)

DC =(-3-(-2), —4-3, 5-(-1)=(-1, -7, 6).

Diymek, 4B = DC. BC = AD ckenligini 6zbasdak gorkezi.
2.2 Ginislikde wektorlaryn iistiinde amallar

Weltorlaryn iistiinde amallar: olary gogsmak, sana kopeltmek we skalyar
kopeltmek amallary edil tekizlikddki yaly anyklanyar.

a(ay; ay; a;) we b(bl; b2; b3) wektorlaryr jemi diyip
a +b = (a;+h,; a,+h,; a;+b,) wektora aydylyar (20-nji surat).

20)a) b) c)

20-nji b suratda kran a wektor boyunca, yiik bolsa krana gord b wektor
boyunga hereketlenyin bolsun. Netijede yitk a+5 wektor boyunca hereke-
tlenyédr. Sonun yaly-da, 20-nji ¢ suratda sekillendirilen rus yazyjysy Kry-
lowyii basnyasyny1 gahrymanlary ndme sebdpden arabany yerinden gozgan
bilmeyéndiklerini duyan bolsailyz gerek.

()



Wektorlaryn jeminin hdsiyetleri.

Islendik a, b we ¢ wektorlar ii¢in asakdaky hisiyetler yerlikli:

a) a+ b = b +a — wektorlary gosmagyi orun ¢alsyrma kanuny;

b) a + (b + ¢) = (a+b)+tc —wektorlary gosmagyti paylama kanuny.

Wektorlary gosmagyn ticburcluk diizgiini.

Islendik 4, B we C nokatlar ii¢in (21-nji surat): 4B+ BC = AC.

Wektorlary gosmagyn parallelogram diizgiini.

Eger ABCD — parallelogram (22-nji surat) bolsa, AB+ AD = AC.

Wektorlary gosmagyn kopbur¢luk diizgiini.

A, B, C, D, we E nokatlar ti¢in (23-nji surat) bolsa,
AB+BC+CD+DE=AE bolyir.

) @ ® 2

Bir tekizlikde yatmayan ti¢ wektorlary gosmagyn parallelepiped dizgiini.

ABCDA,B,C\D, — parallelepiped (24-nji surat) bolsa,
AB + AD + A4 = AC pbglyir.
a (ay; ay; a3 ) wektoryihsanakopeltmekhasylydiyipha=(1ay; Aay; Aas)
wektora aydylyar (25-nji surat).

Islendik a we b wektorlar hem-de A we p sanlar ii¢in

a)Ma + b)=Nra +Ab;

b) W) a=Aa +ub;

¢)[ha|= |- |a| we Aa wektoryii ugry

A > 0 bolanda, a wektoryii ugry bilen birmetizes we

A <0 bolanda, a wektoryti ugruna garsylykly bolyar.

@ 29 a) b)



2.3 Kollinear we komplanar wektorlar

Nol wektordan tapawutly a we b wektorlar berlen bolsun. a we b wek-
torlar birmenizes ya-da garsylykly ugrugan bolsa, olar kollinear wektorlar
diylip atlandyrylyar (26-njy surat).

I-nji hisiyet. a we b wektorlar tigin a =Ab (1 #0) detilik yerlikli
bolsa, olar 6zara kollinear bolyar we tersine.

Eger A> 0 bolsa, a we b wektorlar bir tarapa (a 11 b), eger A< 0 bolsa,
garsylykly tarapa (a 1| b ) ugrugan bolyar.

2-nji hiisiyet. a(ay; ay; a;) we b(by; by; by) wektorlar 6zara kollinear bol-

v . = . ’ a a a g
sa, olaryn koordinatalary 6zara proporsional bolyar: El = b—2 =33 we tersine.
2

2-nji mesele. Baglangyjy 4 (1, 1, 1) nokatda we ahyry Oxy tekizlikddki B
nokatda bolan we a (1, 2, 3) wektora kollinear wektory tapyn.

Coziilisi: B nokadyn koordinatalary B(x; y; z) bolsun. B nokat Oxy
tekizlikde yatyandygy ti¢in z=0. Onda 4B (x—1;y—1; - 1) bolyar.

Serte gord, AB(x — 1; y — 1; — 1) we a(l, 2, 3) wektorlar kollenear.
Diymek, olaryn koordinatalary 6zara proporsional bolyar.

Mundan XT_I = yT—l = %1 proporsiyalary alyarys.

2 1
Olardan x = 3 V73 bolyandygyny tapyarys.
2

Onda @(—%;—E;—l) bolyar. []

Bir tekizlikde ya-da parallel tekizliklerde yatyan wektorlar komplanar
wektorlar diylip atlandyrylyar (27-nji surat).

@

a) b)

¢ (1;0;0), 2 (0; 1; 0) we e3 (0; 0; 1) wektorlar syrtlar diyilyér (28-nji
surat).

Islendik a(a,; a,; a;) wektory a=a, ¢ + a,& + a, ey gorniisde, bitewi
yagdayda syrtlar boyun¢a yaymak miimkin (29-njy surat).
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Sonuni yaly-da, ii¢ komplanar bolmadyk 0A4,0B we OC wektorlar berlen
bolsa, islendik OD wektory asakdaky gorniisde, bitewi yagdayda atilatmak
miimkin: o o o o

OD =a; OA +a," OB +a,- OC.

Bu yerde a,, a,, a,néhilidir hakyky sanlar. Muna wektory berlen wektorlar

boyunga yaymak diylip atlandyrylyar.

2. 4 Wektorlaryn skalvar kopeltmek hasyly

Nol wektordan tapawutly a we b wektorlaryn arasyndaky burg¢ diyip O
nokatdan ¢ykyan O4=a we OA= b wektorlaryn ugrukdyryjy kesimlerinini
arasyndaky burc¢a aydylyar (30-njy surat).

-~

a web wektorlaryn arasyndaky burg (a ,E) yaly hem belgilenyar.

G0, b)

a we b wektorlaryiskalyar kopeltmek hasyly diyip, buwektorlaryii uzynlykla-
rynyn olaryn arasyndaky burgun kosinusynyn kopeltmek hasylyna aydylyar.
Eger wektorlaryn biri nol wektor bolsa, olaryni skalyar kopeltmek hasyly
nola den bolyar.
Skalyar kopeltmek hasyly a - b ya-da (a, b )yaly belgilenyir. Kesgitleméa
goréd
(a,b)=lal-|b]cose (D
Kesgitlemeden gorniisi yaly, @ we p wektorlaryn skalyar kopeltmek hasy-
ly nola deni bolsa, olar perpendikulyar bolyar we tersine.
Fizikada jisimi F giiyjiifi tésiri astynda s aralyga siiysiirmekde edilen 4
is (31-njisurat) F we s wektorlaryii skalyar kopeltmek hasylyna deii bolyar:
A=(F,s)=|F||s|cosg.



Hiisiyet. a (a,;a,;a;)we b (b,; b,; b;)wektorlariicin(a , b )= a,b+a,b,+a;b;.

Subudy. @ we b wektorlary koordinata
baslangyjy O nokada goyyarys (32-nji surat).
Onda 04 = (a;; ay; a;) we OB = (by; by; by)
bolyar. Eger berlen wektorlar kollinear bolma-
sa, ABO tigburglukdan ybarat bolyar we onun
ticin kosinuslar teoremasy yerlikli bolyar:

AB? = 04% + OB> —204- OB - cosg. Ondan
0OA-OB-cosp = %(OA2 +OB” — AB*) bolyar. Yone, 04> =ai +a3 +4a3 ,
OB> =b’ +b} +b} we AB> = (b —a)* +(by—ay)* +(by —a3)*.
Diymek, (z,b) =|a|:|b|cosp = %(OA2 +0B? - AB*) =
=%(6112 +ay” +ay” + by by by = (b —a) - (b —ay) -
— (by—a3)*) = ayhy +arhy +asby.
Berlen wektorlar kollinear bolmadyk ( ¢ =0°, ¢ =180") yagdayda-da bu

denlik yerlikli bolyandygyny 6zbasdak gorkezii. [ |
Skalyar kopeltmek hasylynyn héisiyetleri.

1. a -b=>b-a orun ¢alsyrma hisiyeti.
2.(a+b) ¢ = a-c+b-c paylama hésiyeti.
3. A-(a-b)=(A-a)-b=a-(A-b) toparlama hisiyeti.
4. Eger we wektorlar birmerizes ugurdaky kollinear wektorlar bolsa,
a - b =|al||b|bolyir, ¢iinki cos 0°=1.

5. Eger garsylykly ugrugan bolsa, a - b =—|a||b|, ¢iinki cos180°
=—1.

6. a - a=|alla|cos0®°=|alP= a’=|al

7. a wektor b wektora perpendikulyar bolsa, a - b =0 bolyar.

Netijeler:

a) a =(a,;ay,;a;) wektoryi uzynlygy |a|=+la,” +a,” +a,” ; (1)

b) a=(a,;a,;a;) we b= (b,;b,;b,) wektorlaryi arasyndaky burcuti ko-
sinusy:
ab, +a,b,+ a,b,

2 2 2 2 2 2 ;
\/a1 +a,” +a, \/b1 +b," +b

@

cosQ =

2)



¢) a=(a,;a,;a,) we b= (b,;b,;b,) wektorlarynl perpendikulyarlyk serti:
a,b,+a,b,ta;0,=0 (3)
3-nji mesele. A(0; 1;-1), B(1;-1;2), C(3;1;0), D(2;-3; 1) nokatlar
berlen. 4B we CD wektorlaryti arasyndaky burcufi kosinusyny tapyii.
Coziilisi. AB we CD wektorlaryii koordinatalaryny sofi uzynlyklaryny
tapyarys: AB=(1-0; -1-1; 2—(-1)=(1,-2,3),
CD = (2-3; =3—-1; 1-0)=(-1,-4,1).

|E|=\/12+(—2)2+32 =14,
cD|= \/(— )2 +(=4)2 +1% =18.
AB-CD _1-(—D)+(=2)(-4)+3-1_ 5 O

|4B|-|cD| V14418 NG

4-nji mesele. a(1;2;0), b (1;—%;0) wektorlaryn arasyndaky burcy tapyn.
_ - 1-1+2(—1j+0-0
a-b 2
a-[p| B N < !
NIP+27+0° \/12 +(—2j +0° \/3\/;

Diymek, ¢ = 90°[]

5-nji mesele. |a|=3, |b|=5, we bu wektorlaryii arasyndaky burca ZTE

Diymek, cosp=

Cozmek: cosg=

defi bolsa, |a + b | -ni tapyii.

a+B|=(a+5)" =@ +2(aB)+5 = [ +2[a][F|cos s +[5* =
=\/9+25+2-15-(—1)=M=\/ﬁ

6-njy mesele. Eger a=2i +3j -4k we b=—i—j+2k bolsa,
1) c=a+b; 2) d=2a—-b wektoryi koordinatalaryny we uzynlygyny tapyii.
Cozmek: a we b wektorlaryii dagytmalarynyii koordinatalary gozlenyén
wektory afilatmasyna goyyarys:

1) c=a+b= 2z+3] —Ak—i—j+2k=i+2j-2k.

Diymek, ¢ =(1;2;—2). Onda |c| =1 + 2* + (-2)? =3;
2)d=2a—-b=2Q2i+3j—4k)—(—i—j +2k)=4i+6j —8k+ i + 2k =
= 57 +7j — 10%.

Diymek, d=(5:7:-10) . Onda |d|=/5* + 7*(-10)* =+174. ]

Coziiligi:




7-nji mesele. a we b wektorlaryi arasyndaky bur¢ 30°-a defi we |a| = V3,
|b|=2 bolsa, (2a + 3b)(-2a+b) kopeltmek hasylyny hasaplar.
Cozmek: 1Iki a we b wektorlaryti kopeltmek hasylyny hasaplayarys:

(a, b) = |al|b| cos30° = ﬁ-z.gzl

Sont wektorlaryn kopeltmek hasylynyn paylama hisiyetine gord, berlen
wektorlaryn anlatmalaryny kopagzany kopagza kopeltmek yaly kopeldyaéris:

(2a+3b)(—2a+b)=—4a*>+2(a, b)—6(a, b)+3b>=—4b>*— 4(a, b)+3b>

a’=|a|*=9, b=|b|*=4, (a, b)=3 bolyandygyny hasaba alsak, gozlenyin
kopeltmek hasyly (2a+3b)(—2a+b)=—4-9—4-3+3-4=—36.[]

Tema degisli meseleler we amaly yumuslar

39. 33-nji suratdaky wektorlaryn koordinatalaryny anyklar.
40. A(1; 1; 1), B(-1; 0; 1), C(0; 1; 1) we

0(0; 0; 0) nokatlar berlen. 04,0B,0C,BO,CO

we AB wektorlaryti koordinatalaryny anyklari.

41. AB (a; b; c) bolsa, BA wektor koordi-
natalaryny aydyn.

42. Egera) A(1;2;3), B(3; 7; 6);

b) 4(-3;2; 1), B(1; —4; 3) bolsa, AB wektor
koordinatalaryny tapyn.

43. a(1;-1; 1), b(0;2;-4), c(2;3;-1), d (1;2; 5) wektorlaryi uzynlyg-
yny tapyn.

44. Eger a(2; 1; 3) we b (—1; x; 2) wektorlar uzynlygy deii bolsa, x-i ta-
pyn.

45. Uzynlygy /54 -e defi bolan a(c; 2¢; —c) wektoryii koordinatalaryny
tapyn.

46. 4, B, C, D, E we F nokatlar dogry altybur¢lugyn depeleri bolsa, olar
arkaly a) iki deni; b) iki birmefizes ugrugan; c) iki garsylykly ugrugan we
den; d) iki garsylykly ugrugan we den bolmadyk wektorlara mysal getirin.

47. k-nyi nihili bahasynda a) a (4; k; 2); b) a (k—1;1;4); ¢) a(k; 1; k+2);
d) a(k-1; k=2; k+1) wektoryii uzynlygy /21 -e defi bolyar?

48.Ug nokat berlen: A(1; 1; 1), B(—1; 0; 1), C(0; 1; 1). seyle D(x; y; z)
nokady tapyf, yagny 4B we CD wektorlar defi bolsun.
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49. U¢ nokat berlen: n: A(1; 05 1), B(-1; 1; 2), C(0; 2; —1). Eger a) AB we
CD wektorlar defi; b) 4B we CD wektorlaryn jemi nola deni bolsa, D (x; y;
z) nokady tapyn.

50%. (2; n; 3) we (3; 2; m) wektorlar berlen. m we n-ii ndhili bahalarynda
bu wektorlar kollinear bolyar?

51. Baslangyjy A(1; 1; 1) nokatda we ahyry Oxy tekizlikddki B nokatda
bolan, hem-de a(1;-2; 3) wektora kollinear wektory tapyii.

52. ABCD parallelogramyn depeleri
a)A(-2;-4;3),B(3;1;7), C(4;2;-5) b)A(4;2;-1),B(1;-3;-2), C(-6;2; 1)
c)A(-1;7;4), B(1; 5; 2), C(9; -3; -8) d) A(-2;—4; 3), B(3; 1, 7), C(4; 2; -5)
bolsa, D depesiniii koordinatalaryny tapy.

53. 34-nji suratda sekillendirilen wektorlaryn parallelepiped diizgiinine
gord jemini tapyil.

54. Eger A(6:7;8), B(8;2;6), C(4:3;2), D(2;8;4) we M(3;5;2),
N(7;1;2), P(3;-3;2), K(—1;1;2) bolsa ABCD we MNPK dortburcluk-
lardan haysy biri romb, haysysy kwadrat bolyar?

55. 35-nji suratda sekillendirilen ABCDA,B,C,D, kubda a) AB, DD, AC
wektorlara den; b) 4,D,, CC,, BD, wektorlara garsylykly ugrugan; c)

@ BA, A_Al, wektorlara kollinear; d) AB we AD,

AC, we A,C wektorlar jiibiitine komplanar wektor-
lary anyklan. B B

56. Eger 1) a(1;-4;0), b(—4;0;8);
2)5(0;2; 5), 3(4; 3;0) bolsa, c=a+b wektoryn koor-
dinatalaryny we uzynlygyny tapyi.

57.Eger 1) a(1; —4; 0), b(—4: 8; 0); 2) a(0; —2; 7), b(0; 4; —1) bolsa,

wektoryti koordinatalaryny we uzynlygyny tapyi. B
58. Eger b(—4;8;2)bolsa, a)2b; b)-3b; ¢)—1,5¢; d)0-b wektoryii



koordinatalaryny we uzynlygyny tapyi.

59. a(1; —1; 1), b(0; 2; —4), c(2; 3; 1), d(1; 2; 5) wektorlary syrtlar
boyunga ¢ dagydyn

60%. a(1;-1; 1), b (0; 2; —4), c(2; 3;-1), d(1; 2; 5) wektorlar berlen.
la+2b|, |a —3b|, |c —2d|,|3a + 4d| -i tapyi.

61*. K we P nokatlar atanak goni ¢yzyklarda yatyan 4B we CD kesim-
lerini ortasy hem-de O nokat KP kesimiii ortasy bolsa (36-njy surat),

OA+OB+0OC+0OD=0 bolyandygyny subut edi.

&)

62.37-nji suratda OA4,= 2, OA, =2, O4;=3. a, b we A, A wektorlaryii
koordinatalaryny anyklar.

63. 38-nji suratda OA4=4, OB=9, OC=2, M, N we P nokatlar degislilikde
AC, OC we CB kesimleri ortasy. A_C @ AB, PC, MC we CN wektor-
laryni koordinatalaryny tapy.

64. Nokat PABC tetraedrint BC gapyrgasynyii ortasy we O nokat 4 kesim
ortasy bolsa (39-njy surat), PO wektory PA =a, PB=b we PC=c wektorlar
arkaly anladyn.

65*. 40-njy suratda sekillendirilen gayyga deryanyti akymy F, = 120 N
giiyc bilen we kenardan dwiisyin semal F, = 100 N giiyc bilen tisir edyar.
Gayygy deryada yerinden gozganman durmagy ti¢in ony néhili giiy¢c bilen
saklap durmaly?

69

66. Skalyar kopeltmek hasyly a) l; b) \/73_; c)0; d)— l; e) b) —\/75 -4 denl
bolan birlik wektorlaryn arasyndaky burgy tapym.

@



67.a)a (1;-1; 1), b (0;2;-4); b) ¢(2;3;-1),d (1;2;5);0) e(1;-15 1), f
(0; 2; —4); d) g(2; 3;-1), h(1; 2; 5) wektorlaryi skalyar kopeltmek hasylyny
tapyn.

68. ABC iigburglukda £ 4= 50°, ZC=90°. a) BA we BC; b) CA we AB;
c) AB we BA _wektorlaryn arasyndaky burgy tapyn.

69.a we (b) wektorlaryn uzynlyklary we olaryn arasyndaky burg
degislilikde a) 5, 12, 50°; b) 3,2, 45° ¢) 5, 6, 120°; d) 4, 7, 180° bolsa,
olaryn skalyar kopeltmek hasylyny tapyii.

70. n-it n&hili bahasynda wektorlar perpendikulyar bolyar?

Da(2;-1;3), b(1;3;n);  2)a(m-2;1), b(n;—m; 1);

3)a(ni=2;1),  b(n; 2n; 4); 4)a(4;2n;-1), b(-1; 1; n).

71. a(1;-5;2), b(3;1;2) wektorlar berlen. a) a+h we a—b; b) a+2b
we 3a—b ; ¢) 2a+b we 3a—2b wektorlar skalyar kopeltmek hasylyny tapyn.

72. A4 (1, 0; 1), B(-1; 1; 2), C (0; 2; —1) nokatlar berlen. Oz koordinatalar
okunda seyle D nokady tapyii, yagny ol AB we CD wektorlar perpendi-
kulyar bolsun.

73*%. (a, b) < |a| - |b| bolyandygyny esaslandyryii. Bu wektorlar nihili
bolanda denlik yerlikli bolyar?

74*. SABCD piramidanyin hemme gapyrgalary 6zara defi (41-nji surat)
we esasi kwadratdan ybarat. a) 'S4 we SB; b) SD we AD; ¢) SB we SD
d) ASwe AC; e) AC we AD wektorlaryi arasyndaky bur¢lary tapyn

75*. Uzynlyklary bire defi a, b, ¢ wektorlar jiibiit- jiibiiti bilen 60°-ly
burgy emele getiryir. a) a we b + a; b) a we b — ¢ wektorlaryti arasyndaky
burgy tapyn.

76. O nokat ABCD kwadratynn diagonallarynyn kesisme nokady.
Kwadratynn B depesinden diagonala parallel we DA goni ¢yzyk bilen F
nokatda kesisyin goni ¢yzyk gegirilen. BF wektory DO we DC wektorlar
arkaly ariladyn.

77. O nokat ABC tigbur¢lugynt medianalarynyn kesisme nokady bolsa,
OC wektory AB we AC wektorlar boyunca dagydyi.

78*. C nokat AB kesimin ortasy bolsa (42-nji surat), onda islendik M
nokat iigin MC= %(WwLW%) bolyandygyny subut edin.

79. K nokat ABCD tetraedr BC gapyrgasynyii ortasy bolsa (43-nji surat),
DK wektory AB,AD we AC wektorlar boyunca dagydyii.

80*. Jisimif siiysme ugruna gord 30°-ly burg astynda goylan F=20N
giiye tdsirinde jisim 3 m-e siiysdi. Su halatda edilen isi tapyni.



81*. Jisimifi siiysme ugruna gord 60°-ly bur¢ astynda goylan F=50N
giiyc tdsirinde jisim 8 m-e siiysdi. Su halatda edilen isi tapyn.

82*, (Kosi-Bunyakowskiynin defisizligi) Islendik a,;a,;a;, b;;b,;b,
sanlary iigin (a,btab,+ab? < (a’ +a,” +a,”) (b’ +b," +b,) deiisi-
zligin yerlikli bolyandygyny wektorlardan peydalanyp subut edi.

3. GINISLIKDE CALSYRMALAR WE MENZESLIK

3.1 Ginislikde geometrik calsyrmalar

Ginislikde berlen F sekilini her bir nokady kébir bir usulda orun tiytge-
dilse, tdze F', sekil emele gelyar. Eger bu orun iiytgetmede (s6hlelendirmede)
birinji sekilin diirli nokatlary ikinji sekilini diirli nokatlaryna orun iiytgetse,
bu orun tiytgetma geometrik sekil ¢calsyrma diylip atlandyrylyar.

Tutus ginisligi hem geometrik sekil hokmiinde garasak, ginislikdiki sekil
calsyrma barada hem aytmak miimkin.

Gorsiimiz yaly, ginislikde geometrik calsyrmalar diisiinjesi tekizlikda-
ki yaly birmenizes girizilydr. Sonun yaly-da, onuil asakda garalyan engeme
gorniisleriniii hésiyetleri we olaryn subudy-da tekizlikdidkisine menzes. Su
sebidpli, bu hisiyetlerin subudyna durup gegmeyiris we olary 6zbasdak yer-
ine yetirmegi maslahat berydris.

3.2 Hereket we parallel orun iivtgetme

Nokatlarynn arasyndaky aralygy saklayan sekil calsyrmalar hereket
diylip atlandyrylyar. Hereketin asakdaky hésiyetlerini getirmek miimkin.

Hereketde goni ¢yzyk goni ¢cyzyga, sohle-s6hld, kesim ofia del kesime,
bur¢ onla denl burga, ticburcluk onia den tigbur¢luga, tekizlik tekizlige we
tetraedr ona deii tetraedre ornuny tiytgedyar (sohlelenyar).

Giniglikde kabir hereketin komeginde birini ikinjisine orun liytgetmek
miimkin bolan sekiller der diyilyar.

Herekete i1 yonekey mysal bu parallel orun iiytgetmekdir.
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Ginislikde kabir KP wektor we islendik X nokat berlen bolsun (44-nji
surat). Eger X, nokat XX,= KP serti kanagatlandyrsa, X nokat X, nokada KP
wektor boyunca parallel orun tiytgeden diylip atlandyrylyar.

Eger gifiislikde berlen F sekilifi her bir nokady KP wektor boyunga orun
tiytgedilse (45-nj1 surat), tdze F, sekil emele gelyédr. Bu yagdayda F' sekil F|
sekile parallel orun tiytgeden diyilyar. Parallel orun tiytgetmede F sekiliii her
bir nokady birmenizes ugurda birmenizes aralyga orun {iytgeden bolyar.

46-njy suratda sekillendirilen géterme kranyil her bir nokady baslangyc
yagdayyna gord 40 m-e parallel orun tiytgeden.

Gorntisi yaly, parallel orun tiytgetmek hereketdir. Sonuii {i¢in, parallel orun
tiytgetmede goni ¢yzyk goni ¢cyzyga, sohle-sohld, tekizlik-tekizlige, kesim ona
den kesime orun liytgedydr we basgalar.

Aydaly KP = (a; b; c¢) wektor boyunga parallel orun iiytgetmede F sekilin
nokady X(x; y; z) we F| sekilint nokadyna X,(x,; y,; z,) ge¢sin. Onda kesgitleméa
gord asakdakylara eyediris:

x,—x=a, y—y=b, z;—z=cya-da x;=x+ta, y=y+bh, zj=z+c.

Bu deiilikler paralel orun iiytgetme formulalary diylip atlandyrylyar.

I-nji mesele. p = (3;2; 5) wektor boyunca parallel orun iiytgetmede P(-2;
4; 6) nokat haysy nokada orun liytgedyar?

Coziilisi. Yokardaky parallel orun iiytgetme formulalardan peydalanyarys:

= 2+3=1, yy=4+2 =6, z,= 6 +5 =11. Jogaby: P,(1; 6; 11). ]

3.3 Ginislikde merkezi simmetriya

__ Giniglikde berlen 4 we 4, nokatlar O nokada gord simmetrik diyilyér, eger
AO=0A, bolsa, yagny O nokat AA, kesimin ortasy bolsa.

Eger glnlshkde berlen F geklhn her bir nokady O nokada gord simmetrik
nokada orun tiytgetse (47-nji surat), seyle calsyrma O nokada gord simmetriya
diylip atlandyrylyar. 48-49-njy suratlarda O nokada gord simmetrik sekiller
sekillendirilen.

Nokada gord simmetriya — hereketdir.

Eger F sekil O nokada gord simmetrik calsyrmada 6ziine orun tiytgetse, ol
merkezi simmetrik sekil diylip atlandyrylyar.



Meselem, parallelepipedin (50-nji surat) diagonallarynyii kesisme nokady
0-a gord merkezi simmetrik sekil hasaplanyar.

2-nji mesele. O (2; 4; 6) nokada gord merkezi simmetriyada A=(1; 2; 3)
nokat haysy nokada ge¢ydr?
Coziilisi. A= (x; y; z) gbzlenyin nokat bolsun. Kesgitleméd goréd, O nokat

AA, kesimin ortasy. Diymek, 2:”51 , 4= V‘52, 6= 2‘53.

Bu deiiliklerden x =4—1=3, y=8-2=6, z=12-3=9. Jogaby: 4,(3; 6; 9)._|

3.4 Tekizlige gorid simmetriva
Ginislikde berlen 4 we 4, nokatlar tekizlige gord simmetrik diyilyar, eger
tekizlik 44, kesime perpendikulyar bolup, ony deii yarpa bolse (51-nji surat).

52-nji suratda tekizlige gord simmetrik bolan F, we F, sekiller getirilen.
Gorniisi yaly, gowrdmiz we sohldmiz aynanyn tekizligine gord simmetrik
bolyar (53-nji surat).

Tekizlige gord simmetriya — hereketdir.
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3, tekizlige gord simmatriyada kesim o6ziine deni kesime, goni ¢yzyk —
goni ¢yzyga we tekizlik — tekizlige sohlelenyar.

Eger F sekil tekizlige gord simmetrik ¢alsyrmada 6ziine orun {liytgetse,
ol tekizlige gord simmetrik sekil diylip atlandyrylyar.

Meselem, 54-nji suratda sekillendirilen kub 44,we CC, gapyrgalaryn-
dan gecyén tekizlige gord simmetrik sekil bolyar.

3.5 Owiirmek we oka gori simmetriva

) ) b)

@ Aydaly, ginislikde 4 we A, nokatlar we 1
goni ¢yzyk berlen bolsun. Eger 1 goni ¢yzyga
diisiirlen AK we A4,K perpendikulyarlar deni we
Ozara ¢ burg¢ diizse, bu yagdayda / goni ¢yzyga
gord ¢ burca dwiirmek netijesinde 4 nokat 4,
nokada gecdi diyilyér (55-nji surat).

Eger ginislikde berlen F sekilin her bir nokady / goni ¢yzyga gord ¢ burca
owirsek tize F| sekil emele gelydr. Munda F sekil 1 goni ¢yzyga gord ¢ burca
owtirende F, sekile gegdi diyilyédr. 56-njy suratda seyle simmetrik sekiller
gorkezilen.

Meselem, 57-nji suratda sekillendirilen kub 1 goni ¢yzyga gord 180° burca
Owiirene tdze kuby alarys.

Goni ¢yzyga gord owiirmek hem hereket bolyar.

[/ goni ¢yzyga gord 180° burca dwiirmek 1 goni ¢yzyga gord simmetriya
diylip atlandyrylyar.

Sekilin simmetiya merkezi, oky, tekizligi onui simmetriya elementleri
diylip atlandyrylyar.

Koordinatalary bilen berlen 4 (x; y; z) nokada koordinata tekizlikleri, koor-
dinata oklary we koordinata baslangyjyna gord simmetrik nokatlaryn asakdaky
koordinatalara eye bolyar:

Simmetriya elementi Simmetrik nokadyn koordinatalary
Oxy tekizlik (x; v, —z)
Oxz tekizlik (x;, -y, z)




Oyz tekizlik (—x, v, z)
Ox oky (x; =y, —z)
Oy oky (—x; y; —z)
Oz oky (=X Y 2)
O nokat (—x; =y, —z)

3.6 Tebigatda we tehnikada simmetriva

a) b) c)
d) e) f)
g) h) i)

Tebigatda simmetriyany her ddimde dusmak miimkin. Meselem, janly
janlaryn kopiisi, hususan-da, adamlaryin we haywanlarynn géwresi, 6siim-
liklerin yapraklary we giilleri simmetrik diiziilen (58-nji surat). Sonui yaly-
da, jansyz tebigatyn elementleri-de bar bolup, meselem-er bolejikleri, duzun
kristallary, maddalaryii molekulyar gurlusy-da ajayyp simmetrik sekille-
rden ybaratdyr. Bu yone yere dil, elbetde, c¢ilinki simmetrik sekiller owadan
bolmagy bilen birlikde, haysydyr manyda it makul we kémil hasaplanyar.
Seylelikde, tebigatdaky gozellik we kémillik simmetriya esasyna gurlan,




diyip aydyp bileris. Tebigatdaky bu gozellik we kdmillikden iilii alan gur-
lusykey, inzener we arhitektor yaly doredijiler doreden kop desgalar we
binalar, gurluslar we mehanizmler, tehnika we transport serisdeleri-de sim-
metrik doredilen. Bu isde olara geometriya ylmynyn kdmegi bicakdyr.

3.7 Ginislikdiki sekillerinn menzesligi
Giniglikde k£ # 0 we F, sekili F,, sekile sohlelendiryédn calsyrma berlen
bolsun. Bu s6hlelendirmede F| sekilini islendik X; we X, nokatlary we olar
sOhlelenen F), sekilin Y, we Y, nokatlary ticin X,Y, = k- X,Y, bolsa, bu
calsyrma merizeslik calsyrmasy diylip atlandyrylyar (59-njy surat).

Gorsiimiz yaly, ginislikde menizeslik calsyrmasy diisiinjesi tekizlikdaki
yaly girizilydr. Sonun yaly-da, onuil asakda garalyan enceme gorniislerinin
kesgitlemesi, olaryn hésiyetleri we bu hésiyetlerin subudy-da tekizlikdakis-
ine merizes. Su sebipli, bu hisiyetlerin subudyna durup gegmeyaris we olary
Ozbasdak yerine yetirmegi maslahat beryéris.

Ginislikdiki menzeslik ¢alsyrmasy goni ¢yzygy — goni ¢yzyga, s6hldni
— s06hlé, kesimi — kesime we burgy — burga s6hlelendirydr. Sonun yaly-
da, bu ¢alsyrma tekizligi-de tekizlige sohlelendiryér.

Giniglikde berlen iki sekilin biri ikinjisine menizeslik ¢calsyrmasy arkaly
sOhlelense, olar merizes sekiller diylip atlandyrylyar.

Giniglikde F sekil, O nokat we k (#0) san berlen bolsun.

F sekilint islendik X nokadyny O_Xlsz_X serti kanagatlandyryan X,
nokada s6hlelendiryén ¢alsyrma O nokada gord k koeffisiyentli gomotetiya
diylip atlandyrylyar (61-nji surat). O nokat gomotetiya merkezi, k sany bol-
sa gomotetiya koeffisiyenti diylip atlandyrylyar.

F sekilin her bir nokady su usulda sohlelendirilse, netijede F, sekil
emele gelyir we bu gomotetiyada F sekil F, sekile sohlelenyér diyilyér.

Gorstimiz yaly, ginislikde gomotetiya kesgitlemesi tekizlikddkisi bilen
birmetizes diyen yaly. Sonuil yaly-da, onuii engeme hésiyetleri-de bar bo-
lup, olar hem, olary1i subutlary hem tekizlikdékisine mernizes. Su sebépli, bu



hisiyetlerin subudyna durup gegmeyéris we olary 6zbasdak yerine yetirmegi
maslahat beryaris.

a) b)

O nokada gori k koeffisiyentli gomotetiya menizeslik calsyrmadyr.
Gomotetiya koeffisiyenti & islendik noldan tapawutly san bolup, k=1 bo-
landa F sekil 6ziline-6zi sohlelenyidr, k=—1 bolanda bolsa F sekil O nokada
gord simmetrik £, sekile sohlelenyir. Basga yagdaylarda gomotetiya nokat-
laryni arasyndaky aralygy saklamayar, yagny ol hereket bolmayar. Gomo-
tetiya netijesinde nokatlaryn arasyndaky aralyk birmetizes k sana kopelydr,
yagny sekilin 6lcegleri liytgeyér, yone onun sekili tiytgemeyér.
Gomotetiyada onuni merkezinden gecmeyédn a) goni ¢yzyk - parallel
goni ¢yzyga (62-nji a surat); b) tekizlik bolsa parallel tekizlige sohlelenyir
(62-nj1 b surat).
Gomotetiyada onuni merkezinden gegyidn goni ¢yzyk ya-da tekizlik
0ziine-6z1 sOhlelenydér.

Tema degisli meseleler we amaly yumuslar

83. p = (-2; 1; 4) wektor boyunca parallel orun tiytgetmede a) (3; —2; 3);
b) (0; 2; -3); ¢) (2; —=5; 0) nokat haysy nokada orun tiytgedyar?

84. Parallel orun tiytgetmede A(4; 2; —8) nokat (3; 7; —5) nokada ornuny
tiytgetdi. Paralllel orun iiytgetme haysy wektor boyunca amala asyrylypdyr?

85. Parallel orun liytgetmede a) goni ¢yzyk goni ¢yzyga; b) s6hle-sohl;
c) tekizlik — tekizlige; d) kesim ona den kesime orun iiytgedyéndigini subut
edin.

86. O (-2; 3; —1) nokada gord merkezi simmetriyada 4 (4; 2; —3) nokat
haysy nokada gec¢yér?

87. 63-nji suratda sekillendirilen sekillerde O nokadyn simmetriya
merkezidigini esaslandyryn.

88. (-2; 5; -9), (2; 2; =7), (—6; 12; —2) nokatlar koordinata baslangyjyna
gord merkezi simmetriyada haysy nokatlara gegyar?
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89*. Merkezi simmetriyanyn hereketdigini subut edin.

a) b) c) d)

90*. Tekizlige gord simmetriyanyn hereketdigini subut edir.

91. Parallelepipedin (50-nji surat) diagonallarynyn kesisme nokady O-a
gord merkezi simmetrik sekildigini subut edin.

92. (1; 2; =3), (0; 2; =3), (2; 2; —3) nokatlar koordinata tekizliklerine gora
simmetriyalarda haysy nokatlara gecyar?

93. (2; 4; —1) nokat koordinata tekizligine gérd simmetrik sohlelenmede
(2; —4; —1) nokada ge¢di. Sohlelendirme haysy koordinata tekizligine gora
amala asyrylypdyr?

94. Asakdaky jedwelde berlen 1-nji nusga esasynda bos dyjiikleri dolduryii.

Ne Berlen nokat Simmetrik nokat Nimi gord simmetriya?
1. (1;2:3) (1;2;-3) Oxy tekizlige gord

2. (2;4;-D Oxz tekizlige gora

3. (1;2;3) Oyrz tekizlige

4. (-1;-2;-3) (-1;2;3)

5. (-1;6;3) Oy okuna

6. (-3;8;-2) Oz okuna

7. (4;1,-2) O nokada

95.49-njy suratda sekillendirilen sekillerde O nokadyn simmetriya
merkezidigini esaslandyryn.

96*. Goni ¢yzyga gord owiirmegin hereketdigini gorkezin.

97. O nokada gori k koeffisiyentli gomotetiya metnizeslik ¢alsyrmasydygy-
ny gorkezin.

98. Oxy tekizlige gord simmetriyada islendik (x; y; z) nokat
(x; v; —z) nokada gecyéndigini gorkeziil.

99. Oxz tekizlige gord simmetriyada islendik (x; y; z) nokat
(x; —y; z) nokada gecyédndigini gorkezin,

100. Parallel orun iiytgetmede (1; 2; —1) nokat (1; —1; 0) nokada gec¢di.
Koordinata baslangyjy bu calsyrmada haysy nokada gec¢yar?

101. Parallel orun tiytgetmede (3; 4; —1) nokat (2; —4; 1) nokada gecdi. Bu
calsyrmada koordinata baslangyjy haysy nokada gegyar?
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102*. A(2; 1; 0) nokat B(1; 0; 1) nokada, C(3; —2; 1) nokat bolsa D(2; —3;
0) nokada gec¢yén parallel orun tiytgetme barmy?

103*. A(-2; 3; 5) nokat B(1; 2; 4) nokada, C(4; —3; 6) nokat bolsa D(7; —2;
5) nokada geg¢yén parallel orun liytgetme barmy?

104. 58-nji suratlarda sekillendirilen janly we jansyz obyektler ginislikdéki
jisim hokmiinde nihili simmetrik sekil bolmagy miimkinligini anyklan.Olaryn
(eger bar bolsa) simmetriya merkezi, simmetriya oky ya-da simmetriya tekiz-
liklerini ¢yzyp gorkezin.

105. 60-njy suratda sekillendirilen ene-¢agalaryn (matryoskalar) uly ene
matryoska gord menzeslik koeffisiyentlerini anyklan.

106. Dogry tetraedrin gapyrgasynyil uzynlygy 12 sm-e deni. Bu tetraedre a)

3;b)—4;¢) %; d)— %; koeffisiyentli gomotetik bolan tetraedrini gapyrgasynyn

uzynlygy ndmé den?
107. Islendik ABC tigburgluk ¢yzyn we kibir O nokady belgildi. Merkezi

O nokatda we koeffisiyenti a) 2; b) -3; ¢) — %; d) 1

7 ¢ deni bolan gomotetiyada

ABC ticburgluk gecyin ticburglugy guru.

108. Islendik SABC tetraedr ¢yzyn. Merkezi S nokatda we koeffisiyenti
a) 1,5;b)-2; ¢) %; d) % -e den bolan gomotetiyada SABC tetraedr gecyén tet-
raedri gurun.

109. Islendik kub ¢yzyn. Merkezi kubun kébir gapyrgasynda we koeft-

isiyenti a) 2; b) -2; ¢) %; d) — % -e denl bolan gomotetiyada bu kub gecyédn

ginislikdiki geometrik sekili guruni.

110. Merkezi koordinata baslangyjynda we koeffisiyenti a) 2,5; b) -2,5;
c) %; d) % -e deni bolan gomotetiyada 4(-2; 3; 5) nokat ge¢ydn nokadyn koor-
dinatalaryny tapyn.

111. Merkezi O(-1; 2; 2) nokatda we koeffisiyenti a) 0,5; b) —2; ¢) 1/4;
d) — 1/4 -e deil bolan gomotetiyada A(2; 4; 0) nokat gecyin nokadyn koordi-
natalaryny tapy.

112. Depeleri O(0; 0; 0), 4(4; 0; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 4) nokatlarda bolan
tetraedr a) merkezi O nokatda, koeffisiyenti —1-e defi; b) merkezi 4 nokatda,
koeffisiyenti 2-4 denl bolan gomotetiyada gegyin tetraedrin depelerinini koor-
dinatalaryny tapy.

113*. Gomotetiyada onuni merkezinden ge¢gmeyén a) goni ¢yzyk — 6ziine
parallel goni ¢yzyga, b) tekizlik bolsa 6ziline parallel tekizlige sohlelenisini
gorkezin.

114*. Gomotetiyada onuni merkezinden gegyédn goni ¢yzyk ya-da tekizlik
0ziine-6zi1 sohlelenisini gorkeziil.



4. BABY GAYTALAMAGA DEGISLI AMALY GONUKMELER

4.1 1-nji test synagy
1. A(x;; x,; z,) we B(x,; x,; z,) nokatlar berlen. z,— z, niméni anladyar?
A) AB kesimin ortasynyfi koordinatasyny; B) 4B kesim uzynlygyny;
C) AB wektor uzynlygyny; D) AB wektor koordinatalaryndan birini.
2. 64-nji suratda AB La, aco, AO=0B bolsa,
A) A we B nokatlar O nokada gord simmetrik bolyar;
B) A4 we B nokatlar a goni ¢yzyga gord simmetrik bolyar;
C) 4 we B nokatlar o tekizlige gord simmetrik bolyar;
D) AB kesim a goni ¢yzyga gérd simmetrik bolyar.

3. 65-nji suratda B nokat AOC tekizlikde yatmayar. Onda OA, OB we OC
wektorlar ...
A) kollinear; B) komplanar;
C) birmertizes ugurly; D) komplanar dal.

4. M(-7; 1; 4) we N(—1; -3; 0) nokatlar berlen. MN kesimini ortasynyn

koordinatalaryny tapyn.
A) (-4;-1;4); B) (4 -1;2); C)(4;-2;2); D)(-3;2;2).
5. A4(0;-3;2) we B(4; 0; —2) nokatlar berlen. AB kesim ortasy ndmaé degisli?
A) Ox okuna; B) Oy okuna; C) Oz okuna; D) Oxy tekizligine.
6. A(3; 4; —3) nokatdan Oz okuna ¢enli bolan aralygy tapyn.
__A)3;  B)5; 0)2V3; D)4,
7. CD+DE+EF wektorlaryni jemini tapyni.

A)O; B)CF, C)DF; D)CE. _

8. m-in haysy bahasynda a(m; 4; —3) we b(4; 8; —6) wektorlar kollinear

bolyar?
A)2; B)5; O)1; D)3.
9. O nokat a tekizlikde yatmayar. Merkezi O nokatda bolan gomotetiyada

a tekizlik ondan tapawutly bolan B tekizlige gecyir. Eger a goni ¢yzyk a

tekizlige degisli bolsa, ...
A) a//Bbolyar;  B) a tekizlik B tekizlik bilen kesisyar;
C)ac PBbolyar; D)a L bolyar.



10. 4B goni ¢yzyk BCD tekizlige perpendikulyar. Haysy wektorlaryi
skalayar kopeltmek hasyly nola deii bolyar?

A)CA we CB; B)BDweAD; C)AC we BC; D)AB we CD.

11. Gapyrgasy 1-e dent bolan ABCDA ,B,C,D, kub berlen (66-njy surat).
(AB+BC) - BB -ni tapyn.

A)l; B)0o;, C)-1; D)O,S.

12. p-nii haysy bahasynda a(1; 1;-0) we b(0; 4; p) wektorlaryii arasyndaky
burg¢ 60°-a deii bolyar?

A) 4; B) 4 ya-da —4; C) 16; D) 16 ya-da —16;

13. ABCDA,B,C,D, kub berlen. Parallel orun tiytgetmede 4,D kesim D,C
kesime gecydr. Bu orun iytgetmede AA,B, tekizlik haysy tekizlige
gecyar?

A) DB,B; B)DCC,; C)AA4,C,; D) ABC.

14. o tekizlik onda yatmayan ABC tg¢burclugyn simmetriya tekizligidir.
Haysy tassyklama dogry?

A) (ABC)La, B) ABC ti¢burgluk detiyanly;
C) ABC igburglugyn simmetriya merkezi bar;
D) ABC tigburglugyn simmetriya oky bar.

15. ABCDA,B,C,D, kub berlen. 4,B,+BC-DD, -i tapyii.
A) 4,C; B) BD,; ¢) B,D; D) AC, .

16. Haysy geometrik calsyrma iki atanak géni ¢yzyklardan birini ikinjisine
geciryar?

A) Parallel orun iiytgetme; B)Tekizlige gord simmetriya;
C) Owiirmek; D) Gomotetiya.

17. M(—1; 2; —4) nokada Oyz tekizlige gord simmetrik bolan nokady tapyn.
A) (1;-2;4); B)(1;2;4); O (-1;-2;4); D)(-1;2;4).

18. Parallel orun iuytgetmede 4B wektor DC wektora gegyir. Haysy
tassyklama nédogry?

A) AB=DC;  B) AC we BD kesim ortalary {istme-iist diisyér;
C) 4B, AC we DC wektorlar komplanar; D) ABCD parallelogram.

19. B(-3; 2; —5) nokat Oxz tekizlikden néhili aralykda yatyr?

A)2; B) 5; 0)3; D) +/34.

20. A(1; -2; 0), B(1; —4; 2), C(3; 2; 0) nokatlar ABC ti¢gbur¢lugyn depeleri.
CM mediananynl uzynlygyny tapyii.

A) 2V3; B) 31\2; C) V6 ; D) 18.
21. Eger a(1; m; 2) we b(0,5m+1; 3; 1) wektorlar kollinear bolsa, m-+n ni
tapyn.
A) 3; B) 5; C)—4; D) 9.

22. A(-1; -9; -3) we B(0; —2; 1) nokatlar berlen. wektory koordinata
wektorlary (artlar) boyunga yayyi.

@



A)(BA)=i+9j —k; _ B) (B4)=i—9j+k;_
C)(BA)=—i - 9] —4k; D) (BA)=i+9j —4k.
23.A(1;-2;2), B(1; 4; 0), C(—4; 1; 1) va D(-5; —5; 3) nokatlar berlen. AC we
BD wektorlaryn arasyndaky burgy tapyn

A) 150°; _ B)30°; C)45°; D) 90°.
24. |al = 6, [a+b| =11, [a—b| = 7 bolyandygy milim bolsa, |b| ni tapyni.
A) 11; B) 18; C)20; D) 7.

25. Esaslary BC we AD bolan ABCD trapesiya berlen. Eger AB(-T; 4; 5),

AC(3; 2; -1), AD(20; —4; —12), M we N — degislilikde AB we CD taraplaryil

ortasy bo‘lsa, MN wektoryn koordinatalaryny1 jemini tapyi.

A)1; B)2; C) 3; D) 4.
4.2 Meseleler

115. Uglary A(1; -2; 4) we B(3; —4; 2) nokatlarda bolan kesimin ortasynyn
koordinatalaryny tapyii.

116. A(x;0;0)nokat B(1;2;3)we C(—1; 3;4) nokatlardan deii uzaklykdadygy
mdlim bolsa, x-1 tapyni.

117. Eger kesimini bir ujy A(1; —5; 4), ortasy C(4; —2; 3) ikinj ujunyn
koordinatalary néhili bolyar?

118. Oxz tekizligine gord A(1; 2; 3) nokada simmetrik bolan nokady tapyn.

119. Koordinatalar baslangyjyna gord A(1; 2; 3) nokada simmetrik bolan
nokady tapyii.

120. Oxy tekizligine gora (1; 2; 3) nokada simmetrik bolan nokady tapyi.

121. Oy oka gord (2; —3; 5) nokada simmetrik bolan nokady tapyii.

122. Asakdaky nokatlardan haysysy Opyz tekizliginde yatyar?
A(2;-3;0); B(2;0,-5); C(1,0,-4); D(0;9;-7); E(1;0;0).

123. Asakdaky nokatlardan haysysy Oxz tekizliginde yatyar?
A(4;3;0);  B(0;-7;0); C(2;0;-8); D(2;-4;6); E,-4;5).

124. A(-3; 8; 3+/33) nokatdan Ox oka ¢enli bolan aralygy tapyn.

125. A(3; -2; 5) we B(-4; 5; -2) nokatlar berlen. 4B wektoryn
koordinatalaryny tapyn.

126. a(1; -2; 3) wektoryn ahyry B(2; 0; 4) nokat bolsa, bu wektoryn
baslangyjyny tapyi.

127. B(0; 4; 2) nokat a(2; —3; 1) wektoryn ahyry bolsa, su wektoryn
baslangyjynyn koordinatalaryny tapyn.

128. a(x; 1; 2) wektoryti uzynlygy 3-e def. x-ifi bahasyny tapyi.

129. a(4;-12; z) wektoryii moduly 13-¢ defi. z-ifi bahasyny tapyi.

130. Eger a(6;2; 1)we b(0;—1;2)bolsa, c=2a—b wektoryii uzynlygyny.

131. Eger p(2; 5; 1) we q(-2; 2) bolsa, m=4p+2 g wektoryti uzynlygyny
tapyn.



132.

133.

134.

13S.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

a(2; -3; 4) we b(-2; -3; 1) wektorlaryti skalyar kopeltmek hasylyny
tapyn.

m(~1; 5; 3) we n(2; —2; 4) wektorlaryii skalyar képeltmek hasylyny
tapyn.

m-ift néhili bahasynda a(1; m; —2) we b(m; 3; —4) wektorlar
perpendikulyar bolyar?
n-ift nihili bahasynda a(n; —2; 1) we b(n; n; 1) wektorlar perpendi-
kulyar bolyar?

m-iti nahili bahasynda a = m i +3j +4k we b=4i+mj—Tk wektorlar
perpendikulyar bolyar? L
A(1;-2;2), B(1; 4; 0), C(—4; 1; 1) we D(-5; —5; 3) nokatlar berlen. AC
we BD wektorlarynl arasyndaky burcy tapyii.

n-ift nahili bahalarynda a(2; n; 6) we b(1; 2; 3) wektorlar kollinear
bolyar?

m-iit nahili bahasynda a(2; 3; —4) we b(m; —6; 8) wektorlar parallel
bolyar?
m we n-inl nédhili bahasynda a(—1; m; 2) we b(-2; —4; n) wektorlar
kollinear bolyar? L
A(2; 7; -3) we B(—6; —2; 1) nokatlar berlen. B4 wektory koordinatalar
wektorlary (syrtlary) boyunca dagydyn.

4.3. 1-nji barlag isinin nusgasy

1.
2.

3.

Oxy tekizligine gord (1; 2; 3) nokada simmetrik bolan nokady tapyn.
Eger a(6; 3; 2) we b(-3;1; 5) bolsa, c=a+2b wektorynl uzynlygyny
tapyn.

A(2;-1;0) we B(—2; 3; 2) nokatlar berlen. Koordinata baglangyjyndan
AB kesim ortasy ¢enli bolan aralygy tapyn

. A(l; =25 2), B(1; 4; 0), C(—4; 1; 1) we D(=5; —5; 3) nokatlar berlen.

AC we BD wektorlaryn arasyndaky burgy tapyi.

(Gowy ozlesdirydn okuwgylar ticin gosmaga mesele).

Depeleri A(4; 5; 1), B(2; 3; 0) we C(2; 1; —1) nokatlarda bolan
ticbur¢lugynn BD medianasynyn uzynlygyny tapyn

.- (149
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5. KOPGRANLY BURCLAR WE KOPGRANLYKLAR

5.1. Kopgranly burclar
Ikigranly burcun kesgitlemesi bilen 10-njy synpda tansypdynyz.

Iki a we B yarymtekizligini (granlary) we olary aracdkldp duran umumy
AB goni ¢yzykdan (gapyrgasyndan) ybarat geometrik sekile ikigranly burg
diylip atlandyrylyar (1-nji surat) hem-de (a ) yaly kesgitlenyér.

®

a we 8- granlary

LQPR- c¢cyzykly
burcy
AB- gapyrgasy

Ikigranly burguni gapyrgasynyi islendik P nokadyndan onun granlarynda
yatyan we bu gapyrga perpendikulyar bolan PR we PQ sohleleri ¢ykaryarys.
ZQPR - ikigranly burcun ¢yzykly burgy diylip atlandyrylyar (2-nji surat).

Ikigranly burclar tekiz bur¢lar yaly ¢yzykly burcunyn ululygyna garap yiti,
kiitek, to‘g‘ri we yazgyn bolmagy miimkin (3-nji surat). Tekiz burclar yaly iki
ikigranly burglar gonisy we wertikal bolmagy miimkin (4-nji surat).

@ a) b) c)

@ a) b) @

Ikigranly burgy den yarpa bolyén yarym tekizlik onun bissektory diylip
atlandyrylyar (5-nji surat).



1-nji mesele. Cyzykly burgcy 60°-a deni @
bolan ikigranly burg¢unl granlarynda yatyan
A we B nokatlardan (6-njy surat) onun
gapyrgasyna A4, we BB, perpendikulyarlar
disiirilen. Eger 44,= 12, BB, = 10 we 4,B,
= 13 bolsa, AB kesimi tapyi.

Coziilisi. BB,||CA, we A,B,||CB goni
cyzyklary geciryéris. Emele gelen A,B,BC dortburcluk parallelogram bolyar.
A B, goni ¢yzyk A,AC tigburclugyn tekizligine perpendikulyar bolyar, ¢iinki
ol bu tekizlikde yatyan iki 4,4 we 4,C goni ¢yzyklara perpendikulyar. Onda
BC goni ¢yzyk hem bu tekizlige perpendikulyar bolyar.

Diymek, ABC tigbur¢luk goniiburcly ticburcluk eken.

Kosinuslar teoremasyna goré:

AC?*=AA%+ A,C*— 24A4,"A,C-cosa. =122+ 10>~ 2-12-10-c0s60°=124.
Pifagoryii teoremasyna gord: AB =+ AC* + BC? =/124+169 =+/293.
Jogaby: AB=~293[ ]

@ ®

Giniglikde bir nokatdan ¢ykyan a, b we ¢ sohleler ti¢ yasy (ab), (bc) we
(ac) burclary diizyér (7-nji surat). Bu tekiz bur¢lardan ybarat (abc) sekile
iicgranly bur¢ diyilydr. Tekiz burclara ticgranly burguni granlary, olaryn
taraplaryna ticgranly burcun gapyrgalary, umumy depesine bolsa ticgranly
burgun depesi diyilyar.

Uggranly burguti granlaryndan emele gelen ikigranly burglar tiggranly
burcun ikigranly bur¢lary diylip atlandyrylyar.

Ucg yasy (ab), (bc) we (ac) burglar tiggranly burcuii tekiz burclary diyip
hem aydylyar.

Ucgranly burcuii tekiz burclaryny degislilikde o, B, y diyip belgilesek
(8-nji surat), olar ti¢in ticburclugyn detisizligi yerlikli bolyar, yagny olaryn
islendigi galan ikisinin jeminden ki¢i bolyar:

()



a+PB<y, a+y<P, B+y<a we tekiz burclarynyn jemi 360°-dan kici
bolyar: o+ +y<360°.

Kopgranly bur¢ diislinjesi hem sotia metizes girizilyér (9-njy surat).

S.2. Kopgranlyklar

Uns beren bolsailyz, su wagta cenli gitiislikdiki sekil hokmiinde engeme
jisimlerini, hususan-da kopgranlyklaryn hésiyetlerini 6wrenip geldik. Bu
ginislikdaki sekillerin jisim diyip atlandyrylmagyna sebép, olary ginisligin kébir
maddy jisim eyeleydn we {ist bilen aragdklenen bolegi hokmiinde diistinmek
mimkinligidir. Asakda kopgranlyklara degisli kdbir diistinjeleri yatladyp
geCVAris.

Kopgranlyk diyip tekiz kopburcluklar bilen aragéklenen jisime aydylyar
(10-njy surat).

Q)

Kopgranlyk islendik grany yatyan tekizligiil bir tarapynda yatsa, seyle
kopgranlyga giibercek kopgranlyk diyilyidr. 10-njy suratda giibercek, 11-nji
suratda bolsa giibercek bolmadyk kopgranlyklar gorkezilen.

Islendik giiber¢ek kopgranlygyn granlarynyn sanyny Y, depelerinin
sanyny U we gapyrgalarynyil sanyny Q bilen belgilédlin. Bize mélim
kopgranlyklar iicin asakdaky jedweli dolduralyn:

Kopgranlygyn ady Y U | Q
Ucburglukly piramida 4 4 6
Dortburglukly piramida 5 5 8
Ugburglukly prizma 5 6 9
Dortburglukly prizma 6 8 12
n- burgly piramida nt+l | n+l | 2n
n- burcly prizma n+2 | 2n | 3n

Jedwelden her bir képgranlyk ticin ¥ + U— Q = 2 bolyandygyny afimak
miimkin. Milim bolsy yaly, bu gatnasyk dhli giibercek kdpgranlyklar tigin
dogry bolar eken. Muny ilkinji gezek 1752-nji yylda sweysariyaly matema-
tik Leonard Eyler anyklapdyr.



Eyleriri teoremasy. Islendik giiber¢ek kopgranlyk tigin: ¥ + U - Q = 2
gatnasyk yerlikli bolyar, bu yerde Y— kopgranlygyn granlary, U — depeleri,
Q- bolsa gapyrgalarynyi sany.

Bu teoremanyn subudyna durup ge¢meyiris. Ondan asakdaky netijeler
gelip ¢ykyar. Olary Eylerini teoremasyndan peydalanyp 6zbasdak subut edin.

I-nji netije. Kopgranlygyn tekiz burclarynyn sany onufi gapyrgalarynyn
sanyndan iki esse kop.
2-nji netije. Kopgranlygyn tekiz bur¢larynyn sany hemise jiibiit bolyar.
3-nji netije. Eger kopburglugyi her bir depesinde birmerizes £ sandaky

gapyrgalar utgassa,

U k=20 gatnasyk yerlikli bolyar.

4-nji netije. Eger kopgranlygyn &hli granlary birmerizes n-bur¢lardan

ybarat bolsa,

Y =20 gatnasyk yerlikli bolyar.

5-nji netije. Kopgranlygyn tekiz burclarynyn jemi 360°(Y — Q) de.

Granlary bir-birine deni dogry kopburgluklardan ybarat we her bir
depesinden birmenizes sandaky gapyrgalar ¢ykyan giibercek kopgranlyk
dogry kopgranlyk diylip atlandyrylyar.

Mailim bolgy yaly dogry kopgranlyklar béds hili bolyan eken (muny
0zbasdak barlap goriinl). Bular asakdakylar:

Sekili
Ady we dogry tetraedr | Kub, geksaedr Oktaedr Dode- Ikosaedr
onun (dortgranly) (altygranly) (sekiz- kaedr (on (yigrimi-
beyany granly) ikigranly) granly)
Granlary dogry munta- dogry dogry bés- dogry ti¢-
iicburcluk zam dort- t¢burgluk burgluk burg¢luk
burgluk
Granlar sany 4 6 8 12 20
Gapyrgalar 6 12 12 30 30
sany
Depelerinin 4 8 6 20 12
sany
Her bir 3 3 4 3 5
depeden
¢ykyan
gapyrgalar
sany




Taryhy maglumatlar
Ahli dogry kopgranlyklar Gadymky Gresiyada mdilim-
di. Yewklidiri meshur “Esaslar’ynyii XIII kitaby dogry kop-
granlyklara bagyslanan. Bu képgranlyklary kopleng Pla-
tonyn jisimleri diylip atlandyrylyar. Gadymky Gresiyanyn
beyik alymy Platon (miladydan onki 427-347-nji yyllar)
beyan eden dlemin idealistik teswirinde bu jisimlerden
) dordlisi dlemin dort elementine menzedilipdir: tetraedr - ot,
geksaedr - Yer, ikosaedr - suw, oktaedr - howa, bdsinji kopgranlyk - dode-
kaedr bolsa tutus dlem gurlusynyn belgisi (“bdsinji many”) diyip atlandy-
rypdyrlar.

XVIII asyrda kopgranlyklar nazaryyetine Leonard Eyler (1707-1783)
saldamly gosant gosupdyr. 1758-nji yylda yglan edilen giibercek kopgran-
lyklaryn depelerinin, gapyrgalarynyn we granlarynyn sanynyn arasyndaky
gatnagyk baradaky Eylerin teoremasy we onun subudy — kopdiirli kopgran-
lyklar diinydsine tertip ornasdyrypdyr we onun gozel geometrik tdsirini al-
gebraik nukday nazaryndan beyan edipdir.

Tema degisli meseleler we amaly vumuslar

142. Tki tekizligin arasyndaky bur¢ 47°. Bu tekizliklerin kesismeginden
emele gelen ikigranly burclaryn gradus 6lgegini tapyi.

143. Tkigranly burgun gradus 6l¢egi 52°-a deni. Bu burga gornigy bolan iki-
granly burcun gradus 6l¢egi ndma dent bolyar?

144. Tekiz burgy 100° bolan ikigranly burcun granlaryna perpendikulyar
bolan goni ¢yzyklaryn arasyndaky burgy tapyii.

145. Gongy ikigranly burclarynl bissektorlarynyn arasyndaky ikigranly
burguil gradus 6l¢cegi ndma den?

146. A nokat gradus 6lgegi 60° bolan ikigranly burcui bissektorynda yatyr.
Eger bu nokat ikigranly burgun gapyrgasyndan 10 cm aralykda yatyan
bolsa, onda ikigranly burgun granlaryna c¢enli bolan aralyklary tapyn.

147. A nokat gradus 6lgegi 30° bolan ikigranly burcunl bir granyna degisli
bolup, ikinji granyndan 6 cm aralykda yatyr. Bu nokatdan ikigranly
burgun gapyrgasyna ¢enli bolan aralygy tapyii.

148*. A nokat dogry ikigranly burgunl granlaryndan 3 dm we 4 dm aralykda
yatyr. Bu nokatdan ikigranly burcuil gapyrgasyna ¢enli bolan aralygy
tapyn.

149*. Dogry tetraedrin dhli ikigranly burclarynyn dendigini subut ediii we
olaryn gradus 6lgegini tapyni.

150. Tekiz burglary a) 30°; 60°; 20°; b) 45°; 80°; 130°; c) 30°; 60°; 20°; d)
20°; 60°; 70°; e) 76°; 34°; 110° bolan tiggranly bur¢ barmy?



151*. Giiber¢ek kopgranly burgun &hli tekiz burclarynyn jemi 360°-dan

kicidigini subut ediii.
152. Goniiburgly parallelepipedde AB=5, AD=4 we AA,=3 bolsa, ABD,

burgy tapyn (12-nji surat).

153. Goniiburgly parallelepipedde 4B=4, AD=3 we AA,=5 bolsa, DBD,
burgy tapyn (13-nji surat).

154. 14-nji suratda berlen kubdaky DBH burgy tapyii.

155*. n sany depesi bolan giiber¢ek kopgranlygyn dhli tekiz burglarynyn
jemi 360°-a(n — 2) denidigini subut edin.

156*. Kopgranlygyn tekiz burclarynyn sany onuil gapyrgalarynyn sanyndan
iki esse kop bolyandygyny subut edin.

157*. Kopgranlygyn tekiz burclarynyni sany hemise jiibiit bolyandygyny
subut edin.

158*. Kopgranlygyn tekiz bur¢larynyn jemi 360°-a (¥ — Q) den bolyandyg-
yny subut edifi..

159. 15-nji suratlardaky kublarda tapawutlandyrylyp gorkezilen burclaryn

ululygyny anyklan.

a) b) a) b)

160%*. 16-njy suratlardaky kubun tistiinddki sinege a) 4 depeden B depé; b)
kubuni granynyn merkezinden garsylykly granynyni merkezine eltyin
in gysga yoly gorkeziii (Gorkezme: kubun yayylmasyndan peydalan-
yi).

161. 17-nji suratda gorkezilen ginislikdéki sekil dogry kopgranly bolyarmy?
Onun isti nd¢e kwadratdan ybarat? Onun néd¢e depesi we gapyrgasy
bar?

162. 18-nji suratda gorkezilen yayylmalaryn haysy biri oktaedre degisli?

(1=1)



163. 19-njy suratda gorkezilen, kubuil i¢inden kopgranlygyn a) dogry
tetraedrdigini; b) oktaedrdigini esaslandyrym.

@ a) b)

c) d)

164. 20-nji suratda gorkezilen kopgranlyklarynl depelerinifi, gapyrgalarynyn
we granlarynyn sanyny anyklap, olary Eylerini defilemesine goyup bar-
lani.

165. Giibergek kopgranlygyn her bir depesinden tigden gapyrga ¢ykyar.
Eger bu kopgranlygyn gapyrgalarynyn sany a) 12; b) 15-e deii bolsa,
onui ni¢e depesi we grany bar?

166*. 13 grany we her bir granynda 13 sanydan gapyrgasy bolan kopgranlyk
barmy?

167. Glibercek kopgranlygyn her bir depesinden dort sanydan gapyrga
cykyar. Eger bu kopgranlygyn gapyrgalar sany 12-4 deni bolsa, onunl
nice depesi we grany bar?

168. a) Dogry tetraedr; b) kubun; ¢) oktaedrin; d) dodekaedrin; e) ikosaedrii
depelerinini, gapyrgalarynynn we granlarynyn sanyny tapyn we su
kopgranlyklar ticin Eylerini derilemesinini yerlikli bolyandygyny barla.

169. Depeleri sany 8 sany, gapyrgalarynyn sany bolsa 12 bolan dogry
kopgranlygyn granlarynyn sanyny tapyt we onuil adyny anyklar.

170. Depeleriniii sany 6, gapyrgalarynyni sany bolsa 12 bolan dogry

@ kopgranlygyn granlarynyn sanyny tapyil we onuil

adyny anyklar.

171. Depelerinini sany 10, granlarynyni sany bolsa 7
bolan képgranlygyn gapyrgalarynyn sanyny tapyn.
172.Depelerinini sany 14, gapyrgalarynyn sany bolsa
21 bolan kopgranlygyn granlarynyn sanyny tapyn.
173.21-nji suratdaky kopgranlygyn 62 grany we 120
depesi bar bolsa, onuii gapyrgalarynyi sanyny tapyi.



6. PRIZMA WE ONUN USTI

6.1 Prizma we onun kesimleri
Prizmalar bilen asaky synplardan tanyssynlyz. Seyle bolsa-da, olara
degisli kdbir diisiinjeleri we hidsiyetleri yatladyp gegyaris.

Prizma diyip iki grany (esasy) den n-bur¢dan, galan » sany granlary
bolsa parallelogramlardan ybarat kopgranlyga aydylyar (22-nji surat).

@ eSASY @ a) b)

diagonaly
gapdal grany
gapdal gapyrgasy

esasy

Prizmanyn gapdal granlaryniyni esasyna perpendikulyar ya-da perpend-
ikulyar déldigine garap goni ya-da yapgyt prizmalara boliinyér. 23-nji a su-
ratda goni altyburgly prizma, 23-nji b suratda bolsa yapgyt ticbur¢lukly priz-
ma gorkezilen. Gorniisi yaly, goni prizmanyn gapdal granlary goniibur¢luk-
lardan ybarat bolyar. %

a) b) c)

Esasy dogry képbur¢lukdan ybarat goni prizma dogry prizma diylip at-
landyrylyar (24-nji surat). Dogry prizmanyn gapdal granlary bir-birine den
goniliburgluklardan ybarat bolyar.

Prizmanyn esasynyii kdbir nokadyndan ikinji esasyna diisiirlen perpen-
dikulyar prizmanyn beyikligi diylip atlandyrylyar (23-nji b surat).

Prizmanyn diagonal kesimi diyip, prizmanyn esaslarynyn degisli diag-
onallary arkaly gecirilen kesime aydylyar (24-nji a surat). Prizmanyn di-
agonal kesimlerinii sany prizmanyfi bir esasynyn diagonallarynyi sany-
na der.

Prizmanyn perpendikulyar kesimi diyip, onun &hli gapdal gapyrgalary-
na perpendikulyar kesime aydylyar (25-n;ji surat).

(i)



sany diagonaly bardygyny hasaba alsak,
(n=3)

n-burgly prizmanyni diagonal kesimleriniii sany-da nT

Giiber¢ek n-burgun @

sany bolyar.

Her bir diagonal kesimde prizmanyii iki diagonalyny gecirmek miimkin.
Diymek, n-burgly prizmanyn jemi n(n—3) sany diagonaly bar.

1-nji mesele. Ugburclukly yapgyt prizmanyfi gapdal gapyrgalarynyti arasyndaky
aralyklar, degislilikde, 7 cm, 15 cm we 20 cm. Prizmanyn in uly {stli gapdal
granyndan onun garsysyndaky gapdal gapyrgasyna cenli bolan aralygy tapyii.

Coziilisi. Mélim bolsy yaly, parallel goni ¢yzyklarynn arasyndaky aralyk bu
goni ¢yzyklaryn birinin kdbir nokadyndan ikinjisine gegirilen perpendikulyaryn
uzynlygyna den. Onda berlen prizmanyn ABC perpendikulyar kesiminifi
taraplarynyni uzynlygy su aralyklara dei bolyar (26-njy surat). Prizmanyii ifi uly
tistli granynda il uly AC=20 cm tarap yatyar. B,B, gapyrgadan 4,4,C,C, tekizlige
cenli bolan aralyk ABC ti¢burclugyin BD beyikligine deti bolyar. Onda Geronyn
formulasyna goré:

b
29 Sue=pp-a)(p-b)(p-c), p=a+2+c.
a+b+c T+15+20
pP= = =21
2 2
S e =2121=7)(21-15)(21-20) =~/21-14-6-1 = 42
AC-BD

Ikinji tarapdan, S . =

2

AC-BD ya-da BD = 4,2 cm.

Mundan, 42 =

Jogaby: 4,2 cm.
6.2 Parallelepiped we kub

Esaslary parallelogramdan ybarat prizma parallelepiped diyilyar
(27-nji surat). Parallelepipedler hem prizma yaly gonii (27.a-nji surat) we
yapgyt (27.b-nji surat) bolmagy miimkin.

@ a) b)

Parallelepipedin umumy depd eye bolmadyk granlary garsylykly
granlary diylip atlandyrylyar.



Parallelepipedini

— 12 gapyrgasy bolup, olaryil her dordiisi deri kesimlerden ybarat (28-
nji a surat),

— 6 granlary bolup, onun garsylykly granlary 6zara parallel we den
bolyar (28-nji b surat),

— 4 diagonaly bolup, olar bir nokatda kesisyiar we kesisme nokadynda
deil yarpa boliinyér (28-nji ¢ surat),

— diagonallarynynt kesisme nokady onuii simmetiya merkezi bolyar
(28-nji ¢ surat).

GoOni parallelepipedinn simmetriya oky (28-nji d surat) we simmetriya
tekizligi bar (28-nji e surat).

a) b)

Esaslary gontibur¢lukdan ybarat goni parallelepipede goniiburgly
parallelepiped diyilyér (29-njy surat).

Gornlisi  yaly, goniiburcly  parallelepipedin  dhli  granlary
goniiburgluklardan ybarat bolyar.

® 6D &



Gontiburgly parallelepipedinl {i¢c simmetriya oky (30-njy surat) we {i¢
simmetriya tekizligi bar (31-nji surat).

Gontiburgly parallelepipedin bir depesinden ¢ykyan li¢ gapyrgasyna onui
olcegleri diyip aydylyar.

Hisiyet: Gontuiburgly parallelepipedini d - diagonalynyn kwadraty onun
Olcegleri: a, b we c-nin kwadratlarynyni jemine denl (32-nji surat):
d*=a*+ b+
Olgegleri defi bolan goniiburgly parallelepiped kub diylip atlandyrylyar.

Gorniisi yaly, kubui dhli granlary deii kwadratlardan ybarat bolyar. Kub
bir simmetriya merkezine, 9 simmetriya okuna we 9 simmetriya tekizligine
eye.

Yokarda prizmalaryii engeme hisiyetlerini sanap gegdik. Olaryn kibirle-
rini 10-njy synpda subut edipdik. Galan hisiyetleri subudyna gord yonekey
bolanlygy {i¢in olary 6zbasdak subut etmek ti¢cin galdyralyn .

6.3 Prizmanyn gapdal we doly iisti

33-nji suratda ABCDEA,B,C\D,E, prizmanyit HH, we DD, beyiklikleri
gorkezilen. Gorniisi yaly, dogry prizmanyn beyikligi onuil gapdal gapyr-
gasyna deii bolyar.

&) &)

Prizmanyn gapdal iisti (has takygy, gapdal iistiininn meydany) onuii gapdal
granlarynyin meydanynyn jemine den, doly iisti bolsa gapdal tistiiniti we iki
esasynyn meydanynyi jemine den.

Soty = Seap T 25,

Teorema. Goni prizmanyn gapdal {isti esasynyn perimetri bilen beyik-
liginin kopeltmek hasylyna dei:
Sgap = Pesas : h'

Subudy. Berlen prizmanyi beyikligi 4, esasynyn perimetri P = AB + BC
+ ... + KA bolsun (34-nji surat). Gornlisi yaly, géni prizmanyn her bir grany



goniiburglukdyr. Bu goniiburglugyn esasy prizmanyi degisli tarapyna, beyikligi
bolsa prizmanyn beyikligine de.
Diymek, S,,,=AB - h+ BC - h+..+ KA -h = (AB+ BC + ... KA)- h=P-h[ ]
Teorema. Prizmanyn gapdal tisti onun perpendikulyar kesiminini perimetri
bilen gapdal gapyrgasynyn uzynlygynyn kopeltmek hasylyna de:
S,py=P-1
Subudy. Perpendikulyar kesimin perimetri P-e¢ den bolsun (35-nji surat).
Kesim prizmany iki bolege bolydr (36-njy a surat). Bu boleklerinn birini alyp,
prizimanyn esaslary tistme-iist diisyén edip parallel orun tiytgedyaris. Netijede
tdze goni prizma emele gelyir (36-njy b surat). Gorniisi yaly, bu prizmanyn
gapdal iisti berlen prizma gapdal {istline den. Onun esasy berlen perpendikulyar
kesimden ybarat bolup, gapdal gapyrgasy /-e dei bolyar.

Diymek, yokarda subut edilen teorema gord: S,,, = P - I[ ]

a) b)

Tema degisli meseleler we amaly vamuslar

174. Tetraedrin  bir granynyfi meydany 6 cm? bolsa, onun doly {istiinin
meydanyny tapyil.

175. Oktaedrin  bir granynyn meydany 5,5 cm? bolsa, onuni doly {istiinin
meydanyny tapyil.

176. Dodekaedr bir granynyii meydany 6,4 cm? bolsa, onun doly {istiinin
meydanyny tapyil.

177. Kubun doly istiininn meydany 105,84 cm? bolsa, onun her bir granynyi
meydanyny we gapyrgasynyn uzynlygyny tapyii.

178. Oktaedrin doly iistiinin meydany 323 cm? bolsa, onun her bir
granynyi meydanyny we gapyrgasynyi uzynlygyny tapyi.

179. Gontiburgly parallelepipedin  esasynyin taraplary 7:24 gatnasykda,
diagonalynn kesiminii meydany 50 dm?-a defi. Gapdal {istiinin  meydanyny
tapyn.

180. Goni parallelepipedint gapdal gapyrgasy 1 m-e, esaslarynyn taraplary

(=)



23 mwe 11 m-e deni. Esasynl diagonallarynyn gatnasygy 2:3 yaly. Diagonalyn
kesimleriniii meydanyny tapyi.

181. Goni parallelepipedin esasynyn taraplary 3 cm we 5 cm, esasynyn
diagonallaryndan biri 4 cm-e denl. Parallelepipedini ki¢i diagonaly esasyn
tekizligi bilen 60°-ly burgy diizydr. Onun uly diagonalynyn uzynlygyny
tapyn.

182. Goni parallelepipedinn gapdal gapyrgasy 5 m, esasynyn taraplary
6 m we 8 m, esasynyi diagonallaryndan biri 12 m-e deii. Parallelepipedini
diagonallaryny tapyn.

183*. Ucburglukly dogry prizmanyii gapyrgasy 3-¢ defi. Esasynyii tarapy
we okunyii ortasy arkaly tekizlik gecirilen. Kesimifi meydanyny tapyn.

184. Ugburglukly géni prizmanyti beyikligi 50 cm, esasynyfi taraplary 40
cm, 13 cm we 37 cm. Prizmanyii doly istiini tapyn.

)

185*. 37-nji suratda gorkezilen birlik kubdan esasynyn tarapy 0,5-e
gapdal gapyrgasy 1-e denl bolan goniibur¢ly prizma oyup alyndy. Kubun
galan boleginini doly iistiinit meydanyny hasaplari.

186. Eger kubun gapyrgasy 1 birlik artdyrylsa, onun doly iisti 54 birlige
artyar. Kubun gapyrgasyny tapyin (38-nji surat).

187. ABCC,B,A, yapgyt prizmanyn esasy ABC deniyanly ticburcluk bolup,
onda AB=AC=10 cm we BC=12 cm. A4, depesi 4, B we C depelerden den
uzaklykda yatyar hem-de 44,= 13 cm-e deil. Prizmanyi doly istiini tapyi.

188. Dogry goniiburcly prizmanyi gapdal tisti 160-a, doly tisti 210-a de.
Prizmanyni esasynyil diagonalyny tapy.

189. Ugburclukly yapgyt prizmanyn gapdal gapyrgalary yatyan parallel
goni ¢cyzyklaryn arasyndaky aralyk 2 cm, 3 cm we 4 cm, gapdal gapyrgalary
bolsa 5 cm-e den. Prizmanyn gapdal {istiini tapyn.

190. Kubun gapyrgalarynyn uzynlyklarynyn jemi 96-a den. Onun gapdal
istiini tapyn.

191. 39-njy suratlarda gorkezilen kopgranlyklaryni doly tistiini hasaplan
(hemme ikigranly burglar goni burg).



192. 40-njy suratlarda gorkezilen kopgranlyklaryii doly iistiini hasaplan
(hemme ikigranly burglar goni burg).

@0) a) b) 0) d)

193. Altyburcly dogry prizmanyn gapdal gapyrgasy 8 cm, esasynyn
tarapy bolsa 3 cm. Prizmanyi dhli gapyrgalarynyni uzynlyklarynyil jemini
tapyn.

194. Dortburgly dogry prizmanyn esasynyil tarapy 6 cm, prizmanyn
beyikligi bolsa 5 cm. Onuii diagonal kesiminiii meydanyny tapyi.

195. Ugburgly dogry prizmanyii esasynyii tarapy 6 cm, gapdal gapyrgasy
bolsa 12 cm. Prizmanyn gapdal iistiiniin meydanyny tapyii.

196. 41-nji suratlarda gorkezilen kopgranlyklaryni doly tistiini hasaplan
(hemme ikigranly burglar goni burg).

197. 42-nji suratlarda gorkezilen kopgranlyklaryii doly tistiini hasaplan
(hemme ikigranly burglar goni burg).

198*. 43-nji suratdaky 6yiiii esasynyii dlgegleri 6 m x 8 m. Oyiifi {iceginiii
esasyna 45°-ly burg astynda gysaran. Ugegifi iistiiniit meydanyny tapyfi.



199. Parallelepipedint bir depesinden ¢ykyan gapyrgalary, degislilikde,
6 cm, 8 cm we 12 cm. Parallelepipedin dhli gapyrgalarynyi uzynlyklarynyn
jemini tapyn.

200. Parallelepipedini bir depesinden ¢ykyan granlarynyin meydanlary,
degislilikde, 6 cm?, 12 cm? we 16 cm? Parallelepipedinn doly istiinifi
meydanyny tapyi.

201*. Gapyrgasy 3 cm-e deil bolan kubui her bir granyndan kese kesigi -
esasy 1 cm-e denn kwadrat seklindéki desikler oyulan (44-nji surat). Kubun
galan boleginin doly tistliiniit meydanyny tapyi.

202. Futbol topunyn istiinit gapyrgalary 6zara deni bolan 12 dogry
basburclukdan we 20 dogry altyburclukdan ybarat (45-nji surat). Futbol
topunyni doly {iistiini tapyil. Topuii kwadrat santimetri 60 somluk deriden
islenen we onun 10 goterimi tikin we ¢ykyndy ¢ykyandygy mélim bolsa,

topa sarp edilen deriniii nyrhyny tapyai.



7. PRIZMANYN GOWRUMI

7.1 Gowriim diisiinjesi

Giniglikde geometrik jisime mahsus bolan ayratynlyklardan biri bu
géwriim diigiinjesidir. Islendik predmet (jisim) giiisligin néhilidir bolegini
eyeleyir. Meselem, kerpi¢ otlucop gutusyna garanda ulurak yeri eyeleyér.
Bu bolekleri 6zara deniesdirmek {icin géwriim diisiinjesi girizilyér.

Gowrltim — giniglikdédki jisimin asakdaky hésiyetlere eye bolan mukdar
(sanly)gorkezijisidir:

1. Islendik jisim polozitel sanlarda afiladylyan belli bir gowriime eye;

2. De jisimlerin gowriimi-de der;

3. Eger jisim birnice boleklere boliinen bolsa, onun géwriimi boleklerin
gowrlimlerinifi jemine den;

4. Gapyrgasy bir birlik uzynlyga deni kubuni géwriimi bire de.

GOowrlim — uzynlyk we meydan yaly sanly ululyklardan biridir. Uzynlyk
Olceg birliginin saylanmagyna garap birlik (gapyrgasy birlik uzynlyga eye)
kubur géwrimi 1 cm?, 1 dm’, 1 m® we bagga géwriim birlikleri bilen 6lgelyar.

Jisimlerini géwriimini diirli usullar bilen 6lgeyirler ya-da hasaplayarlar.
Meselem, kigirdk detalynn gowrlimini paylara (skala) eye bolan gabyn
(menzurka) komeginde 6lgemek miimkin (46-njy surat). Bedrénini gdwriimini
bolsa ona birlik gowriime eye bolan gabyn komeginde suw guyup, doldurmak
bilen 6lgemek miimkin (47-nji surat). Ydéne, hemme jisimlerii hem
géwriimini seyle usullar bilen 6l¢édp bolmayar. Seyle yagdaylarda gowriim
diirli usullar bilen hasaplanyar. Asakda su usullar babatda durup geg¢yéris we
olaryn kébirlerini subutsyz getiryiris.

11 - MATEMATIKA, 11-nji synp ‘



Parallelepipidin gowriimi]

Teorema. Goniiburgly parallelepipidin géwriimi onun ti¢ 6lgeglerinin
kopeltmek hasylyna deti (48-nji surat): V=a‘'b-ec.

Netije. Goniibur¢ly parallelepipedin gowriimi esasynyii meydany bilen
beyikliginini kopeltmek hasylyna deni (49-njy surat): V=S5 h.

Teorema. Islendik parallelepipedin gowriimi esasynyn meydany bilen
beyikliginini kopeltmek hasylyna den (50-nji surat): V=5§-h.

Bu hisiyet yokardaky netijeden gelip ¢ykyar. Asakdaky 50-nji su-
ratlarda berlen parallelepiped nidhili edip goniibur¢ly parallelepipede
doldurylysy gorkezilen. Mundan peydalanyp hédsiyeti 6zbasdak es-
aslandyryn.

%) b)

7.3. Prizmanvi gowriimi

Teorema. GoOni prizmanyn gowrimi esasynyii meydany bilen
beyikliginini kopeltmek hasylyna den (51-nji surat): V=S§-h.

Subudy. 1-nji yagday. Esasy goniiburgly tigburg¢lukdan ybarat goni
prizma berlen bolsun (51-nji a surat). Bu prizmany ofia deti bolan prizma
bilen goniiburgly paralelepipede ¢enli doldurmak miimkin (51-nji b surat).

Berlen prizmanyi gowriimi, esasynyni meydany we beyikligi degislilikde
V; S we hbolsa, emele gelen goniiburcly parallelepipedini gowriimi, esasynyin
meydany we beyikligi degislilikde 2V, 2S we & bolyar.



Diymek, 2V=2S - h ya-da V'=S - h bolyar.

2-nji yagday. Islendik goni n-burgly prizma berlen bolup, onuri esasynyi
meydany S, beyikligi bolsa /4 -a deni bolsun. Prizmanyii esasy - n-burgy onui
diagonallary bilen tigbur¢luklara, ticbur¢luklaryn her birini bolsa géniiburgly
ticburgluklara bolmak miimkin (52-nji surat). Netijede, berlen prizmany cékli
sandaky esasy goniiburgly tigbur¢luklardan ybarat géni prizmalara bolmek
mimkinligini anyklayarys. Bu prizmalaryni beyikligi / -a defi bolup, olaryn
esaslary jemi berlen prizmanyin meydanyna den bolyar: § = S|+ S,+...+S§,.

Berlen prizmanyn gowriimi ony diizydn tg¢burglukly prizmalar
gowriimlerinifi jeminden ybarat bolyar:

V=_Sh+Sh+. +Sh=(S,+Sy+..+S)h=S-h, vya-da V=S5 h[]
Teorema. Islendik prizmanyn gowriimi esasynynn meydany bilen

beyikliginin kopeltmek hasylyna deri: V=S8-h.

Bu teoremany asakdaky suratlardan peydalanyp, ilki tigbur¢lukly prizma
ticin, son islendik prizma ii¢in 6zbasdak subut edin.

(53 a) b)

1-nji mesele. Goni parallelepipedin esasynyi taraplary a we b -ge den
bolup, olar 6zara 30°-ly burcy diizydr. Eger parallelepipedini gapdal {isti S -e
deni bolsa, gowriimini tapyii.

()



Coziilisi: Parallelepipedin beyikligini /4 bilen belgileyéris (54-nji surat).

Onda serte goré:
S'=(2a+2b) h ya-da h= :
(2a2b) by 2a+b)
S ., =absin30°= a_b.
2
ab S abS

V=S

w70 a+b)  4(a+b)

Tema degisli meseleler we amaly vumuslar

203. 55-nji suratda gorkezilen kopgranlyklaryn géwriimini tapyn.

&

a) b) c)

d) e) f)

g) h) ) i)
k) e) m)

204. 56-njy suratda berlen yayylma goréd gurlan gabyn géwriimini tapyii.

(164



205*. 57-nji surata gord mesele diiziin we ony ¢oziin.

206. 58-nji suratda getirilen jisim 88 birlik kubjagazdan yasalan. Jisimin
doly {iistiini tapyn.

207. Gontuburgly parallelepipedint granynyii meydany 12-4 we ona
perpendikulyar gapyrganyn uzynlygy 12-4 den. Parallelepipedin gowriimini
tapyn.

p}éﬂ& 59-njy suratda gorkezilen ginislikddki sekillerden haysy biriniil
gowriimi uly, yagny koprédk kubjagazlardan ybarat?

a) b) ¢) d)

209. Gontiburgly parallelepipediil gowriimi 24-e deii we gapyrgalaryndan
birinii uzynlygy 3-e den. Parallelepipedinn bu gapyrganyn perpendikulyar
granynyil meydanyny tapyi.

210. Goniiburgly parallelepipedinn gowriimi 60-a defi we granlaryndan
birinin meydany 12-4 deni. Parallelepipedin bu granyna perpendikulyar
gapyrganyn uzynlygyny tapyi.

211. Parallelepipedinn bir depesinden ¢ykyan {i¢ gapyrgalarynyn
uzynlyklary 4, 6 we 9-a deni. Ona defides kubuil gapyrgasyny tapyii.

212. Kubun doly {istiiniii meydany 18-e defi bolsa, onuii diagonalyny tapyii.

213. Kubun géwriimi 8-e deni bolsa, onuil doly iistiinini meydanyny
tapyn.

214. Eger kubun gapyrgalaryny 1 birlik artdyrylsa, onuil gowrtimi 19
birlige artyar. Kubun gapyrgasyny tapyn.



215. Kubuni doly {istiinin meydany 24-e defi. Onuni géwriimini tapyn.
216. Kubuii diagonaly /12 - defi bolsa, onufi géwriimini tapyii.

217. Kubuii géwriimi 24+/3 -e deii bolsa, onuii diagonalyny tapyii.

218. Birinji kubun goéwriimi ikinjisininikiden 8 esse uly. Birinji kubun
doly tistiinin meydany ikinjisinifikiden néce esse uly?

219. Gapyrgasy 30 cm bolan kub seklinddki gaba (sisterna) nige litr suw
gidyar?

220. Gontiburgly parallelepipedin bir depesinden ¢ykyan gapyrgalary 2
we 6-a defl. Goniiburgly parallelepipedin gowriimi 48-e den. Parallelepipedin
su depesinden ¢ykyan licilinji gapyrgasyny tapyi.

221. Géni parallelepipediii esasynyii taraplarynyii uzynlygy 2+2 cm we
5 cm, olary1i arasyndaky bur¢ 45°-a deni. Eger parallelepipedin ki¢i diagonaly
7 cm-e deii bolsa, onun gowriimini tapyi.

222%, GoOni parallelepipedint esasynyn a we b taraplary 30°-ly burgy
diizyér. Gapdal iisti S -e deni. Onuii gdwriimini tapyii.

223. Goniiburgly parallelepipedinl 6lgegleri 15 m, 50 m we 36 m. Ona
denides kubui gapyrgasyny tapyi.

224. Ugburclukly goni prizmanyfi esasynyii taraplary 29, 25 we 6-a,
gapyrgasy bolsa esasynyn uly beyikligine defi. Prizmanyni gdwriimini tapyn.

225. 39-njy suratlarda gorkezilen kopgranlyklarynn géwriimini hasaplan
(hemme ikigranly burclar goni burg).

226. 40-njy suratlarda gorkezilen kdpgranlyklaryni géwriimini hasaplan
(hemme ikigranly burclar goni burg).

227. Goni parallelepipedin esasynyn meydany 1 m? bolan rombdan ybarat.
Diagonal kesimlerinint meydany degislilikde 3 m? we 6 m*. Parallelepipedin
gdéwriimini tapyn.

228. 41-nji suratlarda gorkezilen kopgranlyklarynn géwriimini hasaplan
(hemme ikigranly burglar goni burg).

229. 42-nji suratlarda gorkezilen kopgranlyklarynn géwriimini hasaplan
(hemme ikigranly burglar goni burg).

230. Ginligi 3 m we uzynlygy 20 m bolan yoda galyilygy 10 cm bolan
asfalt gatlagy diiseldi. Yoda iicin niice géwriimdiki asfalt ulanylydy?

231*. Yapgyt parallelepipediti esasy — tarapy 1 m-e defi bolan kwadratdan
ybarat. Gapdal gapyrgalaryndan biri 2 m-e defi we esasyny1i 6ziine yapysyan
her bir tarapy bilen 60°-ly burgy diizyir. Parallelepipediil gdwriimini tapym.

232%*, Parallelepipedin granlary — tarapy a we b -ge deii we yiti burgy 60°
bolan dent romblardan ybarat. Parallelepipedin gowriimini tapyii.

233. Parallelepipedin her bir gapyrgasy 1 cm-e deii. Parallelepipediii bir



depesindiki ii¢ tekiz burgy yiti bolup, her biri 2a-ga den. Parallelepipedin
géwriimini tapyil.

234*, Parallelepipedinn bir depesinden ¢ykyan {ic gapyrgasynyin
uzynlyklary a, b, ¢ -ge defl. a we b gapyrgalary 6zara perpendikulyar,
c gapyrga bolsa olaryil her biri bilen o burgy diizyir. Parallelepipedin
gowrlimini tapynl (60-njy surat).

235. a) Ucburglukly; b) dortburglukly; c) altyburclukly dogry prizma
esasynyn tarapy a we gapdal gapyrgasy b boyunga gowriimini tapyii.

236. Goni parallelepiped esasynyn taraplary 3 cm we 5 cm-e deni bolup,
olar 6zara 45°-ly burgy diizyér. Parallelepipedin kici diagonaly 7 cm-e deni
bolsa, onuni géwriimini tapyii.

237. Ucburglukly yapgyt prizmanyii gapdal gapyrgalary 15 m-e, olaryii
arasyndaky aralyk bolsa 26 m, 25 we 17 m-e deil. Prizmanyn géwriimini
tapyn.

238. Dortburglukly dogry prizmanyni diagonaly 3,5 cm-e, gapdal granynyn
diagonaly 2,5 cm-e den. Prizmanyi gowriimini tapyil.

239. Ugburglukly dogry prizma esasynyi tarapy a-ga, gapdal iistiinifi
esaslary meydanlarynyn jemine defl. Onun gowriimini tapyii.

240. Altybur¢ly dogry prizmada in uly diagonal kesimin meydany
4 m?-a, iki garsylykly gapdal gapyrgalarynyn arasyndaky aralyk 2 m-e den.
Prizmanyn géwriimini tapyn.

241*. Yedi gezek kir yuwandan sofi sabynyti 6lcegleri iki esse kemeldi
(61-nji surat). Eger her kir yuwanda birmenizes gowriimdidki sabyn
sarplanandygy méilim bolsa, sabyn yene néce gezek kir yuwmaga yetyar?

242*, Yapgyt prizmada gapdal gapyrgalaryna perpendikulyar we hemme
gapdal gapyrgalaryny kesip gecyédn tekizlik gecirilen. Alnan kesimin
meydany Q, gapdal gapyrgalary bolsa / -e den bolsa, prizmanyi géwriimini
tapyn (62-nji surat).

243. Ucburglukly géni prizmanyfi esasynyfi meydany 4 cm, 5 cm,
7 cm-e, gapdal gapyrgasy bolsa esasynyn uly beyikligine defi. Prizmanyn
gOéwriimini tapyn.

244. 63-nji suratlarda gorkezilen kopgranlyklaryn gowriimini hasaplan.
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245. Ugburclukly goni prizma esasynyfi meydany 4 cm?-a, gapdal
granlaryniyfi meydanlary 9 cm?, 10 cm?, 17 cm?-a defi bolsa, onufi gowriimini
tapyn.

246*. Prizmanyn esasy detiyanly {icburcluk bolup, onui bir tarapy 2
cm, galan iki tarapy 3 cm-e deil. Prizmanyn gapdal gapyrgasy 4 cm-e deni
we ol esasyn tekizligi bilen 45°-1y burgy diizydr. Bu prizma detides kubun
gapyrgasyny tapyn.

247.Yapgyt prizma esasynyii tarapy a-ga defi bolan defi taraply ticburcluk.
Gapdal granlaryndan biri esasyna perpendikulyar we kici diagonaly S-e deni
bolan rombdan ybarat. Prizmanyt géwriimini tapyi.

248. Eger dortburclukly goni prizmanyn beyikligi 4, diagonallary esasyn
tekizligi bilen @ we [ burclary diizydr. Eger esasynyni diagonallarynyn
arasyndaky bur¢ vy -a deii bolsa, prizmanyn géwriimini tapy.

249%, Kesimi esasy 1,4 m we beyikligi 1,2 m bolan deniyanly ticbur¢luk
seklinddki suw c¢ykaryjy turbanyn suw gecirijilik kuwwatyny (1 sagatda
akyp gecyédn suwunl géwriimini) hasaplan. Suwun akys tizligi 2 m/s.

250*. Demir yol gotermesiniii kesimi trapesiya seklinde bolup, onui
asaky esasy 14 m, yokarky esasy 8 m we beyikligi 3,2 m. 1 km goéterme
gurmak {i¢in nidce kub metr toprak gerek bolar?

251%*, Tarapy 3,2 cm we galyilygy 0,7 cm bolan dogry sekizbur¢luk
seklindéki agag plitkanyn massasy 17,3 g. Agajyn dykyzlygyny tapyi.



252. Olgegleri 30x40x50 (cm) bolan goniiburcly parallelepiped seklindiki
gutudan négesini 6l¢egleri 2x3x1,5 m bolan masynyn kuzowyna yerlesmegi
miimkin?

253*, Olgegleri 420 mm x 240 mm x 90 mm bolan géniiburcly paral-
lelepiped seklinddki, dykyzlygy 7,8 g/cm’ bolan polat plitalaryn négesini
yiik goterijilik kuwwaty 3 t bolan yiikk masynynda dasamak miimkin?

254. Olgegleri 250 mm x 120 mm x 65 mm bolan goniiburgly paral-
lelepiped seklindéki, dykyzlygy 1,6 g/cm’ bolan kerpijin nigesini yiik goter-
mek kuwwaty 3 t bolan yiik masynynya yiiklemek miimkin?

255*, Olgegleri 820 mm x 210 mm X 120 mm bolan goniiburcly paral-
lelepiped seklindiki, dykyzlygy 7,3 g/cm?bolan ¢oyun plitany yiik gotermek
kuwwaty 2 t bolan géterme kranyn komeginde gétermek miimkinmi?

256. Uzynlygy 105 m we kese kesiginiii 6lgegleri 30 cm x 40 cm bolan
goniiburglukdan ybarat agagdan, uzynlygy 3,5 m, ini 20 cm we galyilygy 20
mm bolan nice tagta bolegi ¢ykyar?

257. Kerpijin 6lgegleri 25 x 12 x 6,5 (cm). Eger 1 m® géwriimdéki kerpi-
jitt massasy 1700 kg bolsa, bir sany kerpijifi massasyny gramlarda anyklar.

258. Sanitariya normalaryna gord, synpdaky her bir okuwga 7,5 m?
howa dogry gelyir. Eger synp otagynyn beyikligi 3,5 m we ol 28 okuwc¢a
niyetlenen bolsa, synp otagynyin meydanyny tapyn.

259*. Uzynlygy 100 m, ini bolsa 10 m bolan goniibur¢luk seklinddki
meydany galyilygy 5 cm bolan asfalt bilen 6rtmeli. Eger 1 m® géwriimdaki
asfaltyil massasy 2,4 tonna we bir yiikk masynynyn yiik gétermek kuwwaty
5 tonna bolsa, bu meydany asfaltlamak ticin nd¢e masyn asfalt gerek bolar?

260%*. Olgegleri 3 cm, 4 cm, 5 cm bolan, goniiburgly parallelepiped sek-
linddki demir parcasyna stanokda islendi. Bu prosesde onuii her bir gapyr-
gasy birmenizes kemelip, doly iisti 42 cm?-a kemelendigi milim. Su demir
parcasynyn gowriimi islenenden son néd¢éni diizyér?

261*. 64-nji a suratda ¢oyun turbanyn kesimi gorkezilen. Suratda berlen
maglumatlar esasynda bir metr uzynlykdaky seyle turbanyii massasyny any-
klan (¢oynun dykyzlygy — 7,3 g/cm?).

262. Olgegleri 64-nji b suratda berlen altyn plitkanyii massasy 12,36 kg
bolsa, onunl dykyzlygyny anyklan.



263*. Kanalyn kese kesiginin esaslary 10 m, 6 m we beyikligi 2 m bolan
detiyanly trapesiyadan ybarat (65-nji surat). Suwuni akymynyn tizligi 1 m/s
bolsa, bir minutda bu kanaldan néd¢e gowriimdiki suw akyp gegyir?

264*. Gapyrgasy 6 cm-e dent bolan, misden yasalan kubuni her bir
granyndan kese kesiginiii esasy 2 cm-e deft kwadrat seklindiki desikler
oyulan (66-njy surat). Eger misifi udel dykyzlygy 0,9 g/cm? bolsa, kubun
galan boleginiii massasyny tapyi.

265. Goniiburgly parallelepiped seklinddki metal blogunl esasynyn
Olcegleri 7 cm we 5 cm. Blogun massasy 1285 g we metalyn dykyzlygy 7,5
g/cm?® bolsa, blogun beyikligini tapyn.

266.67-njisuratda berlen maglumatlar esasynda garazyn géwriimini
tapyn.

267. Gl osdiirilyédn uly giildanyn cunilugy 2 fut, giiiligi 12 fut we uzynlygy
15 fut bolan goniiburgly parallelepiped seklinde. Giildanyi gowriimini tapyn
we kub metrlerde anladyn (1 jiibiit = 30,48 cm).

268. Yiik ammary 68-nji suratda gorkezilen trapesiyaly prizma
seklinde. Suratda berlen maglumatlar esasynda ammaryi sygymyny anyklan.



269*. 69-njy suratda gutynynl Olgegleri berlen. Gutynyn esaslary 1
kwadrat metri 1000 som, gapdal granlary bolsa 1 kwadrat metri 2000 som
bolan materialdan islenen. Gutyny yasamaga ni¢e somluk material gidipdir?

271. Uly goniiburgly parallelepipedden 70-nji suratda gorkezilisi yaly
edip ki¢i goniiburcly parallelepiped gyrkyp alnan. Berlen maglumatlar
esasynda emele gelen jisimin géwriimini tapyn.

272. 71-nji suratda gorkezilen piramidanyn gowriimini tapyn.

@ @

273*%, 72-nji suratda gorkezilen goniiburgly parallelepiped seklinddki
akwariumda nidg¢e suw bar?

274*. Goniiburgly parallelipiped seklindédki birmeiizes akwariumlara 73-
nji suratda gorkezilisi yaly, diirli derejeddki suw guylan. Bu akwariumlara
guylan suwuni gowrtiimlerinifi gatnagygy néhili bolar?

@ a) b) c)

275*. Barlag. Kdrhana sygymy 1 litr, esasynyn olgegleri gatnagygy 1:2
bolan goniiburgly parallelepiped seklindiki isti acyk gutulary ondiiryér (74-
nji surat). Gutyny tygsytly ondiirmek, yagny ona gidydn materialyn it kem
bolmagy ticin onun 6lcegleri ndhili bolmaly? (x-a diirli bahalar berip, gu-
tynyn gowriimini tapyn we olary detiesdirmek bilen ¢6zjek bolun ya-da dif-
ferensial hasap miimkingiliklerinden peydalanyii).
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276%*. Meseleli yagday. Geologlar das tapyp aldylar we onuil géwriimini
takmynan bolsa-da anyklamakg¢y. Olar kolini yanynda durlar we olaryn
ygtyyarynda das sygyan uly metal bak, birndce sygymy nébelli bedreler
we sygymy 1 litr bolan butylka bar. Geologlar bu isii nddip hotdesinden
gelerler?

8. SILINDRIN USTI WE GOWRUMI
8.1 Silindrin iisti
Giislikddki sekillerin yene mohiim synplaryndan biri - bu aylanma
jisimleridir. Silindr aylanma jisimlerden biri bolup, ol bilen asaky synplarda
tansypdytlyz. Silindriil hisiyetleri prizmanyi hisiyetlerine menzeyénligi li¢in
olary yzygider dwrenydris.

Gontiburglugyn bir tarapynyn dasynda aylanmagyndan emele gelen
jisime silindr (has takygy, goni tegelek silindr) diylip aydylyar (75-nji surat).
Bu aylanmada goniiburglugy bir tarapy gozganman galyar. Ony silindrin
oky diyip atlandyryarys. Dortburclugyn bu tarapa garsylykly yatyan tarapy
aylanmagyndan emele gelen iist - silindrin gapdal iisti, tarapyn 6zi bolsa
silindrin emele getirijisi diylip atlandyrylyar. Goniibur¢lugyn galan taraplary
bu aylananda iki den tegelek emele getiryar, olary silindrin esaslary diyip
atlandyryarys (76-njy surat).

@®
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ig\ emele
getirijisi
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Yatlatma. Goniiburglugy bir tarapy dasynda aylamakdan emele gelen
jisim aslynda goni tegelek silindr diylip aydylyar. Silindr diisiinjesi bolsa
gin manyda asakdaky yaly girizilydr.

Aydaly, gintislikde yasy F, sekil kébir parallel orun tiytgetmede F, sekile
gecen bolsun. Bu iki sekil we bu parallel orun iiytgetmede bir-birine gecen
nokatlary utgasdyryan kesimlerden ybarat jisim silindr diylip atlandyrylyar
(77-nj1 surat).



Eger parallel orun tiytgetme yasy F, sekil tekizligine perpendikulyar
bolsa, silindr — goni silindr (78-nji a surat) diyip, ters yagdayda - yapgyt
silindr (78-nj1 b surat) diyip aydylyar. 78-nji ¢ suratda Piza sdherindiki
meshur minara gorkezilen bolup ol yapgyt silindr seklinde.

Eger F, sekil tegelekden ybarat bolsa, silindr togalak silindr diylip
atlandyrylyar.

Silindrlerini i¢inden dinie goni togalak silindr aylanma jisim bolyar. Biz
indikide ine sol goni togalak silindrler bilen is salsarys we olary gysgalyk
ticin silindrler diyip atlandyryarys.

Silindrin esaslary 6zara den tegeleklerden ybarat bolup, olar parallel
tekizliklerde yatyar. Silindrinl bir esasy nokadyndan ikinji esasy tekizligine
disiirilen perpendikulyar onun beyikligi diylip atlandyrylyar.

Bu parallel tekizliklerin arasyndaky aralyk silindrinn beyikligine dei
bolyar. Silindriii oky onun beyikligi hemdir.

Silindrin emele getirijileri bolsa 6zara parallel we deni bolyar. Sonun
yaly-da, silindr oky, emele getirijilerinii we beyikliginiii uzynlyklary 6zara
deti bolyar.

Silindri onunl okuna parallel tekizlik bilen kesende emele gelen kesim
goniibur¢lukdan ybarat bolyar (79-njy a surat). Onunl iki tarapy silindrin
emele getirijileri, galan iki tarapy bolsa degislilikde esaslaryn parallel
hordalarydyr.

)



Hususan-da, ok kesim hem goniibur¢lukdyr. Ol silindriii oky arkaly
gecen tekizlik bilen kesende emele gelen kesimdir (79-njy b surat).

Ok kesimlerinn diagonallary esasynl merkezlerini utgasdyryan kesimin
ortasy O nokatdan geg¢ydr. Sonun {icin, bu Q nokat silindrii simmetriya
merkezinden ybarat bolyar (79-njy ¢ surat).

Q nokatdan gecyédn we silindrin okuna perpendikulyar bolan tekizlik
silindrin simmetriya tekizliginden ybarat bolyar (80-nji surat). Silindrin
okundan gecyén tekizlikler hem onun simmetriya tekizlikleri bolyar (81-nji
surat).

@9 a) b) o)

1-nji mesele. Silindrin ok kesiminin meydany (-ga den kwadratdan
ybarat. Silindrifi esasynyii meydanyny tapym.
Coziilisi. Kwadratyi tarapy \/é -ga deii. Ol silindrinl esasynyi diametrine

2
deti. Onda silindriii esasynyni meydany: S =71’ =n (g} = % e deni. ]

Teorema. Silindrin gapdal iisti esasynyn towereginin uzynlygy bilen
emele getirijisiniil kopeltmek hasylyna den: S, = 2zrl
Bu teoremany asakdaky 82-nji surat esasynda 6zbasdak subut edi.



Netije. Silindrin doly {tsti onul gapdal tsti bilen iki esasynyn

meydanynyn jemine defi: S, = S,,,+ 2S,,,, Ya-da
Sjopy = 27rl + 211’ = 2mr (7).

Islendik silindr berlen bolsun. Onun esaslaryndan birinii i¢inden
A,A,...A, A, kdpburclugy ¢yzyarys (83-nji surat). Képburglugynn 4,,4,, ...,
A, , we A, depeleri arkaly, silindrint 4,8,, A,B,, ..., A, B, , we A,.B, emele
getirijileri gegirydris hem-de emele getirijinini basga B,, B,, ..., B, , we B,
depelerini yzygider kesimler bilen utgasdyryp ¢cykyarys. Netijede AA,...
A, A, B\B,...B, \B, prizmany alyarys. Bu prizma berlen silindrin icinden
¢yzylan prizma diylip atlandyrylyar. Silindr bolsa prizmanyn dasgyndan
¢cyzylan silindr diylip aydylyar. Eger prizma silindrin i¢inden ¢yzylan bolsa,
onda prizmanyn esasy silindrin esasyna i¢inden ¢yzylan bolyar we prizmanyn
gapdal gapyrgalary silindrin gapdal iistiinde yatyar.

Gorniisi yaly, eger prizmanyi esasyna dagyndan towerek ¢cyzmak miimkin
bolsa, prizmanyn dagyndan silindr hem ¢yzmak miimkin.

Sonia menzes silindrin dasyndan ¢yzylan prizma we prizmanyn igin-
den ¢yzylan silindr dusiinjeleri hem girizilydr (84-nji surat). Eger prizma
silindrin dasyndan ¢yzylan bolsa, onda prizmanyn esasy silindrifi esasyna
dagyndan ¢yzylan bolyar we prizmanyil gapdal granlary silindriii gapdal
listiine galtagyar.

Gorniisi yaly, eger prizmanyn esasyna dasyndan towerek ¢yzmak miim-
kin bolsa, prizmanyi dasyndan silindr hem ¢yzmak miimkin.

8.2 Silindrin gowriimi

Teorema. Silindrin gowriimi esasynyni meydany bilen emele getirijisinin
kopeltmek hasylyna deni: V=8, L

esas

Subudy. Oky OO, bolan silindr berlen bolsun (85-nji surat).
Onaicinden ¢yzylan 4,4, ... 4, A, B, B, ... B, | B, we dasyndan ¢yzylan

()



CcC,...C C, D/D,..D,,D, prizmalary ¢cyzyarys. Silindrini gowriimini
V, i¢inden we dasyndan ¢yzylan prizmalarynn géwriimini V, we V, bilen
belgilesek, onda V, < V < V, gosadensizlik yerlikli bolyar. Prizmalaryn
gowriimi asakdaky formulalardan tapylyar:
Vi=8Sa4y 4,4, 1 we V,=S8cc, c,c, !

Prizmalarynn esasynyn taraplarynyn sany n-i gitdigice artdyryarys.
Onda i¢inden ¢yzylan prizmanyn gowriimi barha artyar, dagyndan ¢yzylan
prizmanyn goéwriimi bolsa barha kemelydr. Eger taraplaryn sany » ¢éksiz
ulalyp barsa, bu gowrlimlerin arasyndaky tapawut nola ymtylyar. Silindrin
icinden we dasyndan ¢yzylan prizmalaryn géwriimi yakynlasan san berlen
silindrii gowriimi hokmiinde alynyar.

Bu prosesde 4,4,...4, A, we C,C,...C, ,C  kopburcluklarynn meydany
silindrin esasynda yatyan tegelegin S meydanyna yakynlagyar.

Diymek, V=S, I

esas ’
Tema degisli meseleler we amaly vumuslar

277. 86-njy suratda getirilen silindrlerini gapdal we doly {stiini tapyn.

a) b) ¢)

278. Silindriii esasynyn radiusy 6 cm, onuil beyikligi 4 cm. Silindrifi ok
kesiminint meydanyny hasaplan.

279. Silindrii esasynyil radiusy 2 m, beyikligi 3 m. Ok kesiminii
diagonalyny tapyn.

280. Silindrin esasynyn meydany 64 © cm?, onuti beyikligi 8 cm. Silindrin
ok kesiminiii meydanyny hasapla.

281. Silindrin ok kesimi —meydany Q -ga deni kwadrat. Silindrin esasynyin
meydanyny tapyii.

282. Silindrin ok kesimi meydany 36 cm? bolan kwadratdan ybarat.
Silindrini gapdal iistiinin meydanyny hasaplan.

283. Silindr ok kesiminii meydany 4-e deni. Onun gapdal istiinii
meydanyny tapyi.

284. Silindrinl beyikligi 6 cm, esasynyinl radiusy 5 cm. Silindrii  okuna
parallel edip ondan 4 cm aralykda gecirilen kesimini meydanyny tapyi.



285. Silindrini esasynynl radiusy 2-4, beyikligi 3-e denl. Silindrii gapdal
istiinin meydanyny tapyn.

286. Silindrin esasynyn toweregininn uzynlygy 3m-e, beyikligi 2-4 der.
Silindrini gapdal {istliniti meydanyny tapym.

287. Silindr yayylmasynyn meydany 24w dm?, silindrinn beyikligi 4 dm.
Onun esasynyn radiusyny tapyii.

288. Silindrini esasynyn radiusy 5 cm, onuil beyikligi 6 cm. Silindriii ok
kesiminin diagonalyny tapyii.

289. Silindrin beyikligi 8 dm, esasyny1 radiusy 5 dm. Silindr tekizlik bilen
seyle kesilen bolup, kesimde kwadrat emele gelen. Bu kesimden silindriii okuna
cenli bolan aralygy tapyn.

290*. 87-nji suratda berlen silindrini ok kesimine goré, onun gapdal we doly
istiinin meydanyny tapyn.

291*. 88-nji suratda berlen silindrini yayylmasyna gord, onun gapdal we
doly tstiinint meydanyny tapyii.

292. Silindrin esasynyn radiusy 3 cm, beyikligi bolsa esasyn radiusyndan 2
cm artyk. Silindirii gowriimini hasaplan.

293. Silindrin géwriimi 64 © cm’, beyikligi 4 cm. Silindrini esasynyn
meydanyny hasaplan.

294*, Silindr seklinddki gaba 2000 ¢cm® suw salnanda suwun derejesi
12 cm boldy. Gaba detal batyrylanda bolsa suwuii derejesi yene 9 cm-e
goterildi. Detalyn géwriimini anyklani we jogaby cm?-larda afiladyti.

295. Silindr seklinddki gaba 3 litr suw salnanda suwun derejesi 15 cm
boldy (89-njy surat). Gaba detal batyrylanda bolsa suwuti derejesi yene 4 cm-e
goterildi. Detalyn gowriimini anyklan we jogaby cm?*-larda anladyn.

296*. Silindr seklinddki gaba 4 litr suw salnanda suwun derejesi 20 cm
boldy (90-njy surat). Gaba detal batyrylanda bolsa suwuii derejesi yene 5 cm-e
goterildi. Detalyn géwriimini anyklail we jogaby cm?-larda anladym.

12 - MATEMATIKA, 11-nji synp ‘



297*. 91-nji suratda silindr seklindéki yol diizleyji gurlus gorkezilen.
Suratda berlenlerden peydalanyp, ol bir gezek aylananda nége meydandaky
yoly tekizleyindigini anyklaii (Yatlatma: 1 ft (fut) = 12 in (dyuym)= 30,48
cm) .

298*%. 92-nji suratdaky suw sepmige niyetlenen rezin slangyn icki
diametri 3 cm, dasky diamerti 3,5 cm, uzynlygy bolsa 20 m bolsa, ofla nége
lirt suw gidyéandigini tapyn. Eger rezinin dykyzlygy 7 g/cm? ekenligi milim
bolsa, bu rezin slangynl dolagynyi massasyny tapyii.

Q) @

299*, 93-nji suratda gapdal iisti yarym silindr seklinde bolan gap berlen.
Eger 1 cm? meydanly {isti boyamak ti¢in 6 g boyag talap edilse, bu gabyri
hem ic¢ki, hem dasky boélegini boyamak {i¢in nd¢e boyag gerek bolar? Gaba
néce litr suw gidyar?

® D)



300*. Silindr seklindéki gaplardan biri ikinjisinden iki esse ginrdk, yone
tic esse pesrdk (94-nji surat). Bu gaplaryni haysy birinin sygymy uly?

301*. Esasynyn radiusy 5 cm, beyikligi bolsa 20 cm bolan silindr sek-
lindéki apelsin serbetinini gabynyii esaslary metaldan, gapdal iisti bolsa kar-
tondan yasalan (95-nji surat). Eger 1 cm? metalyn nyrhy 5 som, 1 cm? kar-
tonyn nyrhy bolsa 2 som bolsa, bu gaby tayyarlamak ii¢in nid¢e somluk
material gerek bolar? Gaba nége apelsin serbeti gidyér?

302*. Esasynyi radiusy 1,5 dyuym, beyikligi bolsa 4,25 dyuym bolan
silindr seklindéki konserw bankasy berlen (96-njy surat). Konserw bankasyn-
yi doly tistiini we gowriimini tapyn. Eger 1 cm? metalyn nyrhy 5 som bolsa,
bu gaby tayyarlamak ii¢in nice somluk material gerek bolar? (Yat-
latma: 1 in. (dyuym) = 2,54 cm)

303*. Nebit saklanyan gabyn (sisterna) beyikligi 16 fut, esasynyn ra-
di-usy 10 fut bolan silindr seklinde. Eger 1 kub fut 7,5 gallona deti bolsa, bu
sisternanyti gallonlardaky sygymyny anyklafi. (Yatlatma: 1 amerikan gallo-
ny = 3,785 litr. 1 amerika barelli = 42 amerika gallony = 159 litr).

304*. Fermerini yangy¢ baky silindr seklinde. Bakyn beyikligi 6 fut, es-
asynyn radiusy 1,5 fut. Bakyn gallonlardaky sygymyny anyklan.

305.97-nji suratdaky maglumatlardan peydalanyp, gérkezilen gitislikdéki
Jisimlerin gowriimini anyklan.

) b) ) d)

306*. Silindr seklinddki gaba 6 cm’® suw salyndy. Gaba detal doly
batyrylanda, suwun derejesi 1,5 esse goterilyér. Detalyn gowriimini anyklan
we jogaby cm?®-larda anladyri.

307*. Silindr seklindéki gapdaky suwun derejesi 16 cm. Gaba esasynyii
diametri bu gaba garanda 2 esse ki¢i bolan silindr seklindéki ikinji gap
batyrylanda ondaky suwuii derejesi ndg¢e bolar?

308. Birinji silindrini gowriimi 12 m?®. Ikinji silindrin beyikligi birinji
silindre garanda 3 esse uly, esasynyi radiusy bolsa 2 esse kigi. Ikinji silindrin
goéwriimini tapyn.
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309. Silindr seklinddki gap ikinjisinden 2 esse
beyik, yone 1,5 esse ginrdk. Su gaplaryn gowriimlerinin
gatnagygyny hasaplan.

310. 98-nji suratda gorkezilen ginislikdédki jisimin
géwrlimini tapyn.

311. 99-njy suratda gorkezilen silindrini boleginin
géwriimini tapyn.

) b) S

312. 100-nji suratda gorkezilen silindrin boleginini gowriimini tapyii.

a) b)

313. Gontiburgly parallelepiped esasynynn radiusy we beyikligi
1-e deni bolan silindrit dagyndan ¢yzylan (101-nji surat). Parallelepipedini
goéwriimini tapyn.



314. Goniiburgly parallelepipedinn esasynyni radiusy 4-e deri bolan
silindriii dasyndan ¢yzylan (102-nji surat). Parallelepipediit gowriimi 16-a
deii bolsa, silindrin beyikligini tapy1.

315. Goni prizmanyn esasy - katetleri 6 we 8 bolan goniiburgly
ticburclukdan ybarat, gapdal gapyrgalary bolsa 5-e deni (103-nji surat). Bu
prizmanyn dasyndan ¢yzylan silindrinn géwriimini tapyn.

316. Goni prizmanyn esasy — tarapy 2-d4 deni bolan kwadratdan ybarat,
gapdal gapyrgalary bolsa 2-4 deii. Bu prizmanyn dagyndan ¢yzylan silindrin
géwriimini tapyn.

317. Dortburglukly goni prizma esasynyii radiusy 2-4 deii bolan silindrifi
dasyndan ¢yzylan (104-nji surat). Prizmanyn gapdal {istliniit meydany 48-e
deii bolsa, silindrin beyikligini tapy1.

©9

318. Dogry dortburclukly prizma esasynyn radiusy we beyikligi 1-e deni
bolan silindrifi dagyndan ¢yzylan (105-nji surat). Prizmanyn gapdal istiinin
meydanyny tapyi.

319. Ucburglukly goni prizma esasynyii radiusy /3 -e we beyikligi 2-d
deni bolan silindrin dasyndan ¢yzylan (106-njy surat). Prizmanyn gapdal
tistlinift meydanyny tapyi.

320. Ucburclukly dogry prizma esasynyii radiusy 2+/3 -e¢ we beyikligi
2-4 deni bolan silindrini i¢inden ¢yzylan (107-nji surat). Prizmanyn gapdal
tistlinift meydanyny tapyni.
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321. Altyburclukly dogry prizma esasynyii radiusy /3 -e we beyikligi
2-4 deni bolan silindrint dagyndan ¢yzylan (108-nji surat). Prizmanyn gapdal
tistlinift meydanyny tapyn.

322%*, 109-njy suratda gorkezilen detalyn géwriimini tapyni.

323*. Uzynlygy 10 m, esasynyil diametri 1 m bolan silindr seklindéki
turbanyn dasky tistiini 1 mm-galynlykdaky boyag bilen boyamak ti¢cin nice
boyag gerek bolar?

324*. 110-njy suratda gorkezilen tirsekli turbanyn a) gapdal istiinin
meydanyny; b) géwriimini tapyn. (n = 3 diyip alyil)

325*. Coyun turbanynl uzynlygy 2 m, dagky diametri 20 cm. Turbanyn
diwarynyn galyilygy 2 cm we ¢oynuti udel dykyzlygy 7,5 g/cm? bolsa, onufi
massasyny tapyi.

326*. 111-nji suratdan peydalanyp, yapgyt silindr ticin S - 7 = Q - /
denligin yerlikli bolyandygyny esaslandyryi.

327*. 112-nji suratda gorkezilen silindrin {isttinden 4 nokatdan B nokada
eltyén il gysga yoluil uzynlygyny tapyn (Gorkezme: silindrin yayylmasyndan
peydalanyi).
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Taryhy maglumatlar

Abu Reyhan Birunynyn “Astronomiyasungatyndan

baslangy¢ maglumat berydn kitap” (gysgaca
“Astronomiya”) atly eserinin geometriya degisli
boleginde stereometriya giris hokmiinde ginislikddki
sekillerin asakdaky kesgitlemeleri getirilydir.

Kub — jisim sekili bolup, nardyn bolejigine

menzeydr, alty sany tarapyndan alty sany kwadrat bilen
aracdklenen.

Prizma — jebis sekil bolup, gapdal tarapyndan Apu Aliibn Sino
kwadrat ya-da goniibur¢luk seklinddki tekizlikler bilen,
astyndan we iistiinden iki iicbur¢luk bilen aragdklenen.

Biruny beren bu kesgitlemede prizmanyn hususy haly,
vagny ticbur¢lukly prizmanyn kesgitlemesi getirilen.
Abu Reyhan Birunynyn “Kanuny Masudiy” kitaby
1037-nji yylda yazylan bolup, onda parallelepiped,
prizmanyn gowriimlerini tapmagyn diizgiinleri: “Eger
Jisim dortbur¢lukly bolmazdan ya-da basga hili bolsa,
onun ol¢egi asakdaky yaly: onun meydanyny bilgin, ony
cunluga kopeltgin, netijede gowriim emele gelydr” yaly
berlen. Giyosiddin

Abu Ali ibn Sina “Danysnama” atly eserinif al Koshiy

“Geometrik jisimlere degisli esaslar” babynda jisimin we ii¢cbur¢lukly
prizmanyn kesgitlemesini berydr hem-de iki prizmanyn ozara den bolmak
sertlerini beyan edydr. Ibn Sina prizmany asakdaky yaly kesgitleydr: “Prizma
— iki tichurclukly tekiz sekiller we taraplary 6zara parallel ii¢ tekiz sekiller
bilen aracdklenen jisimdir”.

Giyasiddin Jemsit ibn Masud al-Kosynyn “Hasap kitaby” atly eserinde
tistlerin meydanlaryny we jisimlerin géwriimlerini hasaplamagyn kop
diizgiinleri getirilen. Ol matematika, geometriya, trigonometriya, mehanika
we astronomiya yaly ylymlary ¢unnur bilenligi iicin Ulugbegin iinsiine we
hormatyna sezewar bolupdyr. Al- Kosy kopbur¢luklar bilen bir hatarda
prizmalary, piramidalary, silindrleri, konuslary, kesik konuslary hem
owrenipdir.
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9. BABY GAYTALAMAGA DEGISLI AMALY GONUKMELER

9.1. 2-nji test synagy
1. Kubun nice simmetriya tekizligi bar?
A)8; B)9; C)7; D)I1o0.
2. Eger kub diagonal kesiminifi meydany 2V2 -4 defi bolsa, onufi gowriimini
tapyn.

A)2\2; B)V7; C)4\2; D)5\2.

3. Goniiburgly parallelepipediil esasynyn taraplary 7 cm we 24 cm.

Parallelepipedin beyikligi 8 cm. Diagonal kesiminiii meydanyny tapyn.
A)168; B)1344; C)100; D)200.

4. Dogry dortburclukly prizmanyi diagonaly 4-e deni bolup, gapdal grany

bilen 30°-ly burgy diizyar. Prizmanyin gapdal iistiini tapyn.
A)16\2; B)16; C)18; D)I8\2.

5. Dogry dortburglukly prizmanyii esasynyii tarapy 2 -4, diagonaly bilen
gapdal granynyn arasyndaky bur¢ bolsa 30°-a den. Prizmanyn géwriimini
tapyn.

A)8\2; B)4; (C)16; D)4\2.
6. Prizmanyn jemi gapyrgalary 36 sany bolsa, onuii nd¢e gapdal grany bar?
A) 12; B)l16e; (C€)9; D)lo.

7. Yapgyt prizmanyti gapdal gapyrgasy 20-a defi we esasynyi tekizligi

bilen 300°-ly bur¢y emele getiryér. Prizmanyn beyikligini tapyi.
A)12; B)10\3; (C)10; D) 10\2.

8. Ucburglukly goni prizma esasynyii taraplary 15; 20 we 25-e, gapdal

gapyrgasynyn esasynyn beyikligine den. Prizmanyn gowriimini tapyn.
A) 600; B) 750, C)1800; D) 1200.

9. Dogry altyburcly prizmanyn il uly diagonaly 8-e deii we ol gapdal

gapyrgasy bilen 300°-ly burgy emele getiryér. Prizmanyii géwriimini tapyn.
A)72; B)64; C(C)76; D)80;

10. Ok kesiminin meydany 10-a den bolan silindrit gapdal istiinin
meydanyny tapy.

A)10m;  B)20m; C)30m; D) 157

11. Silindrin beyikligi 8-e gapdal iisti yayylmasynyn diagonaly 10-a deri.
Silindrin gapdal iistiinifi meydanyny tapyn.

A)48; B)48m; (C)24; D)48m.

12. Taraplary 2 we 4-e deni bolan goniibur¢luk 6ziinini uly tarapynyn

dasynda aylandy. Emele gelen jisimini doly iistiini tapyii.
A)22n; B)23wn; C)24n; D) 20m.
13. Silindrini gapdal {istiiniit meydany 72 & -ge deni we ol yayylanda emele



gelen goniiburcluk diagonaly esasy bilen 45° burgy diizyér. Silindrin esasynyn
radiusyny tapyii.
A)5; B)4;, C)6; D)8.
14. Silindrin esasynyn radiusy iki esse artdyrylsa, onun géwriimi nige esse
artar?

A)4; B)2; C)3; D).
15. Silindrint géwriimi 120zn-ge, gapdal {isti 60n-ge den. Silindrin esasynyn
radiusyny tapyii.
A)4; B)S5; C)6; D)4;2.
16. Silindrin beyikligi 5-e, esasynyn i¢inden ¢yzylan dogry ticburclugyn
tarapy 33 -¢ defi. Silindrifi gowrlimini tapyn.
A)25m; B)35m;, C)45m; D) 40n.
17. Silindrin ok kesimi diagonaly 12-4 denl bolan kwadratdan ybarat. Onun
géwriimini tapyil.
A)108\2m; B)54\V2m; C)36\2xw  D)216\2m;
18. Silindrini doly tisti 24n-ge, gapdal {isti bolsa 6m-ge deni. Su silindrin
gowrlimini tapyn.
A)7n; B)llm;, C)8n; D) 9n.
9.2. Meseleler
328. ABCDA,B,C,D, goniiburcly parallelepiped (113-nji surat).
DC IZW ,DC=2, P,;,=10. Parallelepipedin diagonalyny tapyi.
329. ABCDAB,C,D, goniburgly parallelepiped. 114-nji suratda berlen
maglumatlara gord B,C, gapyrganyi uzynlygyny tapyii.

330. Goni prizmanyn esasy ABCD romb (115-nji surat). Prizmany diagonal
kesimleriniit meydany 60 we 80-a, beyikligi bolsa 10-a den. Prizmanyn gapdal
istiini tapyn.

331. Goni prizmanyni esasy ABCD romb. Prizmanyn diagonal kesimleri
meydany 10 we 16-a, beyikligi bolsa 4-e deni. Prizmanyn gapdal iistiini tapyn.



332. ABCDA,B,C\D, dogry prizma (116-njy surat). £B,DB = 45°,
Sgoy= 32(2\2+1). AD -ni tapy.

333. ABCDA,B,C\D, dogry prizma (117-nji surat). £C,DC
Syoy= 128(2V3 +1). AD -ni tapy.

334. ABCDA,B,C,D, goniiburcly parallelepiped (118-nji surat).
DB,=13, D4,=3\17,DC,=410. S, -ni tapyi.

335. ABCDAB,C,D, goni parallelepiped (119-njy surat). AB = 6,
AD =8, DB,=9. §,,, -ni tapyn.

336. Knokat BC gapyrganyn ortasy (120-nji surat). ABKA,B,K, prizmanyii
gowriiminit  ABCDA,B,C,D, parallelepipedin géwriimine gatnasygyny
tapyn.

337. N we M nokatlar parallelepipedii gapyrgalarynyn ortalary
(121-nji surat). A4,B,NDD,C,M prizmanyii géwriiminin ABCDA,B,C,D,
parallelepiped géwriimine gatnasygyny tapyn.

@) &) &)

60°,

338. Dortburglukly dogry prizmanyn gapdal iistiinin meydany 72 cm?-a,
esasynyn meydany bolsa 64 cm?-a defl. Prizmanyi géwriimini tapym.

339. Dortburglukly dogry prizmanyi esasynynl perimetri 12 cm, gapdal
granynyin perimetri bolsa 18 cm-e defl. Prizmanyn géwriimini tapyi.

340. Kub berlen (122-nji surat). CM = MC, we ADM tekizlik kuby iki
bolege bolydr. Kubun uly bélegininn gowriiminini kici bolegi gdowriimine
gatnasygyny tapyn.

341*. Kub berlen (123-nji surat). AM : MD =2 : 1 we BB, M tekizlik kuby
iki bolege bolyédr. Eger kubun kici bolegi gowriimi 6-a deni bolsa, kubun
gowriimini tapyil.

342*, Dortburglukly dogry prizmanyn beyikligi 8-e, diagonaly esasyn



tekizligine yapgytlygy 45°-a dent (124-nji surat). Prizmanyn goéwriimini
tapyn.

343*. Dortburclukly dogry prizmada esasynyii tarapy 26 -a, diagonaly
esasynyn tekizligi bilen 30°-ly burgy diizydr (125-nji surat). Prizmanyn
goéwriimini tapyn.
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344. Silindrinn gapdal iistlinin  meydany 91n-ge dent (126-njy surat).
Silindrin ok kesiminifi meydanyny tapyn.

345. Silindrit ok kesimi meydany 173-e deni bolan kwadrat (127-nji
surat). Silindrini gapdal tistliniit meydanyny tapyn.

346. Silindrinl beyikligi 24-e, ok kesimin diagonaly 26-a deni. Silindrin
goéwriimini tapyn.

347. Silindrin ok kesiminii meydany 10-a. Esasynyn towereginii
uzynlygy 8-e den. Silindrin gowriimini tapyn.

348. Silindrin radiusy 3-e, gapdal stiinin meydany 200-e den. Silindrin
géwriimini tapyn.

9.3. 2-nji barlag isinin nusgasy

1. Ikigranly burcuil A nokady onufi gapyrgasyndan 10 cm, granyndan
5 cm uzaklykda yerlesyér. Ikigranly burcun gradus 6l¢egini tapyii.
2. Altybur¢ly dogry prizmanyni &hli gapyrgalary 2-4 defi bolsa, onufi doly
istiiniit meydanyny tapy.
3. Esasynyn diamerti 18 m we beyikligi 7 m bolan
silindr seklindéki sisterna nebit bilen doldurylan. Eger
nebitin dykyzlygy 0,85 g/cm® bolsa, bu sisternadaky
nebitinl massasy nige tonna?
4. Her bir gapyrgasy uzynlygy 4 cm-e deni bolan
dogry altybur¢lukly prizmanyn i¢inden ¢yzylan silindrin
géwriimini tapyn.
5. (Gowy ézlesdirydn okuwgylar iicin gosmaca mesele).
128-nji suratda olgegler mm-lerde berlen detalyn doly
istlini we géwrlimini tapyn.
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Trigonometrik funksiyalaryn yakynlasan bahalarynyn jedweli

A sin 4 tg A A sin 4 tg A A sin4 | tgA

0° 0 0 30° 0,50 0,58 60° 0,87 | 1,73

1° 0,0175 | 0,0175 | 31° 0,52 0,60 61° 0,87 | 1,80

2° 0,035 0,035 | 32° 0,53 0,62 62° 0,88 | 1,88

3° 0,05 0,05 33° 0,54 0,65 63° 0,89 | 1,96

4° 0,07 0,07 34° 0,56 0,68 64° 0,90 | 2,02

5° 0,09 0,09 35° 0,57 0,70 65° 091 | 2,15

6° 0,10 0,11 36° 0,59 0,73 66° 091 | 2,25

7° 0,12 0,12 37° 0,60 0,75 67° 0,92 | 2,36

8° 0,14 0,14 38° 0,62 0,78 68° 0,93 | 2,48

9° 0,16 0,16 39° 0,63 0,81 69° 0,93 | 2,61

10° 0,17 0,18 40° 0,64 0,84 70° 0,94 | 2,78

11° 0,19 0,19 41° 0,66 0,87 71° 0,95 | 2,90

12° 0,21 0,21 42° 0,67 0,9 72° 0,95 | 3,08

13° 0,23 0,23 43° 0,68 0,93 73° 0,96 | 3,27

14° 0,24 0,25 44° 0,69 0,97 74° 0,96 | 3,49

15° 0,26 0,27 45° 0,71 1,00 75° 0,97 | 3,73

16° 0,28 0,29 46° 0,72 1,04 76° 0,97 | 4,01

17° 0,29 0,31 47° 0,73 1,07 77° 0,97 | 4,33

18° 0,31 0,32 48° 0,74 1,11 78° 0,98 | 4,71

19° 0,33 0,34 49° 0,75 1,15 79° 0,98 | 5,15

20° 0,34 0,36 50° 0,77 1,19 80° 0,98 | 5,67
21° 0,36 0,38 51° 0,78 1,23 81° 0,99 | 6,31

22° 0,37 0,40 52° 0,79 1,28 82° 0,99 | 7,12

23° 0,39 0,42 53¢ 0,80 1,33 83° | 0,992 | 8,14

24° 0,41 0,45 54° 0,81 1,38 84° | 0,994 | 9,51

25° 0,42 0,47 55° 0,82 1,43 85 | 0,996 |11,43
26° 0,44 0,49 56° 0,83 1,48 86° | 0,998 |14,30
27° 0,45 0,51 57° 0,84 1,54 87° | 0,999 19,08
28° 0,47 0,53 58° 0,85 1,60 88° 1,00 |28,64
29° 0,48 0,55 59° 0,86 1,66 89° 1,00 |57,29




Jogaplar
1-nji babyn jogaplary

3. A(5; 7; 10), B(4; —3; 6), C(5;0;0), D(4; 0; 4), E(0; 5; 0), F(0; 0; -2). 6. (3; 2; 0),
(3: 0; 4), (0; 2; 4). 8.26. 9. a) 3, 3, 3; b) 312, 312, 312; ¢)332.10.2,3, 1. 11. (3; 3; 3),
(=35353),(3;-3;3),(3;3;-3),(-3;-3; 3),(-3; 3;-3),(3; -3, -3),(-3; -3, -3). 12. O(0; 0; 0),
B(2; 05 0), A(2;2; 0), C(0; 25 0), 0,(0; 0; -2), B,(2; 0; -2), A4,(2; 2; -2), C;(0; 2; -2).
13. D nokat. 14. 3V6. 15. Yok. 17. ¢) defiyanly, P=6 (I+\3), S = 9\2. 18.
(-0,25; 0.25; 0). 19. D,(1; —1; 1), 4,(1; 1; =1), B,(-1; 1; -1), D,(1; —-1; —1).
21. x3+y2+22=25, X242 +22<25. 22, (x—1)+H(y—-2)+H(z—4)>=9; (x—1)>+(y—2)*+(z—4)?<9.
23. (x+2)>+(y-3)*H(z—4)>=9. 25. 1)(0; 1; 0); 2) (1; 1; 1); 3) (0; 0; 2), 4) (-0,7; 0,1; 0,6);
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5) (2\/3; 1,5; 1). 28. A(5:—4;0), B(-7;5;6), 31. K(O;—S;?). 32. a) D(-1; -3; -9).

33.0) M(-1: 2 0); ) M3: 3.0). 35. L(285 383 Z) 36. 4;/_ 37. a)\2; b) 30°; 30°; 120°; ¢)

243. 38. MK—V_3 39. A(5,4, 10), B(4; —3; 6), C(5; 0; 0), D(4; 0; 4). 40. OA=(1; 1; 1),
OB=(-1; 0; 1), OC=(0; 1; 1), BO=(1; 0; 1), CO=(0; —1; —1), AB =(-2; —1; 0).

42. a) AB =(2; 5; 3), b) AB =(4; —6; 2). 43. |a|=\3; [b=2V5, [c|=V14, [d|=\30. 44. +3.
45. a) a(3; 6; -3), b) a(-3; —6; 3). 46. a) 1 ya-da—1; b) 3 ya-da—1; ¢) 2 ya-da —4; d) 3 ya-da
5/3.48.D(-2: 0; 1).50.n =3 m=3.52.2) D(3; 0; 0). 56. c(-3; ~4; 8), [c[=V89: 2) c(4;5: 5)
lc[=\66. 57. ¢(=3; 4; 0), [c|=5; 2) ¢(0; 2; 6), |c[=2N10. 59. a=i—j+k, b=2j-4k,
c=20+3j—k, d=i+2j+5k. 60.59, V219, V122, V918. 63. AC = AO + OC = 4i + 2k
AC(—4; 0;2); CB =CO + OB =2k +9j, CB (0; 9; 2); AB = AO + OB = —4i + 9],
AB(—4; 7; 0). 65.=180N. 66. a) 60°; b) 30°; ¢) 90°; d) 60°; ¢) 45°. 67. a) —6; b) 3; ¢) —6; d) 3.
68. a) 40°; b) 140°; ¢) 150°. 69. a) 30; b) 3; ¢) 15; d) —28. 70. a) 1/3; b) —1; ¢) 2; d) 4.
71. a) 16. 75. a) 1; b) 0. 76. BE =2(DO—DC). 77. %(2% _4B). 8. %(E +4C )-AD

83.2) (1;—1; 7); b)(=2; 3; 1); ¢) (0; —4; 4). 84. p(—1; 5; 3). 86. B(-8; 4; 1). 88. (2; —5; 9);
(=2; =2; 7); (6; —12; 2). 93. Oxz tekizlige gord. 100. (0; —3; 1). 106. a) 36 sm; b) 48 sm;
¢) 6 sm; d) 4 sm. 110. a) B(-5; 7,5; 12,5); b) B(5; -7,5; —12,5); ¢) B(-0,5; 0,75; 1,25);
d) B(0,5;-0,75;-1,25). 111. a) B(-2,5; 1; 3); b) B(—7;2; 6). 112.a) O,(0; 0; 0), 4,(-4; 0; 0),
B,(0;-4;0), C,(0;0,-4);b) 0,(-4;0;0), 4,(4; 0, 0), B,(-4; 8; 0), C, (-4; 0; 8). 115. (2;-3; 3).
116. -3. 117. (7; 1; 2). 118. (1; =2; 3). 119. (-1; -2; =3). 120. (1; 2; -3). 121. (-2; -3; -5).
122. D(0; 9;-7). 123. C(2; 0;-8). 124.19.125. (-7;7;-7).126. (1;2; 1). 127. (-2; 7; 1).
128.+£2.129. +3. 130. 13. 131. 10. 132.9. 133. 0. 134. 2. 135. 1. 136. 4. 137. 90°. 138. 4.
139. 4. 140. 2; 4. 141. 87 +9] — 4k .
1-nji test synagynyn jogaplary

1123456171819 (101112 13|14 |15]/16 1718
C/DID/B D BIB|/AIA/D B/ BIB|C|A|C|B|D

1-nji barlag isinin jogaby
D) (1;2;-3); 2)13; 3)V2; 4)90° 5)1.

(189)




2-nji babyn jogaplary

142. 47°,133°,47°, 133°. 143. 128°. 144. 80°. 145. 90°. 146. 5 sm, 5 sm. 147. 12 sm.
148. 5 sm. 152. 45°. 153. 45°. 154. 80°. 159. 60°, 45°. 190. 144. 191. a)18; b)76; c) 110;
d) 132; e) 48; 1) 96; g) 124. 192. a) 146; b) 126; c) 108; d) 146. 193. 84 sm. 194.3V2 sm>.
195. 216 sm?. 196. a) 58; b) 62; ¢) 94. 197. a) 38; b) 92; ¢) 48. 198. ~68 m2. 199. 104 sm.
200. 68 sm?. 201. 78 sm2. 204. 5120 sm?. 207. 144. 209. 8. 210. 5. 211. 6. 212. 3. 213. 24.
214. 2. 215. 8. 216. 8. 217. 72. 218. 4. 220. 4. 225. a) 4; b) 40; ¢) 71; d) 88; e) 18; 1) 33;
g) 78. 226. a) 90; b) 77; ¢) 54; d) 96. 228. a) 21; b) 26; ¢) 58. 241. 1 marta. 252. 150 ta.
256. 90 ta. 257. 3315 g. 258. 60 m>. 259. 24 ta. 260. 24 sm>. 263. 960 m°. 264. 144 g.
277. 2401 sm? , 280m sm?. 278. 48 sm?. 279. 5 sm. 280. 128 sm?. 281. nQ/4. 282. 361 sm>.

283. 47. 284. 36 sm?. 285. 127. 286. 64. 6. 287. 3 dm. 288. 2\34 sm. 289. 3 dm.
290. 200w, 250m. 291. 50, 50 +50/m. 292. 457 sm?. 293. 16w sm? 294. 1500 sm’.
295. 800 sm? 296. 1000 sm?. 297. 5574 sm?, 1824 sm?. 298. 1375n sm?, 11,375 kg.
299. 141900 g, 310860 sm? 300. Birinjisinin. 301. 2041 so’m, 15700 sm?>
302. 349,45 sm?, 492 sm?, 1747 so’m. 303. 37680-allon. 304. 318 gallon. 306. 3 sm°.
307. 4 sm. 308. 9 m’. 309. 1,125. 311. a) 45x; b) 3,75x; ¢) 144=n. 312. a) 14=n; b) 937,57.
313. 4. 314. 0,25. 315. 125w 316. 4=. 317. 3. 318. 8. 319. 36. 320. 36. 321. 24.
322.~30 m?. 323.=3000 sm*. 324. a) 1050 sm?; b) 2250 sm’. 325. ~162 kg.

2-nji test synagynyn jogaplary

1234 |5]6|7[8 ]9 1011121314 |15[16|17 |18
B/IA D AIB|IA|C|C/A/A/IA|C|C|A/A|C|A|D
2-nji barlag isinin jogaplary

1)30% 2)2\3 +24; 3) 15137  4)64msm’; 5)35dm? 6,5 dm’.
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