


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































ularni yechishda yuqorida keltirilgan mulohazalar va formulalardan
foydalanish yo noqulay, yoki uning iloji bo‘lmaydi. Kvadratga
tashlangan nuqtaning unga ichki chizilgan doiraga tasodifan
tushish ehtimolligini topish bunga oddiy bir misol. Bunday hollarda
ba’zan ehtimollikning geometrik ta rifi, ya’ni hodisa ehtimolligini
hisoblashning geometrik usulidan foydalanish mumkin. Geometrik
ehtimollik quyidagicha ta’riflanadi: biror kesmaga (yuzaga yoki
hajmga ega bo‘lgan biror geometrik shakl ichiga) nuqta tasodifan
tashlangan. Shu nuqta kesmaning (geometrik shaklning) biror
qismiga tushish ehtimolligi deb, qism uzunligining (yuzining,
hajmining) kesma uzunligiga (shakl yuziga, hajmiga) nisbatiga
aytiladi. Agar gism bir necha bo‘lakdan iborat bo‘lsa, bu bo‘laklar
uzunliklarining (yuzlarining, hajmlarining) yig‘indisi olinadi.
Geometrik ehtimollik oldingi bandlarda kiritilgan ehtimollikka
o‘xshash. Masalan, 1) nuqtaning berilgan geometrik shakl ichiga
tushish ehtimolligi 1 ga teng, uning qismi uchun esa bu ehtimollik
1 dan kichik; 2) agar X va Y gismlar umumiy nuqtalarga ega
bo‘lmasa (kesishmasa), P(XUY) = P(X) + P(Y) bo‘ladi. Shuning-
dek, boshqga tushunchalar, qo‘shish va ko‘paytirish, to‘la ehtimollik
va Bayes formulalari geometrik ehtimollik uchun ham o‘rinli.

1-misol. Radiusi R bo‘lgan doira ichiga radiusi » bo‘lgan
kichik doira chizilgan. Katta doiraga tasodifan tashlangan nuqtaning
kichik doiraga tushish ehtimolligini topamiz.

Yechish. A — «tasodifan tashlangan nuqta kichik doiraga
tushdi» hodisasining ehtimolligi kichik va katta doiralar yuzlari
nisbatiga teng:

o -2 -(af

2-misol. Nuqgta o‘lchamlari 3 dm, 4 dm, 5 dm bo‘lgan to‘g‘ri
parallelepi ped ichiga tashlangan.Nuqtaning parallelepiped ichidagi
tomonlari 1 dm bo‘lgan kub ichiga tasodifan tushish ehtimolligini
topamiz.

Yechish. A4 — «nuqta kub ichiga tushdi» hodisasi bo‘lsin.
Sinash natijalariga mos nuqtalar parallelepiped ichida tekis
tagsimlangan bo‘lsin. U holda A4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi

kubning o‘lchamiga proporsional va P(A4) = VVk—“bl bo‘ladi. Bizda
paral.
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Vi =1dm?, ¥, =3%4x5=60 dm’. U holda P(4) =2 » 0,017
bo‘ladi.
‘g‘% Mashqlar

9.61. Geometrik ehtimollik hodisa ehtimolligining ushbu asosiy
xossalariga ega ekanini tushuntiring: 1) har ganday A4 hodisa
uchun 0 £ P(A) £ 1 bo‘ladi; 2) P(U) =1, P(&E) =0; 3) agar ANB=
= /£ bo‘lsa, P(AUB) = P(A) + P(B) bo‘ladi.

9.62. Minalar to‘g‘ri chiziq bo‘ylab har 10 m da qo‘yib chigqilgan.
Kengligi 3 m bo‘lgan tank shu to‘g‘ri chiziqqa perpendikular
kelmoqgda. Uning portlab ketish ehtimolligi ganday?

9.63. R radiusli aylanada A nuqta belgilangan. Aylanaga
tavakkaliga tashlangan B nuqta uchun AB = R/2 bo‘lib qolish
ehtimolligini toping.

9.64. Doira ichiga teng yonli to‘g‘ri burchakli uchburchak
chizilgan. Doiraga tavakkaliga tashlangan nugtaning uchburchakka
tushish ehtimolligini toping.

9.65. 9.64-masalani doira ichiga muntazam uchburchak chizilgan
hol uchun yeching.

9.66. Radiusi R ga teng doira ichiga kvadrat chizilgan. Doiraga
tavakkaliga tashlangan ikki nuqtaning kvadratga tushish ehtimol-
ligini toping.

9.67. x va y haqiqiy sonlar | x | <4, | y | <6 bo‘lish sharti bilan
tavakkaliga tanlandi. Bu ikkala sonning musbat bo‘lish ehtimol-
ligini toping.

9.68. Kub ichiga shar chizilgan. Kubga tavakkaliga tashlangan
nuqgtaning sharga tushish ehtimolligini toping.

9.69. Shar ichiga tetraedr chizilgan. Tavakkaliga shar ichiga
tashlangan nuqtaning tetraedr ichiga tushish ehtimolligini toping.

3-§. Matematik statistika elementlari

1. Boshlang‘ich ma’lumotlar. Birgina kuzatish (tajriba, sinash)
ham tekshirilayotgan obyekt hagida bir gancha ma’lumot berishi
mumkin. Lekin u ko‘p sonli hodisalarning tabiatini to‘laroq ochish
va xulosalar chiqarishga yetarli bo‘la olmaydi: tajriba bir xil sharoit
va shartlarda ko‘p marta takror o‘tkazilishi kerak. So‘ng topilgan
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natijalarning o ‘rfacha giymati hisoblanadi, o‘rtacha qiymatning
hagiqgatga qanchalik yaqinligi, ya’ni anigligi garalayotgan obyektdagi
ayrim belgilarning o ‘zgaruvchanlik darajasi va boshqa belgilar bilan
aniglanadi. Endi to‘plangan sonli ma’lumotni matematik ishlash
zarur bo‘ladi. Uning umumiy usullarini matematikaning sohalaridan
matematik statistika beradi (inglizcha statistic, lotincha status — holat).
Undan fizika, kimyo, biologiya, muhandislik, astronomiya,
igtisodiyot va boshqa sohalarda, xususan, detallarni ishlashda
texnologik jarayon rejimini aniqglash, ishlab chigarishni rejalash-
tirish, miqdoriy belgilar orasida mavjud bog‘lanishlarning ifodalarini
(empirik formulalarni) tuzish kabilarda foydalaniladi. Matematik
statistika hisoblashlarida ehtimollik nazariyasi keng qo‘llaniladi.

2. Arifmetik o‘rtacha giymat va o‘rta kvadratik chetlanish. Mate-
matik statistika hodisalarni fagat ma’lumotlar orqali izohlaydi. Ma’lu-
motni matematik ishlashdan kuzatilgan asosiy magsad
o‘lchanayotgan X kattalik gabul gilgan x; tasodifiy (empirik)
giymatlarning x arifmetik o‘rtacha qiymati va s o‘rta kvadratik
chetlanishni (xatolikni), shuningdek, boshqa zarur belgilarni, jum-
ladan, har qaysi x; giymatning nisbiy takrorlanishini aniglashdan
iborat. O‘rta kvadratik chetlanish tajribada topilgan x, giymatlarning
o‘rtacha giymatdan qanchalik yagin-uzoq, uning atrofida ganchalik
zich joylashganligini xarakterlaydi. Masalan, s qancha kichik bo‘lsa,
x,qiymatlar X o‘rtacha giymat atrofida shunchalik zich joylashgan
bo‘ladi, bu esa x; giymatlar x izlanayotgan aniq giymatga yaqin
ekanini, o‘lchashlar aniqroq bajarilganini ko‘rsatadi. Demak, s =0
da x;= a arifmetik o‘rtacha qiymat X ning aniq giymati bo‘ladi.

X migdor » marta mustagqil ravishda o‘lchangan, natijada uning
X, giymati n, marta, x, giymati n, marta, ..., x, qiymati n, marta,
Jjami & xil empirik giymati n; + n,+...+n,=n, k£ n marta ro‘y bergan
bo’lsin, bunda #; son x; qiymatning fakrorlanish soni. U holda:

1) arifmetik o‘rtacha giymat:

— _ mxyptmxyt..tnp Xy
i " ; (D

2) x; qiymatlarning x arifmetik o‘rtacha giymatdan e, = x, -
- X, =X- X, .., =X, - x chetlanishlari, so‘ng s o‘rta
kvadratik chetlanish tagriban hisoblanadi, bunda agar o‘lchashlar
bir necha marta takrorlangan, ya’ni » qiymati kichik bo‘lsa,

2 2 2
) nlel +n1e2 +...+n,ey
» 2 , (29
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ko‘p sonli takror o‘lchashlarda, ya’ni » ning katta qiymatlarida:

2 2 2
nie; +nie; +...+n,€e
2,1 2 iy %

n(n-1)

3) x; giymatning nisbiy takrorlanishi (kasr son yoki % larda):

W(x) =7 3)

Tajriba jarayonida biror x; giymat ro‘y bergan bo‘lmasa, ya’ni

n,;=0 bo‘lsa, uning takrorlanishi W(x,) =0, barcha natijalar faqat

shu giymatdan iborat bo‘lsa, uning takrorlanishi W, =1 bo‘ladi,

shu jarayonda x; dan boshqa giymatlar ham hosil bo‘lgan bo‘lsa,
0 < Mx,) <1 bo‘ladi. Umuman, 0 £ W(x,) £ 1 ga ega bo‘lamiz.

3. Taqsimot jadvali, gistogramma, poligon. Ko‘pincha tajriba
jarayonida turli giymatga ega sonlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi.
Hisoblashlarni ixcham va tartib bilan bajarish maqgsadida
giymatlarni o‘sib borish tartibida joylashtiriladi, ya’ni empirik
tagsimot ko‘rinishida yoziladi. Bu # son katta bo‘lganda juda qulay
bo‘ladi. Shu magsadda:

1) barcha x; giymatlar o‘sib borish tartibida joylashtiriladi. Bu
giymatlar juda ko‘p bo‘lsa, ular ichidan ixtiyoriy ajratib olinganlari
— variantalar tartiblanadi. Variantalar » ta bo‘lsin;

2) tagsimot kengligi, ya’ni eng katta va eng kichik qiymatli
variantalar x,_ . - X, ayirmasi topiladi, ularning oralig‘i teng
uzunlikka ega bo‘lgan N ta intervalga ajratiladi va intervallarning
| uzunligi hisoblanadi:

— *max -~ *min
| = o Tnin (1

Jami variantalar soni # ta bo‘lsa, intervallar soni NV quyidagicha
olinishi mumkin:

n N

25—40 5-6

40—60 6—7
60—100 7—10
100—200 10—12
200 va undan ortiq 12—20;
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3) har bir intervalga nechta (n;) varianta to‘g‘ri kelishi (ya’ni
x; hodisaning ro‘y berishlar soni) aniglanadi va W; = %’ nisbiy
takrorlanish hisoblanadi. Barcha ma’lumot jadvalga yozib boriladi.
Bu jadval intervallar uzunligi bilan takrorlanishlar orasidagi bog‘-
lanish, ya’ni tasodifiy miqdorning empirik tagsimotini ifodalaydi.

4) ayoniylik uchun jadval grafik usulda, jumladan, poligon
yoki gistogramma ko‘rinishida beriladi.

Poligon: abssissa (tasodifiy giymatlar) o‘qining (X,; Xpin)
gismi uzunliklari bir xil ( | ) bo‘lgan N ta intervalga ajratiladi,
intervallarning o‘rtalarida n, yoki W, ga proporsional ordinatalar
o‘tkaziladi va uchlari to‘g‘ri chiziglar bilan tutashtiriladi. Siniq
chiziq hosil bo‘ladi (IX.2-rasm).

Gistogramma: absissa o‘qida ajratilgan har bir interval ustiga

. . . W .
balandliklari n,, W, yoki I—’ bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yasa-

ladi. (yunoncha histos — mato, polygonos — ko‘pburchak) (IX.3-
rasm).

l-misol. Uyumdan tavakkaliga ketma-ket 30 gism paxta
olinib, ulardagi tolaning X uzunligi o‘lchangan va ushbu x,,
i=1; 30, (sm larda) giymatlar topilgan: 2,11; 2,10; 2,12; 2,13;
2,09; 2,18; 2,10; 2,20; 2,11; 2,26; 2,17; 2,26; 2,10; 2,24; 2,13;
2,12; 2,27; 2,12; 2,16; 2,19; 2,26; 2,25; 2,18; 2,22; 2,24; 2,28;
2,17; 2,21; 2,23; 2,21. Tolaning X uzunligi o‘rtacha giymatini
topamiz va uning aniqligini baholaymiz.

1-misolga qaytaylik. Unda x_. =2,28, x_. =2,09, n =30, N=

max > “'min

=5, 1 =(2,28 - 2,09) : 5=0,038, | uchun 0,03 ni olamiz.

Inter- Interval Hodisalar Nisbiy takrorlanish,
val Ne chegaralari soni, n; W,=n, /n
1 2,09—2,12 9 9/30=0,3
2 2,13—2,16 3 0,1
3 2,17-2,20 6 0,2
4 2,21-2,24 6 0,2
5 2,25—2,28 6 0,2
Jami: 30 1,0
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2-misol. Tayyorlangan ko‘p sonli valiklardan ixtiyoriy 200
tasi olinib, diametrlarining belgilangan o‘lchamdan e, chetlanishlari
tekshirilgan va bu chetlanishlar - 20 mk dan +30 mk gacha jami
78 xil qiymatga ega ekanligi aniglangan. Chetlanishlarning empirik
jadvalini tuzamiz, poligon va gistogrammasini yasaymiz (chetla-
nishlar intervallarga tagsimlangan holda jadvalda keltirilgan).

Yechish: 1) e, chetlanishlar tagsimot jadvali quyidagicha bo‘ladi:

|
|
|
(|
[
(|
(|
1|

-20-15-10-50] 5 1

IX.2-rasm. 200 valikning tashqi

L1,
15202530 ¢ mk

Inter- Interval Interval Takror- Nisbiy
val chegaralari o‘rtasi lanish takrorlanish

1 -20 dan - 15 gacha -17,5 7 0,035

2 -15dan - 10 gacha -12,5 11 0,055

3 - 10 dan - 5 gacha -7,5 15 0,075

4 -5 dan 0 gacha -2,5 24 0,120

5 0 dan 5 gacha +2,5 49 0,245

6 5 dan 10 gacha +7.,5 41 0,205

7 10 dan 15 gacha +12,5 26 0,130

8 15 dan 20 gacha +17,5 17 0,035

9 20 dan 25 gacha +22,5 7 0,035

10 25 dan 30 gacha +27,5 3 0,015

Jami: 200 1,000

A W(ei) 1
W,- " n O mk 4
005~ {—

-20-15-10-5

510 1520 2530 e,mk

IX.3-rasm. 200 valikning diametrlari
bo‘yicha tagsimot gistogrammasi.

diametrlari bo‘yicha tagsimot poligoni.
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2) 200 valikning tashqi diametrlari chetlanishlari bo‘yicha
tagsimlanish poligoni va gistogrammasi quyidagi chizmalarda
tasvirlangan (IX.2-rasm, IX.3-rasm):

4. Bosh to‘plam, tanlanma to‘plam. x ning gabul qilishi mumkin
bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plami bosh fo ‘plam, bosh to‘plamdan
ixtiyoriy tartibda ajratib olingan » ta giymatdan iborat to‘plamni
tanlanma to ‘plam deb ataladi.

Ko‘p sonli tajribalarda olingan sonli ma’lumotlar bosh to‘plami
va tanlanmaning arifmetik o‘rtacha giymati hagiqatda bir xil bo‘ladi.

Arifmetik o‘rtacha giymatdan e; chetlanishlarning algebraik
yig‘indisi nolga teng va istalgan x; sonning a; chetlanishlari algebraik
yig‘indisining absolut giymatidan kichik:

de =a(x;-x)=0, ée,-£|é1(x—x0)|=|éa,-|. 2)
Hagigatan ham:
€ :Xl-)_C a; =X - Xy
€ =Xy - X ay; =Xy - X
22 2 L2 2~ Xo
e, =Xx,-X ay =X, - Xg

de =nx-nx=0; &a; =nX-nxg=n(x-xq), [a;30;
Se; £(Sa ;|

(2) tenglikka garaganda arifmetik o‘rtacha qgiymatning @
o‘rtacha xatoligi nolga tengdir. Bu tenglik eng kichik chetlanishlar
prinsipini ifodalaydi.Undan amaliy hisoblashlarda keng foydalaniladi.

3-misol. Bir maydondagi ekin tuplarining X soni besh marta
takror sanalib, birinchi marta 7706 ta, so‘ng 7721, 7687, 7688,
7718 ta hisoblangan. X ning x taqribiy giymati va undan e,
chetlanishlarni topamiz.

Yechish. X =(7706+7721 + 7687 + 7688 + 7718) : 5=7704;
e, =7706 - 7704 = +2; e, = 7721 - 7704 = +17; e, = 7687 -
-7704 =-17;
e, = 7688 - 7704 =-16; e,= 7718 - 7704 = +14;

2+417-17- 16414 _
=0

Agar x ning giymati sifatida x emas, balki x; lardan ixtiyoriy
biri olinganda, chetlanishlar (xatolik) ko‘payib ketadi. Masalan,
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shu magsadda x, gabul gilinsa, chetlanishlar va o‘rtacha xatolik

quyidagicha bo‘ladi:

a,=7706 - 7721=-15; a,=7721- 7721=0; a,=7687- 7721 =-34;
a,=7688 - 7721 = -33; a;=7718 - 7721 =-3;

Eng kichik kvadratlar prinsipi: x arifmetik o‘rta giymatdan e,
chetlanishlar kvadratlarining yig‘indisi ixtiyoriy x, qiymatdan a,
chetlanishlar kvadratlarining yig‘indisidan kichik:

ae’<ga’. ©)

Bu prinsip amaliy hisoblashlarda keng qo‘llaniladi.
4-misol. 3-misol shartlaridan foydalanib, x va x, larga nis-
batan (3) tengsizlikning to‘griligini tekshirib ko‘ramiz.

Yechish. ge =(+2)% +(+17)? +(-17)% +(- 15)? +(+14)* =1034;
ga? =(-15)% +0? +(-34)2 +(-33)2 +(-3)2 =2479; ael <aal

O‘rtacha kvadratik xatolikning % larda hisoblangan

w = i: x100% 4)

nisbiy kattaligi X tasodifiy miqdorning variatsiya koeffitsiyenti
deyiladi.

S-misol. Bir detalning / (sm) uzunligi ikki xil asbob bilan
besh martadan o‘lchanib, quyidagi natijalar olingan:

I asbob bilan: / =12,9; 12,8; 12,9; 12,9; 12,8;

II asbob bilan: / =12,6; 12,8; 13,1; 12,8; 13,2.

Detalning / taqribiy uzunligi, o‘rtacha va o‘rta kvadratik xato-
ligi hisoblansin. Qaysi asbob bilan anigroq natija olingan?

* -
° . / I asbob bilan topilgan natijalar-
12,8 12,9 ning joylanishi.
° ! II asbob bilan topilgan natijalar-
12,6 12,8 13,1 13,2 ning joylanishi.

IX.4-rasm.
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Yechish. Iasbob bilan:

7 =64,3:5=12,86 (sm), & = 30.04+2%-0,06) _

5 0,

5-1 12,86
II asbob bilan:

[ =64,5:5=12,9 (sm), &= '0’3'2>0’;+0’2+0’3 =0,

2 2
s7, :\/3>0,04 +2x-0,06) » 0,057, Wy :mxloo% »0,43%.

2 2 2
- 2%,1+0,2
ST =\/( 097201027403 0 236, wyy » 1,8%.

Birinchi asbob bilan topilgan giymatlar o‘rtacha giymat atrofida
zichroq joylashgan (IX.4-rasm). Demak, I asbobning aniqligi katta.

r—

‘é\% Mashgqlar

9.70. 60 ta zotli sovligning har biridan (3 yilda) quyidagicha
qo‘zi olingan:

54624633545 452 454264
4 3543544547645435443
45544345416547546456
Tasodifiy miqdorning tagsimot jadvalini, tagsimot gistogrammasi
va poligonini yasang.
9.71. b burchak 10 marta takror o‘lchanib, quyidagi natijalar
olingan:
65°360¢12d 65°36006; 65°356G86 65°36046 65°36064

65°3609¢ 65°3603d 65°3608d& 65°35G4% 65°36024¢

b o‘rtacha giymatni va uning s(b) o‘rta kvadratik xatoligini
toping.

9.72. Zarrachaning m massasini aniglash magsadida u 20 marta
takror o‘lchangan va ushbu natijalar olingan:

4,781 4,779 4,782 4,771 4,764 4,795 4,775 4,7674,7894,778

4,769 4,772 4,764 4,772 4,791 4,792 4,791 4,7744,7894,776
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Massaning taqribiy giymatini toping va aniqligini baholang.

9.73. Tekshirishda 18 ta kasallangan qo‘ylar qonida leykotsitlar
soni (I mm3 da ming dona) quyidagicha bo‘lgan:

14,4; 16,8; 16,4; 22,1; 15,2; 23,8; 15,4; 18,9; 24,6;

11,8; 15,6; 17,8; 16,8; 19,6; 22,8; 17,2; 20,6; 18,8.
Qo‘ylarda o‘rta hisobda leykotsitlar soni gancha bo‘lgan va uning
aniqgligini baholang, grafik tasvirini bering.

Takrorlashga doir mashqlar

9.74. Ikkita o‘yin kubi tashlangan. Tushgan ochkolar (sonlar)
yig‘indisining 8 ga teng bo‘lishi ehtimollirogmi yoki 10 ga teng
bo‘lishimi?

9.75. Xaltada 1, 2, 3, ..., 9 sonlari bilan belgilangan 9 ta bir
xil shar bor. Xaltadan tavakkaliga uchta shar ketma-ket olinadi va
sharchalarning nomeri tartib bilan yozib qo‘yiladi (olingan
sharchalar xaltaga qaytarilmaydi). Shu jarayonda 171 va 197
sonlarining paydo bo‘lish ehtimolliklarini toping.

9.76. Xaltada 1 dan 9 gacha sonlar bilan ragamlangan 9 ta bir
xil sharcha bor. Tavakkaliga 6 sharcha olingan va olinish tartibida
tizilgan. Agar: 1) sharchalar olingandan so‘ng yana xaltachaga
gaytarib solinsa; 2) qaytarib solinmasa, 374521 sonining tizilish
ehtimolligini toping.

9.717. «Parallelogramm» so‘zidagi harflar qirqib olinib, har gaysi
harf bitta sharchaga yopishtirilgan va bu sharchalar bir xaltaga
solib aralashtirilgan. So‘ng xaltadan sharchalar tavakkaliga ketma-
ket olindi. O‘sha so‘zning qaytadan paydo bo‘lish ehtimolligini
toping.

9.78. Xaltada «a», «b», «d», «e», «f> harflari bilan belgilangan 5
ta sharcha bor. Unda tavakkaliga ketma-ket uch sharcha olinib,
har safar ularning harfi yozib olingandan so‘ng xaltaga gaytarib
solinadi. Shu jarayonda birorta ham harfning ikki marta takror-
lanmaslik ehtimolligini toping.

9.79. 9.78-mashq shartlarida tuzilayotgan yozuvda hech qaysi
ikki go‘shni o‘rinda bir xil harf bo‘Imaslik ehtimolligini toping.

9.80. Qutidagi jami 11 ta lotereya biletidan 6 tasi yutugli. Qutidan
tavakkaliga olingan 3 ta biletning yutugli bo‘lish ehtimolligini toping.

9.81. «Matematika» so‘zining harflari yozilgan kartochkalar
ixtiyoriy tartibda tizilgan. Bunda uchta «a» harfining qatorasiga
joylashish ehtimolligini toping.
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9.82. «Lola» so‘zidagi harflar oldin girgilgan, so‘ng ular tavak-
kaliga bir qatorga tizilgan. Shu so‘zning gaytadan hosil bo‘lish
ehtimolligini toping.

9.83. Qutida 30 ta shar bo‘lib, ulardan 20 tasi oq, 10 tasi
gora. Tavakkaliga: 1) oq sharni; 2) qora sharni; 3) har xil rangli
ikki sharni qutidan chigarish ehtimolliklarini toping.

9.84. Qutida 15 ta yashil, 12 ta qizil va 8 ta ko‘k shar bor. Ular
ichidan tavakkaliga: 1) 3 ta yashil, 2 ta qizil, 3 ta ko‘k sharni
olish; 2) 1 ta yashil, 5 ta qizil va 2 ta ko‘k sharni olish
ehtimolliklarini toping.

9.85. Uch otishdan hech bo‘lmasa birining nishonga tegish
ehtimolligi p =0,8. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.86. Obyektni yo‘q qilish uchun bir bombaning nishonga
tegishi yetarli. To‘rt bombadan har birining obyektga tegish
ehtimolligi mos ravishda 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 ga teng. Hech bo‘lmasa
bitta bombaning obyektga tegish ehtimolligini toping.

9.87. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligi 0,6 ga teng. Besh
marta bog‘ligsiz ravishda otish bo‘lgan. Hech bo‘lmasa ikkita
o‘gning nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.88. Do‘konda to‘rt turdagi a, b, d, e nomli konfetlar sotiladi.
O‘nta konfetni necha xil usul bilan tanlash mumkin? Tanlangan
o‘nta konfetning hammasi 1-tur bo‘lishi ehtimolligini toping.

9.89. Bemorda ikkita H, va H, kasallikdan biri bo‘lishi mumkin,
deb gumon qilinadi. Gumonlarning o‘rinli bo‘lish ehtimolliklari
p(H,)=0,6, p(H,) =0,4. Tashxis qo‘yish magsadida gilingan analiz
natijasida reaksiya ijobiy yoki salbiy bo‘lishi mumkin. H, holda
reaksiya ijobiy bo‘lish ehtimolligi 0,9 ga, H, uchun esa 0,5 ga teng.
Analiz ikki marta o‘tkazilgan va ikki marta ham reaksiya salbiy
bo‘lib chiggan (4 hodisa). Har bir kasallikning ehtimolligini toping.

9.90. Telefon orqali so‘zlashuv navbatida 5 chaqiriq bor. Har
bir chaqirigda so‘zlashuv ehtimolligi 0,8 ga teng. Ikkitadan ortiq
so‘zlashuv bo‘lish ehtimolligini toping.

9.91. 770 soni 2, 5, 7, 11 dan iborat tub bo‘luvchilarga ega.
770 soni 1 va 770 ning o‘zi bilan birgalikda qancha bo‘luvchiga
ega? 770 sonining tavakkaliga olingan bo‘luvchisi tub sondan iborat
bo‘lish ehtimolligini toping.

9.92. 9.91-masalada garalayotgan son 2210 bo‘lsa-chi?
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X BOB

CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

1-§. Matritsalar va determinantlar

1. Matritsalar. Hozirgi paytda fanning ko‘plab sohalari
(hisoblash matematikasi, fizika, iqtisodiyot va h. k.) da o‘zining
keng tatbiglarini topayotgan matritsalar nazariyasi elementlari bilan
tanishamiz.

Matritsa deb, biror tartibda joylashtirilgan sonlarning to‘g‘ri
to‘rtburchak ko‘rinishidagi jadvaliga aytiladi. Bu sonlar shu
matritsaning elementlari deyiladi. Odatda matritsalar gavs yoki ikkita
vertikal chiziq ichiga olib yoziladi. Masalan, 20 dan kichik barcha
tub sonlardan quyidagi matritsani tuzish mumkin:

& 3 5 76 H
&1 13 17 199 11 13 17 19

Bu matritsa 2 ta satr va 4 ta ustundan iborat bo‘lganligi uchun
2" 4 o‘lchamli matritsa deyiladi.

Umuman, m ta satr va »n ta ustunli to‘g‘ri to‘rtburchakli
matritsa m ta satr va n ta ustunli matritsa yoki m’ n o ‘lchamli matritsa
deb ataladi.

n" n o‘lchamli matritsa kvadrat matritsa, n son esa shu kvadrat
matritsaning fartibi deyiladi. Masalan, bir xonali natural sonlardan
tuzilgan 3" 3 o‘lchamli

yoki

d 2 36
9456%
§789B

matritsa uchinchi tartibli kvadrat matritsa, bir xonali juft natural
sonlardan tuzilgan 2" 2 o‘lchamli

a 40
& 8o
matritsa ikkinchi tartibli kvadrat matritsa, bitta sondan tuzilgan
(15) matritsa esa birinchi tartibli kvadrat matritsadir.
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Ba’zan faqat bitta satrga (ustunga) ega bo‘lgan matritsalar
bilan ham ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Bunday matritsalar satr-
matritsalar (ustun-matritsalar) deyiladi. Masalan, 1" 5 o‘lchamli

(3 V2 7 0 J2)

matritsa satr-matritsa, 3" 1 o‘Ilchamli

®&/50
(; -
¢ 78j
&%
matritsa esa ustun-matritsa bo‘ladi.

Matritsani umumiy holda yozish uchun uning elementlari ikkita
indeksli biror harf bilan, masalan, a; j bilan belgilanadi; bunda
birinchi indeks mazkur element turgan satr nomerini, ikkinchi
indeks esa ustun nomerini ko‘rsatadi. Masalan, 4" 5 o‘lchamli
matritsa umumiy holda quyidagicha yoziladi:

&y dp a3 dig 450
gaﬂ Ay Gy Ay G :

a3y 43z 43z d3q d3s+
§a41 Ay Qg3 A4y Q59

Ba’zan matritsa bitta harf orqali belgilanadi. Masalan, elementlari

ai=1,2,j=1,2)bo‘lgan @1 92 2 matritsani A harfi bilan,
20 42g

@ by b0
elementlari b;; bo‘lgan %b,; b,, b,; matritsani esa B harfi

by by by

bilan belgilasak:
. @ by b;36
_a& apo -
4= 8021 an ;’ b= 9b21 by bx :
gbﬂ by by
ko‘rinishda bo‘ladi.

m’ n o‘lchamli ikkita 4 va B matritsaning mos elementlari teng,
ya’ni a;; = bl.j (i=1,2, .., m j=1, 2, .., n) bo‘lsa, 4 va B
matritsalar teng deyiladi va A = B ko‘rinishda belgilanadi. Masalan,
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. J25 30
1 2 8, 24-'
e g gl 2 35

Har ganday matritsalar uchun «kichik», «katta» munosabatlari,
shuningdek, har xil o‘lchamli matritsalar uchun «tenglik»
munosabati ma’noga ega emas.

Umuman, matritsalardan turli hisoblashlarni bajarishda foydala-
niladi. Xususan, ular ustida turli almashtirishlarni bajarish orqali
tenglamalar sistemalarini nisbatan oson yechish mumkin. Bu hagda
keyinroq to‘xtalamiz.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallar bilan tanishamiz.

Matritsalarni qo ‘shish. Har xil o‘lchamli matritsalar uchun
go‘shish amali aniglanmaydi. Bir xil m” n o‘lchamli ikkita A va B
matritsalarning yig‘indisi deb, elementlari A va B matritsalar mos
elementlari yig‘indisiga teng bo‘lgan m” n o‘lchamli matritsaga
aytiladi.

I-misol. A= ge ; 4212 va B = (51 jﬁ) matritsalar yig‘indi-

sini topamiz.
Yechish.A+B=(_1 2)+('1 ) (2+()+1% 33

5 4
_(0 0
0 0/
A va B matritsalarni qo‘shish natijasida barcha elementlari 0
ga teng bo‘lgan matritsa hosil bo‘ldi.

Barcha elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa nol-matritsa
deyiladi va O harfi bilan belgilanadi:

a 0 0 . 0

S0 0 0 .. 0-
(; 0
0= .
€ 0 0 .. 0p

m’ n o‘lchamli nol-matritsa bilan m n o‘lchamli har qanday
A matritsaning yig‘indisi 4 matritsaga teng:

A+O=A.

m’ n o‘lchamli har qanday 4 matritsaning har bir elementini
unga garama-qarshi songa almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa
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- A bilan belgilanadi. A va - A matritsalar garama-qarshi matritsalar
deyiladi. Ular uchun A4 + (- A) = O tenglik o‘rinlidir.

Bir xil m" n o‘lchamli A, B va C matritsalar uchun quyidagi
tasdiglar o‘rinli:

1) A+ B= B+ 4;

2)A+(B+(C)=(A+ B) +C.

Matritsalarni qo‘shish amaliga nisbatan teskari amal — matritsa-
larni ayirishni qaraymiz. Har biri m" n o‘lchamli bo‘lgan 4 va B
matritsalar uchun B + C = A tenglik o‘rinli bo‘lsa, C matritsaning
¢ elementlari ¢, =4a- b, ; tenglik bo‘yicha aniglanadi. C matritsa
A va B matritsalarning ayirmasi deyiladi va A - B ko‘rinishda
belgilanadi.

@B 45 & 106_a-24-15-06_esel 3 506
&1 235 83 4 55 &1-32-43-55 &2 -2 -2

Matritsani songa ko ‘paytirish. m" n o‘lchamli A matritsaning
hamma elementlarini al R songa ko‘paytirishdan hosil bo‘ladigan
matritsa A matritsaning a songa ko ‘paytmasi deyiladi va ad yoki
Aa ko‘rinishda belgilanadi.
@ 20_a8x 3x206_a8 606
o4 B3 34 9 125

Matritsani songa ko‘paytirish ta’rifidan va sonlar ustidagi
tegishli amallar xossalaridan har biri m" n o‘lchamli bo‘lgan A4 va
B matritsalar hamda har ganday a, b haqiqiy sonlar uchun
quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi:

3) (a +b)A=aAd + b4,

4) (ab)A = a(bA);

5) a(4A + B) =aA + aB;

6) 1 x4 = A.

Matritsalarni ko ‘paytirish. 1" k o‘lchamli 4 satr-matritsa va k" 1
o‘lchamli B ustun-matritsa berilgan bo‘lsin:

&by 6

A=(ay ap .. ay), B=nT

&1 o
1" k o‘lchamli A satr-matritsaning k" 1 o‘lchamli B ustun-
matritsaga ko‘paytmasi deb, shu matritsalar mos elementlari
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ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng bo‘lgan 11 o‘lchamli
matritsaga, ya’ni

AB=a by +apb,y, +... +a,by,

songa aytiladi:

@110

(a;; ap .. alk)”? ;—011b11+012b21 ~Fapb
bklﬂ
x40

4-misol. (2 -3 1)x§3:=2><(—4)+(—3)x3+1x1:_16,
15

m’ k o‘lchamli A matritsa va kK n o‘lchamli B matritsaning,
ya’ni birinchisining ustunlari soni ikkinchisining satrlari soniga
teng bo‘lgan A va B matritsalarning ko ‘payfmasi deb, har bir ¢, ;
elementi birinchi ko‘paytuvchining i-satrini ikkinchi ko‘pay-
tuvchining j-ustuniga ko‘paytirishdan hosil qilinadigan m" n
o‘lchamli C'=AB matritsaga aytiladi.

Ao
5-misol. A=%27, B=(7 3 9) bo‘lsa, A Bva BA matritsa-
5
larni topamiz.
aslo ax] 1x3 196 & 3 96
Yechish. AB=55x7 3 9=0x7 253 2x9-=214 6 18-.
312) §3><7 3x3 3><9t21 19 27(2!
o
BA=(7 3 9)827=7x+32+93=40.
35

6-misol] & 20zl -20_ax+2X-3) Tx-+2x75_ad 09
83 1@%—3 o 83x1+1>< 3) 3x- 2)+1><7g 80 o
7-misol.

ad 2 306 ad 30 aé><1+2><5+3><0 X3 +2x7+3x16 aél 206
1 3 2 ><5 7_— 1><1+3><5+2><0 1><3+3><7+2><1_ 16 26_.
éO 1 25 &0 1p éOXI+1><5+2><O 0x3+1x7+2xlg éS 9%
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m n o‘lchamli A va k" p o‘lchamli B matritsa uchun n! k
bo‘lsa, AB ko‘paytma ma’noga ega bo‘lmaydi.

Matritsalarni ko‘paytirish amali o‘rin almashtirish xossasiga
ega emas (5-misol), lekin guruhlash va tagsimot xossalariga ega:

1) A(BC) = (AB)C;

2) (A+ B)C=AC+ BC.

Matritsalarni ko‘paytirish amali bir nechta ko‘paytuvchilar
bo‘lgan hol uchun ham of‘rinli bo‘lishi mumkin. Masalan,
o‘lchamlari mos ravishda m" n, n k, k" ¢ bo‘lgan A, B, C
matritsalar uchun ABC ko‘paytma quyidagicha aniglanadi:

ABC = (AB)C.

Matritsalarni ko‘paytirish amalining aniqlanishidan ko‘rina-
diki, A matritsani o‘z-o°ziga ko‘paytirish amali kvadrat matritsalar
uchungina bajarilishi mumkin.

A matritsa n-tartibli kvadrat matritsa bo‘lsin. A4 %4 X..x4
k marta
ko‘paytma (bu yerda kI N, k > 1) A matritsaning k-darajasi
deyiladi va A bilan belgilanadi:

AF = AxAx..xA.
k marta

Bundan tashgari, har ganday A matritsaning 1-darajasi o‘ziga
teng deb qgabul qilinadi, ya’'ni

A'=A.

I 1
-1 1

si) va kubi (uchinchi darajasi)ni topamiz.
Yechish. A? =( 1 l)x( 1 1) :( I - 1 1x1+1x1) -

8§-misol. 4= matritsaning kvadrati (ikkinchi daraja-

1 L ST Rl T B I P
_{0 2).
=\-2 0/
3_ 42,40 2 I 11_(0-2 0+2)\_(-2 2
AT = AT A= 0)*(-1 1)‘(-2-0 -2+o)—(-2 -2)-

Agar ko‘paytuvchilardan biri nol-matritsa bo‘lib, ko‘paytma
ma’noga ega bo‘lsa, ko‘paytirish natijasida nol-matritsa hosil
bo‘ladi, lekin ko‘paytmada nol-matritsa hosil bo‘lishi uchun
ko‘paytuvchilar orasida albatta nol-matritsa mavjud bo‘lishi shart
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emas. Masalan, nolmas A:aE1 09 va B:a@ Og matritsalar
& o9 & 1z

uchun AB= O tenglik o‘rinli.

Matritsalarni ko‘paytirish amaliga nisbatan teskari amal mavjud
emasligini, ya’ni matritsalar uchun bo‘lish amali qaralmasligini
eslatib o‘tamiz.

Matritsani transponirlash (lotincha — transponere — o ‘rin almash-
tirib qo ‘yish). m” n o‘lchamli A matritsa berilgan bo‘lsin:

A aj . Ay O
A=%90 an .. 4y 7
gaml A2 - Aung

A matritsani transponirlash deb, uning satr va ustunlari nomer-
larini o‘zgartirmay, satrlari va ustunlarining o‘rnini almashtirib
yozishga aytiladi.

A matritsani transponirlash natijasida #” m o‘lchamli matritsa
hosil bo‘ladi. Uni 47 bilan belgilaymiz:

&y dy .. 4y 0
AT = galz ay - Amy T
galn yp - A B

. 1 4 3 a -lo .
9-misol. A= bo‘lsa, 47 =¢c4 5 +bo‘ladi.
@
Matritsani transponirlash amalining xossalarini keltiramiz:
ANT=A; (A+B)T=AT+BT, (1 AT=1AT, (AB)T=BTxAT,

—

‘é‘% Mashqlar

10.1. Uchta zavodning har biri beshta har xil turdagi mahsulot
ishlab chigarayotgan bo‘lsin. i-zavod (i =1, 2, 3) tomonidan yil
davomida ishlab chiqarilgan j-tur (j = 1, 2, 3, 4, 5) mahsulot
miqgdorini g, ; bilan belgilaymiz. Zavodlarning yillik ishlab chigarishi
haqgidagi hisobotni 3" 5 o‘lchamli matritsa ko‘rinishda yozing.

10.2. Barcha elementlari 1 ga teng bo‘lgan 1" 4 o‘lchamli 4
satr matritsani va barcha elementlari 0 ga teng bo‘lgan 4" 1
o‘lchamli B ustun matritsani yozing.
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10.3. Birinchi satrida faqat 3 lar, ikkinchi satrida esa faqat 4
lar turadigan 2° 5 o‘lchamli C matritsani yozing.

10.4. Amallarni bajaring:

I) (03 45+3214);

2) 2189)-( 45 30);

3) 34 5 6 7)+4x48 9 10 11);
4) 2x1 3 2 8)-3x2 3 9 11).

10.5. Barcha elementlari - 3 ga teng bo‘lgan uchinchi tartibli
kvadrat matritsa bilan barcha elementlari 4 ga teng bo‘lgan uchinchi
tartibli kvadrat matritsaning yig‘indisini toping.

10.6. Qo‘shishni bajaring:

a2 lo, a -106,

Vg ooty 1

ad 2 30 a8 2 1o
2) 4 5 62+% 5 47,
& 8 oF & 38 73

@ 00 1loa 3 4 56
3) 8120 1;36 7 8 97

345 6. g0 11 12 132

§7 8 9 105 &4 15 16 174

& 000 05a@ 000 06

0 0 00076 100 07
4) €0 0 4 0 0I+0 0 1 0 O

0 00 0 0-¢O 00 1 0+

0 0 0 0 45 & 0 0 0 1
10.7.AgarA=§ 2 _zgvaBzgﬁ’ ? igbo‘lsa,

1) A+B; 2)B-A;, 3)2A+4B; 4)3A- 2B ni toping.

16, ) zel 3 46, 222 3 49

10.8. Amallarni bajaring: 3>§§ 1= ><8 29 1 ><8 12 1=
a a - 2
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10.9. Agar

@® 1 26 el 2 36
1) A=€3 0 2%, B=S-1 0 0% vaA+3C=5B;
13; &0 o0 45

el 1 26 ad -1 1o
2) A=¢0 0 37, B=% 0 27 va24+5C=4B5B,
104; &1 345

a 2 306 & -2 06
3) A=0 0 07, B=S3 0 03 va34+4C=5Bbo‘lsa,
& 145 &0 1 23
C matritsani toping.
Yechish. 3) 34 +4C = 5B matritsaviy tenglamaning har ikki

tomoniga - 34 matritsani qo‘shib, 4C = 5B - 34 tenglamaga va
bundan,

el _4 .96
@7 -16 -96 c 4 4=
4C=815 0 O0IgayokiC=¢L 0 07 gaegabola-
§9 2 .25 £9 1 1z
g 4 2 20
miz.
0
10.10. Agar A=(1 3 5) va B=2" bo‘lsa, AB va BA
matritsalarni toping. 2
o
10.11. Agar A=%27va B=(2 3 10) bolsa, AB= BAtenglikni
tekshiring. 2
) &2 00
1012, 4=3 0 180 0 B_¢'3 2% bo'lsa, AB va BA
& 1 03

115
matritsalarni toping.
_[cosa sina _([cosb sinb
10.13. A_(sina cosa) va B_(sinb cosb) (bu yerda

al R) matritsalar uchun AB = BA tenglik bajarilishini ko‘rsating.
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10.14. Ko‘paytirishni bajaring:

@ log 0o, y B So@ 20
&4 3580 25° 86 15 & - 45’
a 2 3bel -2 -36 aélloadOOo
3)9451;x9-1-3-4_ 4 @ 1 250 1 1Z;
§1215§:1 2 §123z§001g
a@bc?aéac? 880612603800}’6—;0
5y Se b asl b bi:6) € (f 0 e b
él 1 15@1 ¢ ap g-b-d 0 f+ge ¢ 0 -a
ec -e -f Oged -b a Og
N )
a@llogé 2 8 2 2 29
N o 3@ s B g | ek
§1 05 o &

a0 16

10.15. 4= S 05 va E = g(i) Og matritsalar berilgan. 42=- E,

E? = F tengliklar o‘rinli ekanligini isbotlang.
10.16. Amallarni bajaring:

2

aé 1 16 By 5 1 ;
1) &0 0I; 2 25 3) 5 4
éo igpe & 1 &1 2g 83 4@

10.17. 4 -3 12 va B -2 02 bo‘lsa, A 3 + B 3 matritsani
& 0p & 1

toping.
el 1o .
10.18. 1) P(x) = 2x2 - 5x ko‘phad va 4 S5 matritsa
berilgan. P(A) =2A4%- 5A ni toping;

2) P(x) =7 - 5x +6 ko'phad, A=¢ (1)0 va E = g?;

matritsalar berilgan. P(A) = A% -
342
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10.19. A T matritsani toping, bunda

A6
. _C .+ aé) lo
7]
® 10 0
a 0 26 c =
K = B 2 1o 0 01 0
4)A_§21 i iI N A= 345 O A7 o 1=
e €001 0g
a 23 76 8% f ; 22
7) A:§4 5685 8 A= V4
b2 0o ga b g d;

10.20. Matritsani transponirlash amalining xossalarini

2¢ 36
A= @ 20 va B = 5 + matritsalar misolida tekshirib ko‘ring.
& 4g & 4g

2. Kvadrat matritsaning determinanti (/ofincha «determinans»
— aniglovchi). Biz ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar
hamda ularning asosiy xossalari bilan tanishmiz.

Bu bandda ixtiyoriy # natural son uchun #- tartibli determinant
tushunchasini aniglash usulini garab chigamiz.

n- tartibli 4 kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin:

&l dpp .. 41,0
A= (}azl ay ... azn: (1)
ganl py - Au g

n=1,n=2, n=3 va n=4 bo‘lgan hollarni alohida-alohida
garab chiqaylik:

a) n=1 bo‘lsin. U holda birinchi tartibli kvadrat matritsaga,
ya’ni a,, songa egamiz. Bu matritsaning determinanti g, songa
teng deb hisoblanadi;

b) n =2 bo‘lsa, ikkinchi tartibli

a8 ap0 Q)
20 A0 g
kvadrat matritsa hosil bo‘ladi. (2) matritsaning determinanti deb,
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ap ap

=apay - aya
ay  ay|” A9 4214

songa aytiladi;
d) n =3 bo‘lsa, uchinchi tartibli

o a;p a0

éaﬂ dyp a7 Q)
a3 43y 4y g

kvadrat matritsa hosil bo‘ladi. (3) matritsaning determinanti deb,
a4 a3

ayy 4y 4
az; 4z 4z

- a11ayassy +apa)as ta)aya; -
- a3axd3) - dp1dppdzz - dzpd)dy

soniga aytiladi;
g) n =4 bo‘lsin. U holda to‘rtinchi tartibli

& A a3 4140

A=80n dyn a3 ayT @)
a3 axp a3 a3

g A4y Q43 Ay g

kvadrat matritsaga ega bo‘lamiz.

Uchinchi tartibli determinantlar yordamida, (4) matritsaga
to‘la aniglangan son — to‘rtinchi tartibli determinant mos qo‘yilishi
mumkin. Bu quyidagicha amalga oshiriladi.

(4) matritsada ixtiyoriy bir elementni tanlab, shu element
turgan satrni va ustunni o‘chiramiz. O‘chirilmay qolgan elementlar
0‘z joylashuvini saglagan holda, uchinchi tartibli kvadrat matritsa
hosil giladi. Shu kvadrat matritsaning determinanti tanlangan
elementning minori deyiladi. g, ; elementning minori M, ; ko‘rinishida
belgilanadi.

M;; sonini (- 1)™ soniga ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan son q;
elementning algebraik fo ‘ldiruvchisi deyiladi va A, ; bilan belgilanadi.
Ta’rifga ko‘ra

A= 1)"+fMl.j .

& 20 5 15
1-misol 82 4 4 8: matritsa berilgan. M,, va A,, ni
S ¢l 43 7% gan. My 4
& -39 3
topamiz.
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Yechish. a;; =9 elementning minorini va algebraik to‘l-
diruvchisini topish talab gilinmoqda. M,; ni topish uchun
matritsadagi to‘rtinchi satrni va uchinchi ustunni o‘chiramiz:

B 20 5 150
Q 44 8
G1 4 3 7%
& .39 3

O‘chirilmay qolgan elementlardan hosil bo‘ladigan uchinchi
tartibli kvadrat matritsaning determinanti:

5 20 15
2 4 8|=-80.
1 4 7

Bundan M,; =-80 va A,; = (- )*** M, = 80 hosil qilinadi.
(4) matritsal’ling determinanti deb, anAll + 012A12 + a13A13 +

+a,4 A;4 songa aytiladi. (4) matritsaning determinantini

apn ap 413 4
4| = azy dyp 4y dp
azp a4z dzz Az
aq dgy 443 Ay

ko‘rinishda belgilaymiz. U fo rtinchi tartibli determinant deb ataladi.

Ixtiyoriy A kvadrat matritsaning determinanti | 4| yoki detA
ko‘rinishda belgilanishini eslatib o‘tamiz.

Ikkinchi tartibli determinantlar xossalari ixtiyoriy n-tartibli
(n 3 3) determinantlar uchun ham o‘rinlidir. Shu xossalarni
keltiramiz.

1. Agar determinantda satrlari mos ustunlari bilan o ‘rin
almashtirilsa, uning giymati o ‘zgarmaydi, ya’ni

ay ap e Ayy apy ajy e Ay
azy Ay ... Gyp| |92 Ay - dpp|,
a,1 4y ... Quu ay, a4y, ... 4y,

2. Ikki satr (yoki ustun)ning o ‘rnini almashtirish natijasida
determinantning ishorasi qarama-qarshi ishoraga o ‘7garadi, absolut
qgiymati esa o ‘zgarmaydi, ya’ni
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ap apn e Adip [4U) ap e Adipy
azy 4y .. Ayp|-_|d22 431 ... dppf.
ay1 4y2 ... Quy ay,1 4y2 ... Quy

3. Ikkita bir xil satrli (yoki ustunli) determinant nolga teng.

4. Satrdagi (yoki ustundagi) barcha elementlarning umumiy
ko ‘paytuvchisini determinant belgisidan tashqariga chiqarish mumkin:

| ap | aypp ... [ a]n ap [4U) aln
ar  4xn - Gp| =) x921 4922 - A2pf,
apl Apy - Apy Ay Aup2 - dpy

5. Agar biror satrning (yoki ustunning) barcha elementlari nolga
teng bo‘Isa, determinant nolga teng bo ‘ladi.

6. Agar determinantning biror satri (yoki ustuni) elementlariga
boshqa satrning (boshqa ustunning) bir xil | songa ko ‘paytirilgan
mos elementlari qo ‘shilsa, determinant o 7 qgiymatini o ‘zgartirmaydi:

ap app ... 4y ap +| ay, Q... A,
ay ayp .. Gy|-|ay *tlay, ay . ay|
a,| Quy ... Ay, a, tla,, a,, .. a,,

7. Determinantni o Zining ixtiyoriy i- satri elementlari bo ‘yicha
yoyish mumkin:
D=aj A tapdipp .. tauAy.

520515
2-misol. ? j g g determinantni hisoblaymiz.
0090

Yechish. To‘rtinchi satrda noldan fargli bo‘lgan bitta son
turibdi. Shu sababli determinantni hisoblashda to‘rtinchi satrdan
va 7- xossadan foydalanamiz:

—_—
()]

520 5

20 5 15 55 15
2.4 4 Blogx-* |4 4 §|+0x-D*2|2 4 §|+
14 37 4 3 7 1 3 7
00 9 0
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5 20 15 52 5
Ox-D*32 4 g|+0x-DMH[2 4 4=
1 4 7 1 4 3

=0+0+9x-1)x-80)+0=720.

To‘rtinchi tartibli determinant tushunchasi uchinchi tartibli
determinant tushunchasi orgali aniglandi. Xuddi shu kabi,
beshinchi tartibli determinant tushunchasi to‘rtinchi tartibli
determinant orqgali, oltinchi tartibli determinant esa beshinchi
tartibli determinant orqali va umuman #- tartibli determinant (#n-
1)- tartibli determinant orqali aniglanadi. Bunda elementning
minori va algebraik to‘ldiruvchisi tushunchalari xuddi n=4 bo‘lgan
holdagidek ta’riflanadi.

520 5 15 1
2 4 4 8 3
3-misol. |1 4 3 7 2| determinantni hisoblaymiz.
0 0 9 0 1
0O 0 0 0 2

Y echish. Beshinchi satrda nollar va 2 soni turibdi. Shu sababli
beshinchi tartibli determinantni hisoblashda aynan shu satrdan
foydalanish qulaydir:

A0 520 5 15
L4 3 7 2[=2x-D"42 7 3 B1=2:020=1440.
0 0 0 0 2
4-misol. Quyidagi determinantni hisoblaymiz:
-1 -2 1 461
{1 3 0
D=l 2 1 4
31 -2 -1

Yechish. Birinchi satrga - 1 ga ko‘paytirilgan uchinchi satrni
go‘shamiz (6- xossa):

S14(-2) =242 1+(-1) 4+(-4)| |-3 0 0 0
o=| 1 3 0 6 [_|1T 3 0 6
2 2 1 4 2 -2 1 4
3 1 -2 -1 301 -2 -1
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Oxirgi determinantning birinchi satrida uchta nol mavjud, shu
sababli determinantni hisoblashda shu satrdan foydalanish ishni

osonlashtiradi:

30 6
21 4
1 -2 -1

D=(-3)x- !

Mashgqlar

E

10.21. Determinantni hisoblang:

1)‘38
49

1 sin a
sin a 1

3

; 3)

—_—O =

a 4 9

-3x39=-117.

2 3 1 11
4 1|15 4 (2 4 6|
21 3 58

10.22. A=60 3 27 matritsa berilgan.|A|, M,, va A, ni toping.

& 4 55
10.23. Determinantni hisoblang:

2 -1 3 -1
I -2 4

Do 2 -1 3 2)

3)

5)

10.24. A=¢,

satridan foydalanib, detA ni hisoblang.
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a 2 36
10.25. det(AB)=detA xdetB tenglik o‘rinli ekanligiga 4 = EO 5 0

7 0 9
a 3 06 ?
va B=20 0 3. matritsalar misolida ishonch hosil qgiling.
12 35

am+bp an+bq
cm+dp cn+dg

yoyish bilan soddalashtiring.

10.26. determinantni qo‘shiluvchilarga

3. Teskari matritsa. n-tartibli kvadrat matritsa

&l 4 ... 4y, 0
QCIZI ay ... a2n_
ganl dpy - Ayy ﬂ

ning bosh diagonali a,,, a,,, ..., a,, dagi barcha elementlar 1 ga,
golgan elementlar esa 0 ga teng bo‘lsa, bu matritsa birlik matritsa
deyiladi va F harfi bilan belgilanadi. Ushbu

A 0 06
Ezg(l) (1)°vaE 60 1 0%
0 0 1y

matritsalar mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik
matritsalardir.

Birlik matritsa alohida ahamiyatga ega: istalgan n- tartibli 4
kvadrat matritsani » tartibli £ birlik matritsaga ko‘paytirish natijasida
A matritsaning o‘zi hosil bo‘ladi, ya’ni AE = A.

Agar n-tartibli 4 va B kvadrat matritsalar uchun 4B = E tenglik
o‘rinli bo‘lsa, B matritsa A4 matritsaga feskari matritsa deyiladi.

Agar B matritsa A matritsaga teskari matritsa bo‘lsa, A matritsa
B matritsaga teskari matritsa bo‘lishini, ya’ni B4 = E tenglik ham
bajarilishini isbotlash mumkin.

A matritsaga teskari matritsani 4 ! bilan belgilash gabul gilingan.

A= o 29 matritsa uchun A~ = ( L- 2) matritsa teskari

83 15 -3 7
matritsadir (qarang, 1-band, 6-misol).
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Boshlanishi

agy dap 0130
A=6ay ay ay~
31 43 A3 g

&l Ap A130
B= 9A21 Azz A23
eA31 Az g

A ! mavjud emas l
&l Ay Az 0
B"=CA,, Ay, A7)
&A13 Ay, Az

l

Al =L xpT
A

Ha Yo‘q

X.1-rasm.

Berilgan kvadrat matritsaga teskari matritsani topish algoritmini
quyidagi sxema ko‘rinishida ifodalaymiz (misol sifatida, uchinchi
tartibli kvadrat matritsani qaraymiz, X.1-rasmga qarang).

a 1 -lo

l-misol. A4=% 1 07 matritsaga teskari matritsani
. & -1 15

topamiz.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini topamiz:

11 -1
|AI=[2 1 0|=1+2+1-2=2.
1-11

| A | =2 bo‘lganidan A matritsaga A ! teskari matritsa mavjud.
Uni tuzish magsadida A4 matritsa elementlarining algebraik
to‘ldiruvchilarini topamiz:
350

www.ziyouz.com kutubxonasi



+ 1 O . + 1 ‘1 .
All :(-1)1 1{_1 l‘zla A2] =(-1)2 1){_1 1‘:0,

PR RS TR e 20l
Ay =(-1) {10‘—% Ap =(-1) {11‘—-%
w2 Jl-1 . _ 21 -1{_ 4.
,422=(-1)22{1 1‘:2, ,432_(-1)32{2 0‘_-2,
3421 ) 3 J1 1 :
A13=('1)13>{1_1‘=-3, A23=(—1)23>{1_1‘=—2,

Endi A matritsadagi har bir elementni uning algebraik to‘ldi-

&l -2-39
ruvchisi bilan almashtirishdan hosil bo‘ladigan B=¢0 2 -2~
§1-2 -1

el 0 106

matritsani tuzamiz va uni transponirlaymiz: B” =¢-2 2 -2,
€-3-2-14

1 1 g

el 0 16 g3 9 3%

Uholda, A'=LxBT =1x¢.2 2 -2+=d-1 1 -1+

I 283215 g-3-1-12

2 29

al 206

2-misol. A= €245 matrltsaga teskari matritsani topamiz.
Yechish. |A|=‘;i =4-4=0 bo‘lgani uchun berilgan

matritsaga teskari matritsa mavjud emas.

{%‘% Mashqlar

10.27. Agar A4 _8 2_ matritsa uchun | A |=ad - bc® 0 bo‘lsa,

uholda 4! = ﬁged bo = bo‘lishiga ishonch hosil qiling.
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&l 2306
10.28. €2 4 6 ~ matritsaga teskari matritsa mavjudmi?

§135,
10.29. Matritsaga teskari matritsani toping:
9 66 34106
n @30 g &00 3) §23 17,
&4 75 &3 45 €522
) el 3-570 a1l 1 1595
a 2-30 = =
4) ¢01 27 5 ggéf';a 6)811'1'1+.
800 | x - L-11-1_
8 €000 15 §1-1-115
10.30. Matritsaviy tenglamadan X matritsani toping (AB* BA'):
& 50, _at-60. & 30_ee320.
Digi3:47¢) 15 D) XeSg=7¢ 43
a3 4106 el 236 &l 2-36 341606
3) €231 X=¢-101%;, 4) XCG01 2+ =6231+.
€522, &002y, §00 1 45 §5225
_ael 16 el 006

= : = _ 1 -1 =
10.31. 4 S0 15 va B €215 matritsalar uchun (4B

=A"1-B 1 bo‘lishini isbotlang.
4. n noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasini matritsalar
yordamida yechish.

&l a, ... a;,0 X 0 &0

4=S01 apn . GpT y_GOT ~_CF

O ¢..7 C..T

8an1 ayy - Auu g gxn %] 8Cn o
matritsalarni garaymiz. Matritsalarni ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra,
& ap ... 4,080 8\ X| tapXx, +...ta,x, 0
AX =S92 Gy . Gy TEX) T_Cay Xy tanXy t.tay, X, T
G TR T
ganl Ay - Ay g 8xn @ ganl'xl tapnx, t..ta,,x, g

matritsaviy tenglik o‘rinlidir. Bu yerdan, » noma’lumli » ta
Lapxy rapx; +..+a,x, =¢
=. ar Xy + ar Xy +...+ AypnXy =€
[ s _ (1
1A X] YAy Xy +o.va,, X, =¢,
chiziqli tenglama sistemasini yuqoridagi 4, X, C matritsalar yorda-
mida
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AX=C 2)
ko‘rinishda yozish mumkinligini ko‘ramiz.

(2) tenglama (1) tenglamalar sistemasining matritsaviy yozuvi
deyiladi. Agar | A | =0 bo‘lsa, (1) tenglamalar sistemasini
matritsaviy usulda yechib bo‘Imaydi.

|A|t 0 bo‘lsin. U holda A-! matritsa mavjuddir. (2)
tenglamaning har ikki tomonini 4-! ga ko‘paytirib,

A Y AX)=A"1C yoki (A 'AH)X=A4"'C
ni olamiz. A-'4 = E va EX = X bo‘lgani uchun matritsaviy
tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz:
X=A4"1C. (3)

Bu esa chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning yana bir

usulidir. Shu usulning tatbigiga doir misol garaymiz.

i7x+2y+37=13,

Misol. |l 9x +3y +4z =15, tenglamalar sistemasini yechamiz.
¥5x +y+3z=14

Yechish. Berilgan sistemani matritsaviy shaklda yozib olamiz:

& 2 30m0 @30
é9 3 4:§y:=é15:.
4 2 36 5 1 3gezg gldg
A=%9 3 47 matritsaning determinanti |4| = % 1 0 bo‘lgani
& 1 33
uchun A4 -! matritsa mavjud. Uni tuzamiz:

@2 .1 -lo

g 3 3=
-1 -G 7 1+
A =& 3 2 3+
g-z |
a
U holda (3) tenglikka ko‘ra
@3 .1 -lo
&0 ¢ 3 3+ 30 &20
¢, =6¢ 7 158157 =6
el R e
g g-z 1 1z &4y &35
a
tenglikni olamiz. Demak, x=2, y=-5, z=3
23 Algebra, II gism 353
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r—

&5

Mashgqlar

10.32. Tenglamalar sistemasini matritsaviy usulda yeching:

13X, - X, =5, iSx+4y+3z=0,
[2x, - x, +4x3 =15; Lx+3y-z=0;
12x) - x5 - x3 =4, i4x+5y-2=0,
3) 13x, +4x, - 2x3 =11,  4) {x-3y+22=0,
13x, - 2x, +4x; =15; $2x-9y+32=0;
i12x-3y+z=7, idx) - 3x; +x3 =0,
5) |lx+y—z=2, 6) |15x1—x2+x3=0,
Lx+2y-3z=-1; b +2x; - 3x3 = 0;
12X +X; - Sx3 +x4 =8, 1X) +x; +x3 +x4 =0,
{xl— 3%, - 6x4 =9, 'I[X1+2x2 +3x3 +4xy =0,
7 -:-2x2 - x3+4x4 =-5, 8) ':'X1 +3x) +6x3 +10x4 =0,
tx) +4xy - Tx3 +6x4 =0; tx; +4x; +10x3 +20x4 =0;
.‘|.x1 Xy +X3 X4 T X5 =0,
.':x1 - Xy +2x3-2x4 +3x5 =0,
9) X +Xy +4x3 +4xy +9x5 =0,

X1 - Xy +8X3 - 8X4 +27X5 :O,

fx; +xy +16x3 +16x, +81x5 =0;
1x) +2x) - 3x3 +4x4 - x5 =-1,
-I-2X1 - X +3X3 - 4X4 +25X5 :8,

10) 13% + X - X3 +2x4 - X5 =3,

.:.4x1 +3x2 +4X3 +2X4 +2X5 =-2,
fxl - Xy - X3 +2X4 - 3X5 =-3.

2-§. Chiziqgli fazo

1. Chizigli fazo tushunchasi. Matematika, fizika, mexanikada
shunday obyektlar uchraydiki, ular bir yoki bir nechta haqiqiy
sonlarning tartiblangan sistemasi bilan aniglanadi. Masalan,
tekislikdagi har qanday nuqta o‘zining ikkita koordinatasi bilan,
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har gqanday vektor o‘zining ikkita tashkil etuvchisi (koordinatalari)
bilan aniglanadi. Agar vektor fazoda berilgan bo‘lsa, u o‘zining
uchta tashkil etuvchisi (koordinatalari) bilan xarakterlanadi.

Tekislikdagi vektorlarning eng sodda umumlashmasi # o ‘Ichovli
vektordir.

Tartib bilan yozilgan » ta haqiqiy sonlar sistemasi, ya’ni
a=(a, ay, ..., a,) n o‘lchovli vektor deyiladi. Bu yerda q,, a,,
..., a, sonlar vektorning koordinatalari deyiladi.

Tekislikdagi barcha vektor (yo‘naltirilgan kesma)lar to‘plamini
V2 bilan va m" n o‘lchamli barcha matritsalar to‘plamini R, ,
bilan belgilaymiz. Bu to‘plamlarning har birida elementlarni
go‘shish va elementni haqiqiy songa ko‘paytirish amallari
kiritilgandir.

Elementlarni qo‘shish va elementni haqiqiy songa ko‘paytirish
amallarining V2 to‘plamdagi bajarilishi shu amallarning R, ,
to‘plamdagi bajarilishiga mutlago o‘xshamasa-da, bu amallarning
umumiy xossalari mavjud:

Tartib V2 to‘plamda R, , to‘plamda
ragami
1 | " a, b1V’ vektorlar uchun|" A, Bi R, , matritsalar uchun
a+b=b+a A+B=B+A4
2 " @, b, clV? vektorlar " A, B, (1 R, . matritsalar
uchun uchun
(@+b)y+c=a+(b+¢) (A+B)+ C=A+(B+ ()
3 " alV? vektor uchun " Al R, matritsa uchun
a+0=a (buyerda A+0=A4
0 — nol-vektor) (bu yerda
@ 0 0 .. 06
go 0 0 ... 0
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" @l V? vektor uchun
unga qarama-qarshi

-a vektor mavjud:

" Al R, matritsa uchun
unga garama-qarshi

- A matritsa mavjud:

& 0 0 .. 06
(; -
A+(_A):0:go 0 0 .0
€00 0 .. 0

" a1 V? vektor uchun
1x@=a (11 R)

" Al R, ., matritsa uchun
1xA=AQA1 R)

" al V? vektor va
" a, b1 R sonlar uchun

a(ba) = (ab)a

" Al R, ., matritsa va
" a, b1 R sonlari uchun

a(bA4) = (ab)4

" al V? vektor va
" a, b1 R sonlar uchun

(a+b)a =aa +ba

" Al R, , matritsa va
" a, b1 R sonlari uchun

(a+b)A=aAd +bA

" @, b1V? vektorlar va
" al R son uchun

a(@+b)=aa+ab

" A, Bl R, , matritsa va
" al R sonlari uchun
a(A+B)=aAd+aB

Elementlarni qo‘shish va elementlarni songa ko‘paytirish
amallari xossalaridagi bu umumiylik tabiatan bir-biriga
o‘xshamaydigan to‘plamlarni umumiy nuqtayi nazardan o‘rganish
imkonini beradi va chiziqli fazo tushunchasiga olib keladi.

Bo‘sh bo‘lmagan L to‘plam berilgan bo‘lsin va bu to‘plamda
elementlarni qo‘shish va elementni haqiqiy songa ko‘paytirish
amallari kiritilgan bo‘lsin. Agar "x, y, zl L; a, bl R uchun
quyidagi 8 ta xossa o‘rinli bo‘lsa, bu amallarni chizigli amallar
deb ataymiz:

l.x+y=y +x.

2.(x+y) +z=x+(y+2).

3. L to‘plamda shunday bir q element mavjudki, ixtiyoriy xI L
element uchun x + q = x tenglik o‘rinli bo‘ladi. q elementni nol-
element deb ataymiz.

4. Ixtiyoriy xI L element uchun x + (-x) = q tenglik o‘rinli
bo‘ladigan -x1 L element (x ga qarama-qarshi element) mavjud.
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S. 1 xx=x.

6. a(bx) =(ab)x.

7. (a +b)x =ax +bx.

8.a(x- y) =ax - ay.

Chiziqli amallar kiritilgan L to‘plam chizigli fazo (yoki vektor
fazo), uning elementlari esa vektorlar deb ataladi. Chiziqli fazo
odatdagi uch o‘Ichovli fazoning umumlashmasidan iborat ekan.

R, , va V' 2 to‘plamlarning har biri chizigli fazodir. Chizigli
fazoga doir boshga misol qarashdan oldin, har ganday L chiziqli
fazoda o‘rinli bo‘ladigan quyidagi xossalarni keltiramiz:

1.0 xx=q.

2.-x=(-1) xx.

3.x-y=x+(-Yy).

4. (a- b)x=ax- bx.

5.a(x-y)=ax- ay.

6.a xg=q.

7. a xx =g bo‘lsa, a =0 yoki x =q bo‘ladi.

Bu xossalarning o‘rinli ekanligi chizigli fazo aksiomalari (1—8-
xossalar) dan kelib chigadi.

Misol. (n o‘lchovli arifmetik fazo.) a = ( ay, a,, ..., a,)
vektor berilgan bo‘lsin. Barcha » o‘Ichovli vektorlar to‘plamini R"
bilan belgilaymiz. Bu to‘plamdagi ikkita element ularning mos
koordinatalari teng bo‘lgandagina teng deb hisoblanadi:

a=b0 a,=b (i=1,2,.. n a R, bl R".

R" to‘plamda elementlarni qo‘shish va elementni songa
ko‘paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi:

a+b=(a +b; a,+by, ...;a,+b),;
la=(la;lay..;la).

R" to‘plamning chiziqli fazo bo‘lishligini, ya’ni Kkiritilgan bu
amallarning chizigli amallar ekanligini ko‘rsatamiz. al R", bl R",
c R al R, bl Rbo‘lsin. U holda:
l.a+b=(a,+b; a,+b,; ..;a,+b)=(b +a;; b,+a,; ..; b, +a,)=b+a.

2.(a+b)+c=(ay+b;ay+ by .5 a,+b)+(c; ¢p5 .05 ¢) =

=(a,+b +c,a,+by+cy; . a,+b, +c,) =
=(a; + (b +¢); ay+(by+¢y); ...;a,+(b,+c)) =
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=(ay; ay, .5 a)+(by+c; by+cy .5 b, +c)=a+(b+o).

3.9=0,0, ..., 0 elementni qaraymiz. Ixtiyoriy al R" element
uchun nta
a+q=(a;+0,a,+0; ...; a,+0)=(a; ay; ...; a,)=a
tenglik o‘rinli.
4. al R"bolsin. -a=(-1) xa = (-a;; -ay; ...; -a,) elementni
garaymiz.
at(-a)=(a,+(-a); a,*(-a,); ..; a,+(-a,))=(0, 0, .., 0) =q
tenglik o‘rinli. nta
S.Ixa=(1xa;; 1 xay; ...; 1 xa,)=(a; ay; ...; a,) = a.
6. axb>xa) =axb>a; b>a,; ... ;bxa)=(@%q;a*,; .. ;a*a,)=
=((@xb)a;; (@xb)a,; ... ;(@xb)a,) =(axb) x(a,; a,; ... ; a,).
7.(a+b)a=((a+b)a;; (a+b)a, ...; (@a+b)a,) =
=(aa, +ba; aa, +bay; ...; aa, +ba,) =
=(aa,; aay, ...; aa,) + (ba;; bay; ...; ba,) =aa+ba.
8.a(a+b)=a(a, +b; ay+by ...;a,+b) =
=(a(a, +b)); a(ay + b,); ...; a(a, +b,)) =
=(aa, +ab,; aa, +ab,; ...; aa, +ab,) =
=(aa;; aay; ...; aa,) + (ab,; ab,; ...; ab,) =aa + ab.
Demak, R” to‘plam chizigli fazo ekan. Bu chizigli fazo »
o ‘Ichovli arifmetik fazo deb yuritiladi.
Teorema. Chizigli fazo bo ‘ladigan to ‘plamlar cheksiz ko ‘pdir.
Isbot. Ixtiyoriy » natural son uchun R” to‘plam chiziqli
fazodir. Natural sonlar cheksiz ko‘p bo‘lganligi uchun chiziqgli
fazo bo‘ladigan cheksiz ko‘p to‘plamlar mavjuddir.

EA\% Mashqlar

10.33. Quyidagi to‘plam chiziqli fazo bo‘ladimi:

1) Bo‘sh to‘plam; 2) {1}?

10.34. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami chiziqli fazo tashkil
etishini isbotlang.

10.35. L ={0} to‘plamning chiziqgli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.36. Darajasi » natural sondan oshmaydigan hamda qo‘shish
va ko‘paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha

ko‘phadlar to‘plamining chiziqli fazo bo‘lishini isbotlang.
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10.37. R da aniglangan barcha funksiyalar L = {f(x)} to‘plami
funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirishning odatdagi aniqla-
nishiga ko‘ra chiziqli fazo hosil qilishini isbotlang.

10.38. L = {a xe* + b e¥ixl R} to‘plam chiziqli fazo tashkil
etishini isbotlang.

10.39. [0; 1] kesmada uzluksiz bo‘lgan barcha f(x) funksiyalar
to‘plami funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirishning odatdagi
aniqlanishiga ko‘ra chiziqli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.40. Darajasi n ga teng bo‘lgan barcha ko‘phadlar to‘plami
chiziqli fazo tashkil etmasligini isbotlang.

2. Chiziqli erkli va chiziqli bog‘liq vektorlar. L chizigli fazoning
Xy, Xy, ..., X, vektorlarini qaraymiz. Ushbu

ax tax,+ ... tax, (1

ifoda x;, x,, ..., x, vektorlarning koeffitsiyentlari a, a,, ..., a,
bo‘lgan chizigli kombinatsiyasi deyiladi (bu yerda a, a,, ..., a, —
haqiqiy sonlar).

X}, X,, ..., X, vektorlarning har ganday chiziqli kombinatsiyasi
L to‘plamning elementi bo‘ladi, chunki elementlar ustida chiziqgli
amallar bajarish natijasida shu chiziqli fazoga tegishli bo‘lgan
element hosil bo‘ladi.

1-misol. R* fazodagi x,=(1; 0; 0; 0), x,=(0; 1; 0; 0), x,=(0; 0;
1; 0), x, =(0; 0; 0; 1) vektorlarning koeffitsiyentlari a,, a,, as,
a, bo‘lgan chiziqli kombinatsiyasi R* fazoning ganday vektoriga
teng bo‘lishini aniglaymiz.

Yechish.

ax; +a,x, +ax; +aux, =a,(1; 0; 0; 0) +a,(0; 1; 0; 0) +
+a3(0; 0; 1; 0) +a,(0; 0; 0; 1) =(a;; 0; 0; 0) +(0; a,; 0; 0) +
+(0; 0; a3 0) +(0; 0; 05 &) =(a;; a, az; ay).

Shunday qilib, x, =(1; 0; 0; 0), x, =(0; 1; 0; 0), x5 =(0; 0; 1;
0), x, =(0; 0; 0; 1) vektorlarning koeffitsiyentlari a,, a,, a,,
a, bo‘lgan chizigli kombinatsiyasi koordinatalari a, a,, a,, a,
bo‘lgan to‘rt o‘lchovli (a;, a,, a;, a,) vektorga teng ekan.

Agar yl L vektor L chizigli fazodagi X, Xy, ..., X, vektorlarning
chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishda, ya’ni

y=ax tay, t..tax, (2)
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ko‘rinishda tasvirlangan bo‘lsa, y vektor x;, x,, ..., x;, vektorlar
bo‘yicha yoyilgan deyiladi.

I-misolda (a; a,; a;; a,) =a,x; +a,x, +a,;x; +a,x, ekanligini,
ya’ni to‘rt o‘lchovli (a,; a,; a,; a,) vektor x;, x,, x5, x, vektorlar
bo‘yicha yoyilganligini ko‘ramiz.

L chiziqli fazodagi har ganday x,, x,, x;, ..., x, vektorlar
sistemasi uchun quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin:

1) L chizigli fazoning har ganday vektorini x;, x,, X5, ..., X,
vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin;

2) L chizigli fazoning x;, x,, x5, ..., X, vektorlar bo‘yicha
yoyilmaydigan biror vektori mavjud.

2-misol. R’ fazoning x, =(1; 05 0; 0; 0), x, =(0; 1; 0; 05 0),

. X5 =(0; 0; 0; 0; 1) vektorlarini qaraymiz. y = (y,, 5, V3, Vus
ys) vektor shu fazoning ixtiyoriy vektori bo‘lsin. U holda
YEVX) F X T Y3X5 T YgXy t YsXs
tenglikning to‘g‘ri ekanligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin.

R’ fazoning har ganday y vektorini X;, Xy, X3, X4, X5 vektorlar
bo‘yicha yoyish mumkin.

3-misol. R? fazodagi x, =(1; 2; 0), x, =(2; 3; 0) vektorlar
sistemasini qaraymiz. y = (1; 1; 2)I R® vektorni X, x, vektorlar
bo‘yicha yoyish mumkin emasligini aniglaymiz.

Yechish. yvektorni x,, x, vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin
va yoyilmaning koeffitsiyentlari a,, a, sonlardan iborat deb faraz
gilaylik. U holda y =ax; +a,x, yoki (I; 1; 2) =(a, +2a,; 2a, +
+3a,; 0) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Oxirgi tenglikdan, n oflchovli
vektorlarning tengligi ta’rifiga ko‘ra

_i'al +2az =1,
}Zal +3a, =1,
fo=2

sistemani hosil gilamiz. Bu sistema ziddiyatlidir. Demak, farazimiz
noto‘g‘ri, ya’ni y vektorni x;, x, vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin
emas.

Endi chiziqli fazo nol-vektori q ni berilgan x,, x,, ..., x, vektorlar
bo‘yicha yoyish masalasini qaraymiz.

X, Xy, ..., X; lar L chizigli fazoning ixtiyoriy vektorlari bo‘lsin.
g vektorni shu vektorlar bo‘yicha hamma vaqt yoyish mumkin:
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q=0x, +0x, +... +0x,. 3)

q vektorni berilgan x,, x,, ..., x, vektorlar bo‘yicha yoyish
fagat bir xil usulda (ya’ni faqat (3) ko‘rinishda) yoki bittadan
ortiq usulda bajarilishi mumkin.

4-misol. q=(0; 0; 0) R® vektorni x;, =(2; 05 0), x, =(0; 2;
0), x; = (0; 0; 2) vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish
mumkinligini aniglaymiz.

Yechish. g =a;x; +a,x, +a,;x; yoyilmani garaymiz. Bu
yoyilma o‘rinli bo‘lishi uchun

(05 0; 0) =a,(2; 0; 0;) +a,(0; 2; 0) +a,(0; 0; 2) =
=(2a;; 0; 0;) +(0; 2a,;, 0) +(0; 0; 2a5)
yoki
(0; 0; 0) = (2a,; 2a,; 2a,)

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. n o‘lchovli vektorlar tengligining
ta’rifiga ko‘ra, oxirgi tenglik a, =0, a, =0, a; =0 tengliklar
o‘rinli bo‘lganda va fagat shu holda o‘rinlidir. Bu yerdan ko‘rinadiki,
q vektorni x,, x,, x; vektorlar bo‘yicha q = 0x; + Ox, + 0x;
ko‘rinishdagina, ya’ni fagat bir xil usulda yoyish mumkin.

5-misol. g =(0; 0)I R 2 vektorni x; = (1; 2), x, = (2; 4)
vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini
aniglaymiz.

Yechish. q=ax; +a,x, yoyilmani qaraymiz. Bu yoyilma
o‘rinli bo‘lishi uchun
0; 0) =a;x, +ayx, =a,(1; 2) +a,(2; 4 =(a; 2a,) +(2a;; 4a,)
yoki

(0; 0) =(a, +2a, 2(a, +2a,)

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. Oxirgi tenglik a, + 2a, = 0 shartni
ganoatlantiruvchi har ganday a,, a, sonlar uchun bajariladi.
Bunday a,, a, sonlar esa cheksiz ko‘pdir: a, =¢, a, = - Ly @ R).
Bu yerdan ko‘rinadiki, g vektorni x,, x, vektorlar bo‘yicha cheksiz
ko‘p usullar bilan yoyish mumkin ekan.

6-misol. y=(0; 2; 41 R? vektorni x, =(5;0; 0), x, =(0; 5;
0), x; =(0; 0; 5) vektorlar bo‘yicha yoyamiz.

Yechish. y=ax, +ax, +a,x; izlangan yoyilma bolsin. U holda

(0; 2; 4) =(5a,; 0; 0) +(0; 5a,; 0) +(0; 0; 5a,)
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yoki
(5a,; 5a,; 5a;) =(0;2;4)

1531 =O,

tenglik o*rinli bo‘ladi. Bu tenglik 152, =2, yokia, =0, a,=0,4, a,=
{50, =4
1523

=0,8 bo‘lgandagina bajariladi. Demak, y =0 xx, +0,4 xx, +0,8 xx;.

7-misol. L chiziqli fazoning nol-vektori g ni x;; x,; ..., X,_{;
vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini
aniglaymiz.

Yechish. q=0 xx; +0 xx, +... +0 xx,_, +a xq yoyilmani
kuzatib, bu yoyilma a ning har ganday haqiqiy giymati uchun
o‘rinli bo‘lishini ko‘ramiz. Demak, ¢ vektorni berilgan x,; x,; ...,
X, 1> g vektorlar bo‘yicha cheksiz ko‘p usulda yoyish mumkin.

L chiziqli fazoning x;, x,, ..., x, vektorlari uchun
ax; +ax, +..+ax =q 4)
tenglik a, =a, =... =a, =0 bo‘lgan holdagina bajarilsa, ya’ni nol-
vektor g ni x,, x,, ..., x, vektorlar bo‘yicha fagat bir xil usulda

yoyish mumkin bo‘lsa, x;, x,, ..., x, vektorlar sistemasi chizigli
erkli deyiladi. Agar (4) tenglik kamida bittasi nolga teng bo‘lmagan
a,, a,, ..., a, sonlar uchun bajarilsa, ya’ni nol-vektor q ni
X, X, ..., X, vektorlar bo‘yicha bittadan ortiq usulda yoyish
mumkin bo‘lsa, x;, x,, ..., x, vektorlar sistemasi chizigli bogliq
deyiladi.

4-misoldagi x,, x,, x; vektorlar chizigli erkli, 5-misoldagi x,,
x, vektorlar esa chizigli bog‘liq vektorlar sistemasidir.

7-misoldan ko‘rinadiki, har ganday L chiziqli fazoning tarkibida
nol-vektor gatnashgan har ganday x,, x,, ..., x,_ |, X, vektorlar
sistemasi chiziqli bog‘ligdir.

8-misol. x;, =(2; 4, 1), x, =(; 3; 6), x; =(5; 3; 1)
vektorlarning chiziqli erkli ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. g=a,x, +a,x, +a,x; tenglikni tuzamiz:

(0; 0; 0) =(2a, +a, +5a,; 4a, +3a, +3a;; a, +6a, +a,).

Oxirgi tenglik quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘lgandagina bajariladi:
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12a; +a, +5a;3 =0,
:’4a1 +3a, +3a; =0,
{al +6az +aj =0.

Bu sistemani yechib, a, =0, a, =0, a; =0 ekanligini topamiz.
Demak, q vektorni x,, x,, x; vektorlar bo‘yicha faqat bir xil
usulda yoyish mumkin. Bu esa X, x,, x; vektorlarning chizigli
erkli ekanligini ko‘rsatadi.

Teorema. L chizigli fazoning x,, x,, ..., x, (k> 1) vektorlar
sistemasi chizigli bog‘lig bo‘lsa, u holda bu vektorlarning hech
bo ‘Imaganda bittasi qolganlari orgali yoyiladi va, aksincha, L chizigli
Jazoning x,, x,, ..., x, (k > 1) vektorlaridan birortasi qolganlari
orqali yoyilsa, bu vektorlar chiziqli bog liq sistema hosil qiladi.

Isbot. x;, x,, ..., x, (k>1) vektorlar sistemasi chizigli bog‘liq
bo‘lsin. U holda, a,x, +a,x, +...+a,x, =qtenglik o‘rinliva a, a,,
..., &, sonlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘ladi. Umumiylikni
saglagan holda, a, * 0 deb hisoblaymiz.

a; * 0 bo‘lgani uchun

a a a
X1 :a—2X2 - a—3X3 - a—kxk
1 1 1

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, x, vektor golgan vektorlar bo‘yicha
yoyiladi.

Endi x|, x,, ..., x, (k> 1) vektorlarning birortasi, masalan, x,
vektor golganlari orqgali yoyilsin:

X =a tagx, t..tax,.

U holda, -x; +a,x, +ax; + ... + a,x, = q tenglik hosil bo‘ladi,
ya’'ni (4) tenglik a, =-1* 0 da o‘rinli bo‘ladi. Demak, x,, x,, ...,
x, vektorlar chizigli bog‘lig bo‘ladi.

9-misol. x,=(1; 2; 3), x,=(3; 4, 5), x;=(5, 6; 7)
vektorlarning chiziqgli bog‘liq ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. g=ax, +a,x, +a,x; yoyilmani garaymiz.

a,;x, +ayx, +a;x; = (a, +3a, + 5a,; 2a, +4a, + 6a,; 3a, +
+ 5a, + 7a,)
bo‘lgani uchun, garalayotgan yoyilma a,, a,, a, ning
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_i_al +3a2 +5a3 = O,

%2a1 +4a2 +6a3 = O,

}3&1 +53.2 +7a3 =0
sistemani ganoatlantiruvchi giymatlaridagina o‘rinli bo‘ladi.
Sistemaning asosiy determinanti nolga teng:

1 35
=2 4 6
3 57

=0.

Shuning uchun sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu
yerdan, q vektorni x,, x,, x; vektorlar bo‘yicha cheksiz ko‘p
usullar bilan yoyish mumkinligi, ya’ni x;, x,, x; vektorlarning
chiziqli bog‘ligligi kelib chigadi.

10-misol. x,=(-2; 3), x,=(-8;12) vektorlarning chiziqli
bog‘liq ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. x, vektorni x, vektor orqali yoyish mumkin:
x, = 4x,. Isbotlangan teoremaga ko‘ra, x;, x, vektorlar chizigli
bog‘ligdir.

(%‘% Mashqlar

10.41. 1) R fazodagi x, = (1; 2; 3), x,=(0; 2; 3), x;=(0; 0; 1)
vektorlarning koeffitsiyentlari 1; 5; - 2 bo‘lgan chiziqli kombina-
tsiyasi R 3 fazoning ganday vektoriga teng bo‘lishini aniglang.

2) R* fazodagi x, = (1; 2; 3; 0), x, = (0; 1; 4; 0) vektorlarning
koeffitsiyentlari 1, 0 bo‘lgan chiziqli komblnat51yas1 R3 fazoning
ganday vektoriga teng bo‘lishini aniglang.

10.42. 1) y=(1; 2; 3)1 R3 vektorni x,=(1;0; 0), x,=(0; 1; 0),
x; =(0; 0; 1) vektorlar bo‘yicha;

2) y=(0; 1; 3)I R3 vektorni x; =(3; 0; 0), x,=(0; 3; 0), x;=(0;
0; 3) vektorlar bo‘yicha yoying.

10.43. 1) y = (1; - 1; 0) vektorni x, = (0; 0; 1), x, =(0; 1; 0)
vektorlar bo‘yicha;

2) y=(;-1; - 1) vektorni x, = (3; 0; 0), x, =(0; 3; 0), x;=(0; 0;
3) vektorlar bo‘yicha yoyish mumkinmi?
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10.44. 1) g=(0; 0; 0) vektorni x, = (- 1; 0; 0), x, =(0; - 1; 0),
x; =(0; 0; - 1) vektorlar bo‘yicha;

2) q=(0; 0; 0; 0) vektorni x; =(-1; 0; 0; 0), x,=(0; -1; 0
0), x;=1(0; 0;-1;0), x,=(0; 0; 0; - 1) vektorlar bo‘yicha necha
xil usulda yoyish mumkin?

10.45. x;, x,, x;l R3 vektorlarning chiziqli erkli ekanligini
isbotlang, bunda:

D) x;=(15 25 3), x,=(-1; 3, 2), x3=(7; - 3; 5);

2) x; =475 8), x,=(9; 15 3), x;=(2; - 4; 1);

3) x,=(8; 2; 3), x,=(4; 6; 10), x;=(3;-2; 1);

4) x,=(10; 3; 1), x,=(1; 4; 2), x;=(3; 9; 2).

10.46. x,, x,, x;l R® vektorlarning chizigli bog‘liq ekanligini
isbotlang, bunda:

) x,=(1;2; 3), x,=(2; 4, 6), x;,=(0; 1; 2);

2) x;=(1; 15 2), x,=(0; 1; 3), x;=(2; 2; 4);

3) x,=(1; 25 3), x, =(8; 13; 18), x;=(2; 3; 4);

Hhx=CG-11;3),x=02;-3; 1), x=(-4, 5, 5).

10.47. x,, xzi R 2 vektorlarning chiziqli bog‘liq ekanligini
isbotlang, bunda:

1) x, =(1; 2), x, =(2; 4), 2) x,=(0; 1), x, =(0; 3);

3) x,=(-2; 4), x, =(-6; 12); 4) x, =(1; 3), x, = (4; 12);

5) x; =15 2), x, = (-2;4); 6) x; =(-3; 2), x;=(-9; 6).

10.48. L chizigli fazoning x,, x,, ..., X;, X, ..., X, vektorlari
sistemasining biror qismi chizigli bog‘liq bo‘lsa, sistemaning o‘zi
ham chizigli bog‘liq bo‘lishini isbotlang.

3. Chiziqli fazoning o‘lchovi va bazisi. R ! = R chizigli fazoning

=5 vektorini qaraymiz. Bu vektor uning bitta vektoridan tuzilgan
chizigli erkli sistemasi bo‘ladi, chunki a,x, = q yoki a,; x5 =0
tenglik a, =0 bo‘lgandagina bajariladi.

Endi R!= R fazoning ixtiyoriy ikkita x,, x, vektorlarini olib,
ularning chiziqli bog‘liq yoki chiziqli erkli ekanligini tekshiraylik.

Agar x, =0 yoki x, =0 bo‘lsa, x;, x, sistema chizigli bog‘liqdir
(2-band).

x; 1 0vax,* 0bolsin. U holda a,x, +a,x, =0 tenglik a, a,
larning cheksiz ko‘p giymatlarida bajariladi, chunki ixtiyoriy A R
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haqiqiy son olmaylik, a; =¢, a, =- z—;t sonlar qaralayotgan

tenglikni ganoatlantiradi. Bu yerdan, x,* 0, x,* 0 bo‘lganda ham
X, X, sistema chiziqli bog‘liq ekanligini ko‘ramiz.

Shunday qilib, R' = R fazoning har ganday ikkita x,, x, vektori
chiziqli bog‘liq sistema hosil qgiladi.

Yugoridagi mulohazalardan ko‘rinadiki, R! dagi har ganday
nolmas vektor chizigli erkli sistema hosil giladi va har ganday
ikkita vektor chiziqli bog‘liq bo‘ladi.

Agar L chizigli fazoda chizigli erkli sistema hosil giluvchi biror #
ta vektor topish mumkin bo‘lib, L chiziqli fazoning har ganday
n + 1 ta vektori chizigli bog‘liq sistema hosil qilsa, L chiziqli fazo
n o ‘lchovli fazo deyiladi.

R = R chizigli fazo (to‘g‘ri chiziq) bir o‘Ichovii chizigli fazo
ekanligi yuqorida isbotlandi.

Chizigli algebra kursida R " arifmetik chizigli fazoning » o‘Ichovli
chiziqli fazo ekanligi isbotlanadi. Shunga ko‘ra R? chiziqli fazo
(tekislik) ikki o ‘Ichovli chizigli fazo, R> fazo (biz yashab turgan
fazo) uch o‘lchovli chizigli fazodir.

n o‘lchovli L chizigli fazoning chiziqli erkli » ta vektorlar
sistemasi uning bazisi deyiladi.

Teorema. n o‘lchovli chizigli fazoning har qanday vektorini
uning bazis vektorlari bo‘yicha yoyish mumkin va bu yoyilma
yagonadir.

Isbot. x|, x,, ..., X, vektorlar sistemasi n o‘lchovli L chiziqli
fazoning biror bazisi, y esa shu fazoning ixtiyoriy vektori bo‘lsin.

X;, Xy, ..., X,, ¥ vektorlar sistemasi n + 1 ta vektordan iborat va,
demak, chiziqgli bog‘liqdir, ya’ni
ax; +ax,+..+a,x,+a, y=4q (1)

tenglik orasida nolga teng bo‘lmaganlari ham mavjud bo‘lgan a,,
a,, ..., a,, a,,, koeffitsiyentlar uchun bajariladi. a,,, son nolga
teng bo‘Imagan koeffitsiyentlar safiga albatta kiradi, chunkia,, =0
bo‘lsa, koeffitsiyentlari orasida noldan farqglilari mavjud bo‘lgan va
X5 Xy, ..., X; vektorlarning chiziqli erkliligini inkor etadigan

a;x +tax,+..+a,x,=q

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, (1) tenglikdan
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aj ar ay
X| - Xy = .-
apn+l an+l an+l

y= Xn

tenglikni yoki
y=lhx +lx+..+1 x, (2)
tenglikni yozish mumkin. (2) tenglik y vektorning bazis vektorlar
bo‘yicha yoyilmasidan iboratdir. Bu yoyilmaning yagonaligini
isbotlaymiz.
y vektor (2) dan boshqga, yana bir
y=16x, +1 ¢x,+...+1 ¢x, 3)
yoyilmaga ega bo‘lsin. (2) va (3) tengliklardan quyidagiga ega
bo‘lamiz:
y-y=q=(,-1®x;+(,-1¢x,+...+( - 1¢)x,
X}, Xy, ..., X, vektorlar sistemasi chizigli erkli bo‘lgani uchun
oxirgi tenglikdan
L-1¢=0,1,-1¢=0,..,1,-1¢=0

Lo=1g, 1,=1¢, .., 1, ,=1¢
ekanligi, ya’ni y vektorning x,, x,, ..., X, bazis vektorlar bo‘yicha
har qanday yoyilmasi (2) yoyilma bilan ustma-ust tushishi kelib
chigadi. Demak, y vektorni x;, x,, ..., X, bazis vektorlar bo‘yicha
yoyish mumkin va bu yoyilma yagonadir.

n o‘lchovli chiziqli fazo vektorining berilgan bazis vektorlari
bo‘yicha yoyilmasidagi koeffitsiyentlar shu vektorning berilgan
bazisdagi koordinatalari deyiladi.

Chizigli algebra kursida R" fazodagi x, = (a,,, a5, ..., a;,),
X, = (), Gy ooy @), ooy X, = (a,,, a,, ..., a,) vektorlarning
shu fazoda bazis tashkil etishi uchun

yoki

a4 .- Ay
D=|%1 42 - dyp|1 “4)
a,1 Quy ... 4y

determinantning noldan farqli bo‘lishligi zarur va yetarli ekanligi

isbotlanadi.
Misol. R3fazoning x=01;-2;3),x,=4,7,2), x3=(6; 4; 2)
va y=(-9; 0; 1) vektorlari berilgan. x,, x,, x; vektorlarning bazis
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tashkil etishini isbotlaymiz va y vektorning shu bazisdagi koordina-
talarini topamiz.

Yechish. x,, x,, x; vektorlarning berilgan koordinatalaridan
tuzilgan determinantni hisoblaymiz:

1 -2 3
D=|4 7 2|=14-24+48-126- 8+16=-80.
6 4 2

D=-80* 0 bo‘lgani uchun, x,, x,, x; vektorlar bazis tashkil
etadi. y vektorning shu bazisdagi koordinatalari a, a,, a;, ya'ni
y=a;x; + x,a, +x;a; bo‘lsin. U holda (-9; 0; 1) =(a, +4a, + 6a,;

_i'al +4az +6a3 =9,

-2a, + 7a, + 4a,; 3a, + 2a, + 2a,) yoki _|l_-2a1 +7a, +4a; =0,
13a, +2a, +2a; =1

bo‘ladi. Bu sistemani yechib, a, =1, a, =2, a; = -3 ekanligini
topamiz. Demak, y vektorning izlangan koordinatalari (1; 2; - 3)
ekan: y =(1; 2; - 3).

(%‘% Mashgqlar

10.49. R3 fazoning x,, X,, x; va y vektorlari berilgan. x,, x,, x;
vektorlarining bazis tashkil etishini isbotlang va y vektorning shu

bazisdagi koordinatalarini toping.

D) x;=(1; 2;3), x,=(-1;3;52),
x;=(7;3;5),  y=(8 4 13);

2) x,=(8; 2; 3), x,=(4; 6;10),
x,=3;-2; 1), y=(7; 4 11);

) x =254 1), x=(1;3;6),
x=(5 3 1), y=(6;12; 3);

4 x=(1;-2;3), x,=47; 2),
x;=(6;4;2), y=(14; 18; 6);

) x =752, 1), x=(43;5),

x,=03;4;-2), y=(24;20;-5).

10.50. Tekislikdagi barcha vektorlar (yo‘naltirilgan kesmalar)dan
tuzilgan chiziqli fazodagi har qanday ikkita nokollinear vektor
shu fazoning bazisini tashkil etishini isbotlang.
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TEST SAVOLLARIDAN
NAMUNALAR

1. b soni f(x) funksiyaning x® +¥ dagi limiti deyiladi, agar har
ganday e> 0 son uchun shunday:

A) (M; +¥) oraliq topilsaki, unda f'(x) - b <etengsizlik bajarilsa;

B) (M; +¥) oraliq topilsaki, unda | /(x) - b| <e tengsizlik bajarilsa;

D) (M; - ¥) oraliq topilsaki, unda | f(x) - b| <etengsizlik bajarilsa;

E) (M; -¥) oraliq topilsaki, unda f(x) - b <e tengsizlik bajarilsa;

F) (M; +¥) oraliq topilsaki, unda | f(x) - b|> etengsizlik bajarilsa.

2. Agar f(x) va j (x) funksiyalar x® ¢ da mos ravishda b va ¢ ga
teng limitlarga ega bo‘lsa, ularning f(x) + g(x) yig‘indisi

A) x® +¥ da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

B) x®-¥ da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

D) x® ¥ da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

E) x® a da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

F) x® a da | b + ¢| limitga ega bo‘ladi.

3. f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz deyiladi,

A) agar f(x) = f(a) bo‘lsa;
B) agar f(a - 0) * f(a +0) bo‘lsa;

D) agar li(én f(x)=¥ Dbo‘lsa;
xX® a

E) agar lim f(x)=- f(x) bo‘lsa;
x® a

F) agar f(x) funksiya x = a nuqtada aniglangan va f(x) - f(a)
ayirma x® a da cheksiz kichik bo‘lsa.

4. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x = ¢ nuqtada aniglangan bo‘lsa,
u holda

A) ularning faqat yig‘indisi (ayirmasi va ko‘paytmasi emas) shu
nuqtada uzluksiz bo‘lishi mumkin;

B) ularning yig‘indisi va ayirmasi (ko‘paytmasi emas) shu nuqtada
uzluksiz bo‘lishi mumkin;

D) ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi ham shu nuqtada
uzluksiz bo‘ladi;

E) ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi ham shu nuqtada
uzluksiz bo‘lishi mumkin;

F) ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi shu nuqta yotgan
oraligda uzluksiz bo‘ladi.
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5. Agar f (x) va g (x) funksiyalar x = @ nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
u holda

A) % funksiya ham shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

B) M g(x)

va

g(x) f(x)

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

D) funksiya ham shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

f(X) g( )

E) g(x)* 0 bo‘lganda g Eg funksiya ham shu nuqtada uzluksiz
bo‘ladi;

F) f(x)* 0 bo‘lganda % funksiya ham shu nuqtada uzluksiz
bo‘ladi.

6. Oraligning (intervalning) barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lgan
funksiya

A) shu oraligning (intervalning) ayrim nuqtalarida uzluksiz
deyiladi;

B) shu oraligning (intervalning) fagat nuqtalarida uzluksiz
deyiladi;

D) shu oraligning (intervalning) fagat o‘rtasida uzluksiz deyiladi;

E) shu oraligda (intervalda) uzluksiz deyiladi;

F) shu oraligning faqat ko‘rsatilgan gismida uzluksiz bo‘ladi,

deyiladi.
7. Agar x radianlarda berilgan bo‘lsa, u holda llél’lo S”;x =
X
A) 0; B) 1; D) -1; E) -¥; F) +¥.

8. Agar x radianlarda berilgan bo‘lsa, u holda lién sinx =
xX® a

A) a; B) sing; D) Sme E) a sinx; F) sinZ

>
9. Agar a(x) o‘zgarmas funksiya x® +¥ da cheksiz kichik bo‘lsa,
A) x ning barcha giymatlarida a(x) = 0 bo‘ladi;
B) x ning barcha giymatlari a(x) = +¥ bo‘ladi;
D) x =0 da a(x) =0 bo‘ladi;
E) x=0 da a(x) =-¥ bo‘ladi;
F) x=0 da a(x) = 1 bo‘ladi.

370

www.ziyouz.com kutubxonasi



10. Agar P(x) = a,x™ +a, x ™! + .. +a, va Q(x)=bx" +
+b, \x mly o+ by, a,* 0, b,* 0 va ko‘phadlarning darajalari m <n

bo‘lsa, u holda lim 2% = botladi.
x®@¥ 0(x)
m. 0 . m .
NmB R D) B B

11. a ning A radiusli teshilgan (o‘yilgan) atrofi

A) shu nugtaning o°zi chiqarib tashlangan atrofidan iborat;

B) (a - h; a) va (a; a + h) oraliglarning birlashmasidan iborat;
D) (-¥; a) va (a; +¥) oraliglarning birlashmasidan iborat;

E) (-¥;h) va (h; +¥) oraliglarning birlashmasidan iborat;

F) (- h; a) va (a; h) oraliglarning birlashmasidan iborat.

12. Agar [a; b) yarim intervalda berilgan f(x) funksiya uchun

(grgl 0 f(x)=+¥ bo‘lsa, x = b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigi
X® b-

uchun:
A) gorizontal asimptota; B) vertikal asimptota;
D) gorizontal urinma; E) vertikal urinma;

F) og‘ma asimptota.

13. Agar f funksiya [a; b] kesmada o‘suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz bo‘lsa, u holda shu funksiyaga

A) [a; b] kesmada (mos ravishda [b; a] kesmada) aniglangan f !
teskari funksiya mavjud;

B) [a; b] kesmada aniglangan /! teskari funksiya mavjud;

D) [f(a); f(b)] kesmada (mos ravishda [f(b); f(a)] kesmada)
aniglangan ! teskari funksiya mavjud bo‘ladi;

E) [f(b); f(a)] kesmada (mos ravishda [f(a); f(b)] kesmada)
aniglangan /! teskari funksiya mavjud;

F) [f(a); f(b)] kesmada aniglangan /! teskari funksiya mavjud.

6
lim =1 =
14. xl®1x3-1
A) 0: B) 2: D) 3:  E) +¥: F) -¥.

15. f(x) = kx + b to‘g‘ri chiziq f funksiya grafigining x® ¥ dagi
og‘ma asimptotasi bo‘lishi uchun ... bo‘lishi zarur va yetarli.

A) k=)§i@g1§4f(X), b=)}gr§(f(x)-k);
B) k=x, b:)}glgéf(x);
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D) k =)§g@n§£(f(x)- b), b=)§%@m (f(x)- kx);
D) k= lim (f(x) b), b= 1lim LX),
X® ¥ X X®¥ X
B) k= lim f( ) b= lim (f(x)- kx).
X® ¥

16. f(x) funksiyaning x = a nuqtada chapdan (shu kabi o‘ngdan)

uzluksiz bo‘lishi uchun ... bo‘lishi zarur.

A) f(a- 0) =f(0) (mos ravishda f(a + 0) = f(0);
B) f(a- 0) =0 (mos ravishda f(a + 0) = 0);

C) fla- 0)* f(a+0);

D) f(a- 0) =f(a+0);

E) f(a- 0) =f(a) (mos ravishda f(a + 0) = f(a)).

17. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz, monoton va

f(a) f(b) <0 bo‘lsa, funksiya shu oraligning ... nuqtasida nolga ayla-
nadi.

A) fagat bir;

B) tasodifan bir;

D) hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi;
E) f(a) f(b) > 0 bo‘lsa, bir;

F) kamida bir.

18. y = f(x) funksiyada x = x, nuqtada olingan f&x,) hosila deb

A) har ganday DI;IG};O% limitga aytiladi, bunda Dy = f(x + Dx) —

—f(x) funksiya orttirmasi, Dx — argument orttirmasi;

B) % nisbatga aytiladi, bunda Dy — funksiya orttirmasi, Dx —

argument orttirmasi;

D) chekli Dlir(go% limitga aytiladi, bunda Dy — funksiya orttir-
masi, Dx — argument orttirmasi;

E) chekli xlgl; (Dy - Dx) limitga aytiladi, bunda Dy — funksiya

orttirmasi, Dx — argument orttirmasi;

F) )}%@rli % limitga aytiladi, bunda Dy — funksiya orttirmasi, Dx —
argument orttirmasi.

19. Agar biror y kattalik y = f(x) qonun bo‘yicha o‘zgarayotgan

bo‘lsa, bu Kattalikning x = x,, dagi o‘zgarish oniy tezligi ... ga teng.
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Df (xo)

A) £(x,); B) . D) £ax,); E) f(x,+Dv) - £(x,); F) L (x“

20. A(xy; ¥p) nuqtada y =f(x) egri chiziqqa o‘tkazilgan unnmamng
k burchak koeffitsiyenti ... ga teng.

A) fix), B) f(x+Dx) - f(xp); D) f(xp); E)f&x); F)
X0

21. Agar f(x) va g(x) funksiyalar f&x), g&x) hosilalari maVJud
bo‘lsa, u holda (f(x) = g(x))¢=

A) f&x) xg8x); B) f&x) £ gkx); D) f&x £ y); E) ghx £ y); F) f(x) £g(x).

22. Agar f&x) va g €x) hosilalar mavjud bo‘lsa, (f(x)g (x))¢=

A) fEx)g &x); B) f&x)g&x) + C, C — o‘zgarmas;
D) f&0)f (x) + g Kx)g(x); E) f&x)g(x) + ghx)f (x);
F) f&0)g &x) + f(x)g(x).

23. Agar f&x) va g&x) hosilalar mavjud va g(x) * 0 bo‘lsa, o (6% _

Df(xo)

g(x)o
Sax) . fax) .
AR B) e
D) fﬂ(x)g(x) f(x)gﬂ(x) E) FUx)g(x)- f(x)gd(x)
g2 (x) g(x)
F) fﬁ(x)g(x)+f(x)gd(x)
g2 (x)

24. Berilgan f(x) =x 9, al R funksiyaning f&x) hosilasi ifodasini
ko‘rsating:

A) axx*; B) I; D) 0; E) axx?1; F) fa(x).
25. f(x) funksiyalarning f&x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:
fx) = f&x) =

1) sinx; 2) cosx; K) sinx; L) -sinx; M) cosx;

) . 1. 1. 1
3) g5 4) clex; N) cos? x’ P) cos? x’ Q) sin? x
A) 1K, 4P, 3M, 2N; B) 1M, 4Q, 3P, 2L;
D) 2L, 4K, 3Q, IN; E) 3R, 4K, 2M, 1Q;

F) 4Q, 3N, 2K, 1L.
26. f(x) funksiyalarning f&x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:
fx) = f&x) =
1) €5 2) ¢ (a>0, at 1); K) ﬁ; L) &5 M) Ind";
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3) Inx (x> 0);

N) d¥lna; P) %logax; Q) %

4) log,x (@>0, a* 1, x>0);

A) 1K, 2P, 3M, 4Q;
D) IL, 2N, 3Q, 4K;
F) 1Q, 2K, 3M, 4N.

B) IM, 2Q, 3P, 4N;
E) IN, 2M, 3K, 4L;

27. f(x) funksiyalarning f&x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:

fx) =
1) arcsinx; 2) arccosx;
3) arctgx; 4) arcctgx;

A) 1L, 2N, 3Q, 4P;
D) IM, 2K, 3P, 4Q:;

S&x) =
1. 1. 1.
Kz D= M =
I S R 1
N == P Q oy

B) 1K, 2Q, 3M, 4N;
E) IN, 2P, 3M, 4Q;

F) 1Q, 2L, 3K, 4M.

28. Agar u=j (x), y=f(u) bolsa va j €x), f&€u) hosilalar mavjud
bo‘lsa, u holda y =f (j (x)) murakkab funksiya hosilasi y ¢=... bo‘ladi.

dy _ fax) .
A& Tm

E) 2= fqwj €0 F) 2= £ (wy ).

B) 2= fqjdx); D) L= fawy@:;

29. Agar y =f(u), u=j (9, t=y(x) bo‘lsa, y¢=... bo‘ladi.

&y _ S
A E Ty

O L= rqwyj qoy ();
E) 2 = £4j )y (x)).

30. Agar y = f{x) va x = (y) o‘zaro teskari funksiyalar hosilalari
mavjud va fx)! 0 bo‘lsa, u holda j €y) = ... bo‘ladi.

F) f&x).

B) 2= fdj an)y 4x):;

D) 2= £( (y dx));

S(x) . x_ . .
A Ty O RRAT DR
31. Agar (a; b) intervalda uzluksiz bo‘lgan fix) funksiyaning
f&x) hosilasi shu intervalda musbat bo‘lsa, funksiya unda ... .
B) ofsadi;
F) monoton emas.

B) L2; D) E)

A) kamaymaydi;
E) o‘smaydi;
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32. Differensiallanuvchi funksiya x = ¢ nuqtada ekstremumga ega
bo‘lishi uchun f c) =0 bo‘lishi ... .

A) yetarli; B) zarur va yetarli; D) zarur;

E) vyetarli, lekin zaruriy emas; F) shart emas.

33. Funksiya hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtada funksiya
ekstremumga ...

A) ega bo‘lmaydi; B) har vaqt ega bo‘ladi;
D) fagat minimumga ega bo‘ladi; E) ega bo‘lishi mumkin;
F) fagat maksimumga ega bo‘ladi.

34. f(x) funksiya cl (a; b) nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. Agar
f&c) =0 va ¢ nugtadan chapda f¢> 0, nugtadan o‘ng tomonda f¢< 0
bo‘lsa, funksiya x = ¢ nuqtada ... ga erishadi.

A) lokal minimum;

B) maksimum yoki minimum ;
D) lokal maksimum;

E) intervaldagi eng kichik giymat;
F) intervaldagi eng katta qgiymat.

35. f®x) hosila x = ¢ nuqtada Oga teng. Bu nuqta f(x) funksiya
uchun ganday nuqtadan iborat?

A) minimum; B) bukilish; D) maksimum;

E) ekstremum,; F) uzilish.

36. Lagranj teoremasi: agar f (x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz

va oraligning ichki nuqtalarida differensiallansa, bu kesmada shunday
x = s nuqta topiladiki, unda ... tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ay LBL9 < rqe): B) LA - rqe);
- . S(x)- f(b) _ .
C) ()~ fane- a=7a); D) LB fao);

E) J)+f(b) _ = fdc).

x+a

37. Agar [a; b] kesmada f(x) funksiya uzluksiz va f&> 0 bo‘lsa,
funksiya grafigi gavariqligi bilan ... qaragan bo‘ladi.

A) yuqoriga; B) o‘ngga; D) pastga; E) har tomonga; F) chapga.
38. (x+a)" Nyuton binomi yoyilmasidagi (k + 1)- hadi ... ko‘rinishda
bo‘ladi.

375
www.ziyouz.com kutubxonasi



A) Ckxnak, B) Ck x"ka". Dy Cn+kx a™ k.
E) Ckxmkqk, F) C;’Hlfx”ak
39. Har qaysi f(x) funksiyaning F(x) boshlang‘ich funksiyasini
ko‘rsating:
fx) = F(x) =
Re_ - 2 2 3x2_ . 2 [iav_9)3 -
A) J3x 2’B)\/3x—-2’ X>3 K) Nk L) 9 3x-2)";

P) %\/3x— 2 N)(3x-2)V3x-2;
1) AK, BL; 2) AP, BK; 3) AL, BP; 4) AN, BP; 5) AL, BN.
40. of (x)dx=F(x)+C, (1 Rbo‘yicha har qgaysi f(x) funksiyaga

gaysi F(x) funksiya mos?

fx) = Fx) =

K) —5; L) cosx; M)

2,2
) A) (+x?) ; B) sinx;
1+x sin“ x 2
D) -sinx; E) -tgx; F) -ctgx;
G) arctgx; H) arcsinx.
1) KA, LD, ME; 2) KG, LB, MF; 3) KA, LF, MG;
4) KE, LG, MH; 5) KD, LB, MB.

41. (E _dx integralni toping:
2x2-L2
A) x3 - arctg(x- H+C; B) 2x +C;
3
D) 2x3-Inx2+C; E) 2%+§+c;

F) 2x3-2Inx+C.

) 2
42, LOsin_ x-4€0S” X v integralni hisoblang.
sin“ xcos” x

A) 10tgx +4ctgx +C; B) 6tgx - 8sin2x +C;
D) -0+ 1 4, E) 10In(cos> x)- ——+C;
cosx sinx

F) 6ctgx - 8cos2x +C.
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43. O‘zgaruvchini almashtirishdan foydalanib hisoblang:

3
.ctg” 4 xdx < d
J = va K= -2
sin? 4x xIn x

A) J—tg 2, K=x"* B) J=- S8, K=ln(lnx)+C:

D) J =cos4x, K:ﬁ; E) J=sindx, K=e *;

F) J=tg4x, K=In? x.

44. O‘zgaruvchilarni ajratishdan foydalanib, y ¢=x3y3 differensial
tenglamaning y(1) =- 4 boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechi-

mini toping.
A) 16x3; B)-4x4% D)-4x-% E)-16x3 F)-16x-3.

45. S; = ox2\/1+x dx-? S2= C‘)% ?
X

A) S| = 52, S, =2arcsin 2 B) S, =52, §, =arccos4;
D) § = ,S2 =2arccos4; E) §; =25, =y1-x*
F) S$; = -52 , O =%arcsin4.

(35 \ XL
46. xl(éng¥( 3t ) ni hisoblang.

14
A)15; By e3; D) +; B e’ PL

47. Bir aylanada yotgan besh nuqta ustidan gancha vatar o‘tkazish
mumkin?

A) C2; B) 43; D) P; E) 4; F)C;.

48. Cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyada:
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49. y=x3- 3x chiziq va uning X, =- 1 abssissali nuqtadagi urinmasi
bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.

A) 5,25; B) 6,75; D) 6,25; E) 4,75; F) 5,75.
50. I integraldan har biri gaysi K ifodaga tengligini va ... nuqtalar
o‘rnida turgan ifodani ko‘rsating.

b b
I: A) of (x)dx; B) of (x)dx;
a b

d d b
D) &f (x)dx=...+3f (X)dx; E) S (x)+q(x)ldx;

b e b
Kil) -of (x)dx; 2) of (x)dx; 3) -f(x)dx; 4) 0;

a a

b b b b
5) of ()dx+y(x)dx; 6) f (x)dx- ¢y(x)dx;
a a a a
d-e 2b 2b
7y of(x)dx; 8) f(x)dx; 9) C; 10) f(x)dx.
c b 2a
A) A3, Bl, D7, E4; B) Al, B4, D2, ES;
D) A5, B8, D6, E9; E) A10, B9, D4, Eo6;

F) A8, B6, D9, E10.
51. Agar [a; b] kesmada f(x) 3 0 funksiya uchun k £ f(x) £ K
b
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ?(b- a)£ f (x)dx£ K'? bo‘ladi. ? belgilar
a
o‘rniga mos ifodalarni tartibi bo‘yicha yozing:
A) (k- a), (k- b); B) (K- k), (K+k); D)k, (b- a);
E) (k- b), (k+b); F) (K- a), (k+D).
52. f (x) funksiya [a; b] kesmada monoton o‘suvchi. Agar [a; b]

kesma teng n bo‘lakka bo‘lingan va bo‘linish nuqtalari @ =x,<x, <...
<x,=b bo‘lsa, u holda

n-1 b n
9 9
=34 2£Qf(x)dx£5 3 ?
k=0 " k=1
bo‘ladi. ? belgilari o‘rniga mos ifodalarni tartibi bilan yozing.
A) X, f(X), x, 1, n- 1, X B) Xo, X X, - 2, f(x,));

D) b+a, f(x,. ), b+a, n- 1, f(x,_)); E)b-a,f(x),b-a, nfx),
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F) Xy X 1o f(xk_z)a Xy X 1o 2, f(xk_z)-

53. Trapetsiyalar formulasi:

f

b
o/ (x)

dx»l(
n

WO 4 (x4t £O)

? belgilar o‘rniga mos ifodalarni kelish tartibida yozing.

A) b- a, b, x,; B) b+ a, na, x,; D) ab, x, |, x, 5
. b
E) Jab, b- a, nxy;; F) ‘/;, nb, nx.
54. x>0, a >0 uchun
Topilsin: Javob variantlari:
(1) (2) (3) 4) 5)
1 1 a
(In(ax))¢ pees < £ | na+lnx | e~
=L palnx| 2 -2 e e? 1
e
lim Inx 0 +¥ -¥ 1 e
X® +¥
lim In x +¥ -¥ -1 e 0
X® +0
55. a>0, >0 uchun:
Topilsin: Javob variantlari:
(1) (2) (3) 4) 5)
a* X7 a”¥ a+d@ ay a”y arxy
= 17 ew] o || ©
ay "4 a Yy
(@Y &y | @ @ Ya¥ | (@)*
(ab)* a+ b ab* &b ab (a+b)*
a)” < a a*
(b) @- b b* | @
56. Kombinatorika elementlari:
Asosiy Javob variantlari:
formulalar (D) 2) 3) 4) ®)
Ak = (mDO = | mxk | mxk! k™ mk
Ak = k! m! (m-k)! (m+k)! m!
m = m! k! m+k)! | ol | m- k)
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davomi

= m!(m- D1 (m-1)! (m+1)! | m(m-1) m!
Cck= _ k! k+1 k-1 (m+1)! k!
m (m+k)! m! m! ml(m+k)! | k!(m-k)!
k=ky ety , (kD! k e K
Pk ky o k)=| K g ko K TRy Lok | K Ty Lo Ky Ty L
Ch= Coil Ci Clim Ceim Clom
57. Ehtimollik nazariyasi elementlari:
Qo‘shish Javob variantlari:
teoremalari (D) 2) 3) 4) &)
AU B = /& uchun
P(AUB)= [P(AUP(B)| P(A)+ P(B)|P(A)- P(B)|P(A)NP(B)(P(A- B)
P(A) = P(A) 1- P(A) | 1+P(A) [1- P(A) |1+ P(A)

58. Bitta ehtimollik fazosidan olingan erkli 4 va B tasodifiy hodisalar

uchun:
Javob variantlari:
) (2) 3) 4) 5
P(ANB)= [ P(A)xP(B)|P(A)+ P(B)| P(ANB) | P(ANB) |P(ANB)
P(A)+ P(B)- | P(4+B)- |P(A+B)+ | PA+PB+|PA)- PB+
PCANBY= | payxp(B) |- P(4)<P(B) |+ P(A)xP(B)| + PAYPB) |+ PUA)PLA)

59. X hodisa ro‘y bergandagina A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi

PA|X) =

A) P(X)

E) P(A)

P(AUX) |

5

P(ANX) |

5

60. Bernulli formulasi P
E) Cm n- m n

380

P(ANX) P(AUX) |
Do P
P(X)
) P(ANX) "
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JAVOBLAR

I bob

1.9. |sinx | £ 1,|cosx|£1,0£ 1 - cosx £ 2 ekanligidan, foydalaning. 1.11. 4)
x = R(t - sint), y= R(1 - cost). 1.16. Ko‘rsatma: BM?= OB? - OM? =
= OB? - (0OA- MA)* = MA(20A - MA), bundan izlanayotgan munosabat
chiqarib olinadi. 1.19. 1) to‘g‘ri burchakli EVS uchburchak
bo‘yicha r, = r;sina, endi hisoblashlarni bajaring. 1.23. 1) sin5x ning T,

1

asosiy davrini sin(5x + 2p) = sir15(x + T)) bo‘yicha topamiz: 7, = ll:3; shu kabi

cosdx ning asosiy davri T, = 4 ; T, va T, ning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi

javobni beradi: T = 2p; 2) 20p; 3) 20p. 1.24. 1 - cost sahm funksiya
t =p da 0 ga teng, juft funksiya, ixtiyoriy ¢ da nomanfiy, 0 £ t £ p da
0 dan 2 gacha monoton o‘sadi, p£ ¢ £ 2p da 2 dan 0 gacha monoton kamayadi;
1-cos(180°+f)=1+cost=2- (1- cost). 1.25. 1) mumkin; 2) mumkin, chunki

2 2
a9 , b9 =1, 1-cost=1--——=L_  1.28. 1) mx%;

ge_ Ja’+b’ o 3Ja +b’ @ a® +b?

2) md2 - m* . 1.31. a) 1), 7) lar toq, 2), 3), 4) lar juft, 5), 6) lar toq ham

emas, juft ham emas. 1.34. 1) g; 2) -0,6. 1.36. 6) 0,5; 7) -3. 1.42. 1) x =pk,

Kl Z; 2) x=§+pk, Kl Z; 3) 122+2pk, Kl Z; 4) A& 5) 2cosx - 110,

x1 ig— +2pk , ki Z 1.43.1) Ko‘rsatma: cosd(x + T) = cos(4x +2p), bundan
=p/2; 2) T =4p; 3) 2p/3; 4) Ko‘rsatma: cos(w(¢ + T)+j )=cos(wr+j + 2p),

bundan wt +wT +j =wt +w +2p, T:%NE; 5) T=2p/5;6) T=p;7) T=1/2;

8 T :%NQ; 9) Yechilishi: cos4x bo‘yicha 7, =%, sin(Sx +%) bo‘yicha
T, = 239; 122, ;39 larning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi 7 ni beradi, 7' =2p;

10) T =4p; 11) T =2p; 12) T =2p. 1.45. 3) a* +3b” - %; 4) 0; 5) a% 6)

a,+a, +..+a

n 3
taa,...a,

tengsizlikdan foydalaning, bunda a, a, .., a, — musbat sonlar. Masalan,

J3a? - %bz. 1.46. 1)—5) mashgqlarni yechishda

2
Ja? xI = a, bundan ‘12;1 3 1. Bunday giymatlarni tangens va kotangens gabul

a’+l _

2 1 bo‘ladi va berilgan giymatni

qgila oladi va fagat a = 1 bo‘lgandagina

2
sinus va kosinus ham gabul giladi. 1.48. cosa = +g tga = 2"[’ .1.49.-2.
a a
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1.52. 1) 0; 3) 0; 4) 0. 1.56. cos*x + sin*x = (cos’x+sin’x)? - 2cos?xsin’x =
=1 - 2cos’x sin’x. Ikkinchi tomondan cos®x + sinx = (cosx)’ + (sin’x)’ = ... =

=1- 3cos’xsin’x=q. Bundan cos’x smzx-l'3 . Javob: cos*x+sin*x=1 - ZXI'TQ :1+—32q.
f 1.57. Agar O<x<122,h>0,x+h<}2 deb qo*-
A
yilsa, masalani hal qilish uchun %)r;h) 51£1Cx
3 bo‘lishini isbot qilish yetarli (geometrik
isbotida 1-§, 1-banddagi ma’lumotlarga tayanish

O| 4 B/DC X mumkin). Markazi koordinatalar boshida
joylashtirilgan birlik aylanada A(x + h) va
B(x) nuqtalar belgilangan bo‘lsin (I.54-rasm).

| sinGeth) _ Ad _ AC _ BC+AB
1.54-rasm. EAB=h, EBD=x Snx BBI =REE TRl =

—l+BC<l ﬁ=—h . Bundan W<Si%.l.63.1{0‘rsatma: 1), 3),

4) larda y = cosx funks1ya grafigini almashtirishdan, 2), 5), 6), 9) larda
y = sinx funksiya grafigini almashtirishdan, 7), 8) larda esa [a], {a}
larning ta’rifidan foydalaning. 1.64. Ko‘rsatma: 1), 2), 4), 5) larda y =
=cosx funksiya grafigini almashtirishdan, 3) da y = sinx funksiya gra-
figini almashtirishdan foydalaning. 1.69. Ko‘rsatma: y = tgx, y = ctgx
funksiyalarning grafigini almashtirishdan va |a|, [a], {a} larning

ta’rifidan o‘z o‘rnida foydalaning. 1.70. 1) Siln2 —sm(}2 i9) =cos2 =

2 12 12
—coglR e R) = V2B V2,1 _2(B-D. - 72

COS(4+6) 272 729 T2 333 -S4 - 51T,
Ko‘rsatma: 1) Funksiyalar ifodasini y =cos(x- %) yoki y=cos% ko*-

rinishiga keltiring, cos< ;T = cos( + 2p) bo‘yicha T'=4p. 1.84. f,(x) va f,(x)

chiziglarga ularning M(x;; y,) kesishish nuqtasi orqali o‘tkazilgan / va [,
urinmalar OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan a, va a, burchak tashkil
qilsin (I.55-rasm). Kesishuvda hosil bo‘ladigan b burchak b =a, - a, bo‘ladi.

tgb =tg(a,- a,) = 1k2 ky bo‘ladi, bunda k, = tga,, k, = tga, urinuvchi to‘g‘ri

Y chiziglarning burchak koeffitsiyentlari. 1) %; 2)

% . 1.85. tgA = x deb belgilaylik. U holda

tgB=2x, tgC=3x; tgC=tg(p- (4+ B))=-tg(4 +B) =
x+2x
1- x2x
x,=1, x,=-1 ni topamiz. Uchburchak burchaklari
0 ga, yoki hammalari o‘tmas, yoki 180° ga teng
L.55-rasm. bolishlari mumkin emas. Shunga ko‘ra masala

=3xyoki - 3x = . Tenglamani yechib, x, =0,
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shartini fagat x = 1 qanoatlantiradi. Javob: tgA =1, th =2, tgC =3,
V2 ZJ_ sinC = SJ_

smA——, sin B = s . 1.88. 1) 2)l J_ 1.96. 10) tg55° x

tg6so:tg(6oo_ 5°) )¢g(600+50) - tg60° - tg5° _ tg60° +tg5° _ 3- tg 5° , 1g75° =
1+tg60° tg5° 1-tg60° tg5°  1-3tg? 5°

3 zo ) 2 zo

tg” 5° - 3ctg5 1-3tg= 5

cte cte = g 3 ; tg55°>¢g65°>¢g75° = L =
3ctg5°-1 3tg5° - tg° 5° tg5°

= ctg3® = tg85°. 1.97. 1) ﬁ; 2) - 1; 3) 3tg2a; 4) 2cosa; 6) S;j‘% 7) 1; 8)

=ctgl5° = ctg3 x° =

cos(% - Za). 1.99. sin15° :—‘2;/5, sin18° =@ . 1.100. 1) |sin3a ; 2) v2|cos5x|;

3) 1; 4) ctg2a; 5) ‘tg%‘, 1.101. 5) Ko‘rsatma: sin*a+cos*a = (sin’a+cos’a)’ -

sin35° _sin 55°

X =

- 2sin’acos’a dan foydalaning. 1.107. 1) %; 2) Yechilishi:
cos35° cos55°

%(cos 20° - cos90°)
=——————=1;3) 1- J3; 4) 0,25; 5) 11_6 Ko‘rsatma: dastlab
E(cos 20° +c0s90°)

c089°cos81° va cos27°cos63° ko‘paytmalarni yig‘indiga keltiring. 1.109. 5)

3900 o
i=ctg600 :ctg(3><20°)=Ctg 202 3ctg20
V3 3ctg?20°-1

- 6¢tg*20° + 9ctg?20° = 3ctg?20° - 2ctg?20° + % va hokazo; 6) cos9°cos81° =

yoki kvadratga ko‘tarilsa, ctgé20° -

=5 (cos90° + c0s72°) = cos72° shu kabi c0s27°c0s63° = %cos36°. U holda

c0s9°co0s27°cos63°cos81° = c0s72 cos36° :—cos72 Xzsm—igmos%" =
sm

_ sinl144°

= 5= %, cos12°cos24°cos48°c0s96°=... = 16’ 7) tenglikning chap qis-
16sin 36

mini 2 sin% ga ko‘paytiramiz va bo‘lamiz: (sina ><2$in% +sin2a ><2$in% +

2sin&
sm2
3a 5

28 ps22
COS =" - COs=5

+

+...+sinna ><2$ing) =1 ?cos§ - cos2
2 ZSin% 2 2

15 - cos2ntl i
+...+(COS 5 a- Ccos 3 aﬂ

cosna- 1+2nsin@ sm@a

1 a . 2n+l 2 2 2sin%a
" Jsind (COS 27T ) - 1.110. 1) 4sin? @ +2) Shacosita
2 2

1.111. 1) 5sin(5¢ + a), a = arccos0,6; 2) 12sin(37+a), a = arccos% -£2:.3)

13sin(2t +a), a = arccos% + 533 . 1.115. 1) j ;- #=0 vaqt momentidagi bosh-

lang‘ich faza, X = X cosj yoki X = X coswt, Y = ¥;sinj yoki Y = ¥sinwz;
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3) X=X,cos(wt +j ), ¥Y=Ygsin(wr+j ). 1.116. 7) sinx = % >1 bo‘lgani uchun
tenglamaning yechimi yo‘q. 1.119. 4) 3p-10. 1.122. 1) + 349 +2kp; 8) 2- 122
1.125. 4) Yechimi yo‘q. 1.127. 3) arcctg 0,2 + kp, Kl Z. 1.129. 1) J/3; 5)

A (o . 2) - . 2y} 1L __3
tg@rcctg( 3)ﬂ tg(p arcctg 3) tg(arcctg 3) clareagd] 2 1.133.

L+E@A.L(E )‘.L(E)*.

D hCDe B g1z 0) Le2roko) ki Z 3) L(2+ko), ki Z )
S50+ 60°%k, K Z 9) 22°306+ 306+ 180°k, K Z 11) &£ 1.134. Ko“rsatma: 3)
5x:-%+pk,kTZ;6) 3x:%+5x+pk,kTZ;8) tg(Sp- x) =tg(p - x) = - tgx;
i ctg(2x+l62) =tg(232+2x); 12) VX =2 - 2x+pk, k1 Z; ..; 13) kvadrat teng-
Jamani yeching: 15) 2 = (- 1Y(- 3x2) + pk, ki Z: 17) J2(sinx + cos x)(l : %sin2x) -
=sin2x. 1.136. 1) (sinx- cosx)?>=0, ...; 3) tg2x=3; tg2x="7;... 8) 2tg’x - 6tgx-

- 23 =0; 10) cos*x - sin*x = (cos’x - sin’x)(cos?x + sin’x) = cos’x - sin’x=...; 11)
x:%+ﬁ29, nl Z; 12) x:ﬂ29, m Z 1.137. 1) }22+kp, K Z 2) sinx =1,

coszx:%; 3) x, =20k, K Z, x, =+B+2pk, M Z, x, :i3J43+2pk, Kb Z4) E
5) 2+ pk, K Z 1.138.2) x,=2pk, [ Z, x, = 2 +2pk , Kl Z, x, =+ +2pk,,

K Z 3) %+ pk, arctg3 + pk, kKl Z 4) %+ pk, arctg2 + pk, ki Z; 5) %"' %k,
Kkl Z; 7) berilgan tenglama cos5x + cos7x = #(sin5x + sin7x) tenglamaga teng
kuchli; 8) tenglamani sin4x - 2sin4xcos*x + cos®x = cos®x - cos’x yoki (sin4x -
- cos*x)? = - cos’x(1 - cos®x) ko‘rinishda qaytadan yozamiz. (sindx - cos*x)?>3 0,
-cos?x(1 - cos®x) £ 0 bo‘lganiga ko‘ra tenglik cos’x(1 - cos®x) = 0 bo‘lganda
o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglama ikki tenglamaga ajraladi: cosx=0, 1- cos®x=0. Javob:
X = 122 +pk, k=0, 1, 2, ...; 9) Yechilishi: sin2x = 1 tenglamani ganoat-
lantirmoqda. Shunga ko‘ra (sin2x - 1)(sin?2x - 4sin2x - 4)= 0b

in 2 , éin2x =1,

&smlx =1, é

: b & ++v2 >1 bo‘lmogda b {x1 = 45° +180° k,

P é
gsin2x =2(1%£+/2 A
&sin2x =2(1+£+/2) &in2x = 2(1- \2)

X3 :%(- 1)* arcsin2(1 - ‘/7)+J22k, k1 Z].1.139.1) x=-§+np; 2) x=g+2np;
D x=0+8n a1 7. 1140.1) £ 2) x=5+pk; 3) x=- 2+ 2kn k1 Z;

x=8+np, nl Z. 1141, 1) x = - arccos(12) + B+ 2p; 2) x =2 +2mp, n1 Z
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3) x=(- 1)"2—+ %+ pk, k1 Z.1.143. 12) Ko‘rsatma: ildiz ostidagi ifo-

dalar soddalashtirilsin. Natijada: yQsinx+1y +{@sinx- 1y’ =2, 2sinx+1|+
+|2sinx - 1| =2. Tenglama faqat |sinx] E% da o‘rinli. Undan: - %’+pn£x£%’+pn,

n=0, 1, +2, ....1.144. Yechish. Tenglamani sinx = 2x - 2 ko‘rinishda

yozib olamiz va y =sinx, y =2x - 2 funksiyalar grafiklarini bitta koordinatalar
tekisligida yasaymiz (I.56-rasm).

1.56-rasm.

Grafiklar bitta nuqtada kesishadi. Bu nuqtaning abssissasi berilgan
tenglamaning yagona ildizidir. Grafiklar kesishish nuqtasining abssissasi

»1,5 ga teng. Shunday qilib, x » 1,5. 1.145. 1) x=163+2np, ni Z,

y=R-2mp, nl Z; 2) x=-Bapk+n), y=Lepk-0, k 07 3)

= T _ ctg?a-1
x-i%+p(m+n), y= i% +p(n- m), m,nl Z, 4) /£ 1.146. 1) ctg2a = ot
2
<jet=letga; 2) sinfa - sina + 0,5 = (sima - 0,52 0; 3) Har doim

2 + cosa > 0. Tengsizlik - y3(2 +cosa) £ 3sina £ ¥3(2 +cosa), bundan
3| sina| £ 2 + cosa, yoki 4cos’a + 4cosa + 13 0, yoki (2cosa + 1)23 0; 4)

cosA xcosB xcosC = %[cos(A - B)+cos(A + B)]cosC = %[COS(A - B)- cosC]cosC =
L[ ) 120 g my . 16~ cos(A- B

= 2[cos C - cos(A4 B)cosC] =gcos (A- B) 2écosC 3 Q £

£ %cosz(A - B el 9) | asinx + bcosx| £ va’ + b? bo‘lganiga ko‘ra | 3sinx -
- 4cosx| £ /32 +4% =5 10) sina > sinacosb, sinb > sinbcosa ekani ma’lum.
Ular hadlab qo‘shilsa: sina + sinb > sinacosb + cosasinb = sin(a + b); 11)
oldingi misolga asoslanilsa, 2sina = sin(a + b) < sina + sinb, sina < sinb,

demak, a <b. 1.153. 1) 0,2376; 2) 0,9832; 3) 0,1510; 4) 0,5150, darajalarni
radianlarga o‘tkazing. 1.157. 1) tg(arctg3) = 3 bo‘lishini bilamiz. Lekin

arctg(tg3) =3 deyilishi qo‘pol xatolik bo‘ladi, chunki - }23<arctgm<}23.
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Demak, arctg(tg3)i ( %; 122) bo‘lishi kerak: tga =tg(arctg(tg3)) =tg3. Tangenslar-

ning tenglik shartiga ko‘ra a =3 + pk. Lekin shart bo‘yicha - 9 <3+kp <9 yoki

_9_3 9_3
p <k<— yoki -1,43... <k <-0,45..., bundan k =-1. Demak, arctg(tg3) =

=3- p; 2) a =arcsin(sin4), sina =sin4, a = (- 1)* x4 + pk, - gE(- ) sd+kp£2

bundan k£ = 1. Demak, a=-4+p; 5) arccosgcos(g + §JS= arccos’cos%] = 4897 [0; pl;

iné 20Uz 2] = arcsinin[2 - 2p|U= 349):
6) arcsmgcos(4p+7p)g arcsin| cos p] arcsm%m( 7p) i arcsm(sm 7

=3bjl. R bf. B Jl) =
14I[ 2£x£ = arctg

; 7) arctggl; g( tgl4] ﬁ; 9) cos2a =cos’a- 1,

g
al ( }22; }22) bo‘yicha ayniyat 2cos’(arccos)- 1=2x*-1; 10) cos3a =

=cosa(4cos’a - 3) bo‘yicha: cos(arccosx) x(4 cos’(arccos x) - 3) = x(4x> - 3),
- 1£x£1;12) Ko‘rsatma: arcsin(sin100) = (- 1¥)(kp - 100), bunda k bunday
i i - b - p 100 _1 100 4 1 =
aniqlandi: 2£kp 100£2, 0 2£k£ 0 +2 , 31.3E£ELKE323, k=32.
arcsin(sin100) = 32p - 100; 13) sin3a = 3sina - 4sin*a, bunda a = arcsinx,
bundan sin(3arcsinx) = 3x - 4x 3. 1.158. 1) g; 2)0;3) J31;7)Ko‘rsatma:
y=2arcsinx almashtirish kiritilgandan so‘ng siny+cosy=1;
8/2 iy 4 Y2 cos 0 = - 9) - - KRB
ﬁga/;smy+ 5-cosyz=1p \/fsm(y+ &/=1,bundan y =kp+(- D <4 - §.
Ikki holni qarang: k =2m, k =2m - 1. 8) Ko‘rsatma: arccosx = —29 +10kp,

x= cos(ifl +10kp) =0, k=0,£1,22, .5 x=0. 1159, 1) - 2 £ 4xe B

arctg0,5() U garctg2,5 . arctg3y)

2) ;- ; 3) sin(arcsinx - arccosx) > sin0 = 0

12’ 3 g & 3 » T3 8
ni 1sb0t qilish kerak. sin(arcsinx - arccosx) = sin(arcsinx) xcos(arccosx) -
- sin(arccosx)cos(arcsinx) = x> - (Y1- x2)2 =2x*- 1>0p |x|>% yoki x < - g,
X >§ lekin tengsizlik | x| £ 1 da ma’noga ega. Demak, % <xE£l.
4) § ; Y20 5. 1.160.2) 6(J3 +1).

ITbob

21.£22.x=0.23. £24.x=1.25. x = 1132+2pn, y= iE+2(n- k)p,n K Z

25 4006 XY xoos XY

3 3 3 +1=0 ko‘rinishga

Ko‘rsatma: tenglamani 4cos
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keltirib, chap tomonda to‘la kvadrat ajrating. 2.6. x =2 + 42 = 8— +2pn,

4" 2
N . ) S 1., _16 8 .
n, kIl Z. Ko‘rsatma: tenglamani smy—2(1 - 5sin 2x)><§+Sin4 o 16 ko‘ri-
isin?2x =
nishga keltiring va -1£siny£1 ekanligidan foydalanib, j sgq 2x1 L siste-
isiny =

mani hosil giling. 2.7. x =%(2k +1). Ko‘rsatma: tenglamani (igx- tgy)+

+2(tgx xtgy - ctgx xctgy)® + 1 =sin?(x + y) ko‘rinishga keltiring. 2.8. x = 2.
Ko‘rsatma: tenglamani x x2* =8. ko‘rinishga keltiring. 2.9. x, =0, x, = 2.
Ko‘rsatma: tenglamani (x- 2)(2*+x - 1) =0 ko‘rinishga keltiring. 2.10.

x=kp,y=1,k Z 2.11. £ 2.12. x :%+ kp, x =2kp, ki Z 2.13. /E 2.14.
x:—49+2kp, KZ 215. £ 216. x =1, y =0. 2.17. x =1, y = 0. 2.18.
2kp<x< % +2kp, Kl Z. 2.19. (-¥; - 1]E[l; +¥).Ko‘rsatma: tengsizlik-
ning aniqglanish sohasini toping va unda Jx? - 13 0 bo‘lishini e’tiborga oling.
2.20. [1; +¥).2.21. (-¥; -1]E[l; +¥). 2.22. (-¥; 1]. 2.23. [I; +¥).
Ko‘rsatma: x3 1bolsa, +/x £ x va 2* 3 2 bo‘ladi. 2.24. (-¥; 1]. Ko‘rsatma:
x£1bo‘lganda 2¥7 3 2° =13 x bo‘ladi. 2.26. [1; 2). 2.27. x :5—’ +2pk, k=7,8,
9, ... . Yechilishi. Tengsizlik sinx = 1 bo‘ladigan x larda aniglangan, ya’ni
tengsizlikning aniqlanish sohasi x = % +2pk, kI Z lardan tashkil topadi.
Bu x lar ichidan tengsizlikning yechimi bo‘ladiganlarini bevosita qo‘yib
ko‘rish bilan aniglaymiz: 0<(g-+2pk)-13p,M‘Z. Bundan, k 3 7 ekani
kelib chiqadi. 2.28. (-¥; -2)E(2; +¥). 2.29. x =-1. 2.30. x =2. 2.32. (- ¥; +¥).
Ko‘rsatma: sin(sinx) <sinl < sir1132 :g. 2.33. (-¥; +¥). Ko‘rsatma:
[sinx +cosx)| £1£ 2leosxl 2 34, (-¥; +¥). Ko‘rsatma: %Sinz{Sx} £ %sin2 1£
£ %Sinzg2 =1.2.35. (- ¥; +¥). Ko‘rsatma: sin({x} +1) - sin{x} = 25in%cos({x} + %) >
> 2cos(1 +%)sin% >2cosBsing =0.2.36. [1; +¥). Ko‘rsatma: y=vx-1+2" +log,x,
-.2.37.(1;2).2.38.(-¥;1]. Ko‘rsatma: y=+I- x +3- x- 2" funksiya D(y)

=(-¥:1]da " vay(1)=0. 2.39. k+%;k+q,k72240.1-%?<x<1.L4L

x=log;2-4;,y=1.242. x =y =2, z =-2. Ko‘rsatma: Tenglamalar

. X +z=2-y
sistemasini % Jyx- 72 =4
garang yoki berilgan sistemaning birinchi tenglamasini kvadratga
ko‘tarishdan hosil bo‘lgan tenglamadan sistemaning ikkinchi tenglamasini
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ayiring. 2.43. x =y =4,7=-4.244. x=3,y=1,7z=0.245. x=y=z7=1.

2.46. (1.5: 0.5). 2.47. (% §) 2.48. x=+0; y=ml. 2.49. (29 va(-2-9).
.17 . 17
2.50. (,7)va( 2 -7)

IIT bob

311)317552)\/‘\/‘\/_\/_35f?+‘/_°- 4-/50'0 3¢ 1)

2 6,
chegaralanmagan; 2), 3), 4) chegaralangan bo‘lishi ham, chegaralanmagan
bo‘lishi ham mumkin. 3.9. 1) Yo‘q (Masalan x, =-n; y =1 ketma-ketliklarni

qarang); 2) Ha. 3.13. Ko‘rsatma: a, - a =___ad-bc __ ekanidan
(cn+d)? +c(cn+d)
foydalaning.1) ad > bc; 2) ad < bc. 3.21. 1) Yo‘q; 2) Yo‘q; 3) Ha; 4) Ha. 3.23.

1
18+134 6
n o pn

1) Ko‘rsatma. x, = ketma-ketlikning chegaralanganligidan

n

[S]

1 l 5 = 5 -l =7
foydalaning. 3.24. 2+2(4n_3). 3.27. 1) x,=2+.35; £1®1£1xn 2

2)x, =0+ n%g, limx, =0.3.28. 1) 2; 2) 0; 3) 3; 4) 0. 3.30. 1) 2; 2) 0;

3)+¥; 4) +%;5) 0;6) 0;7) 0; 8) 1. 3.31. 1) 1=b; )% 3)5:4)1.3.34. 1) 1.
IVbob
43. 1) lim f(x)=8, lim f(x)=2:;2) lim f(x)=1, lim f(x)=0. 4.5.
x®4-0 x® 4+0 x®}23-0 x®}23+0
1)3; 2) 4; 3) 10; 4) 724; 5) 6; 6) 1. 4.6. 1) 15; 3) 4; 5) %. 4.7. 1) Ha; 2) Ha;

3) Yo‘q; 4) Ha; 5) Yo‘q; 6) Ha; 7) Ha; 8) Ha; 9) Yo‘q; 10) Yo‘q; 11) Ha; 12) Ha.
48.1)8;2)1;3)1;4)¥;5)0;6)0;7) 72; 8) ¥;9) 2; 10) 0; 11) 2; 12) 1. 4.9.
y=1.410. x=-36.411. y=x.4.12. 1) x=2,y=0;2) y=x;3) y=-Xx,y =X,
4hyy=-1,y=1;5x=-1,x=1,y=-x,6) y=0; 7)y—-9x-l y= Ex-l
8)y=2x+1;9)y=0;10) y = g— . 4.13. 1) uzluksiz; 2) uzluksiz emas; 3) uzluksiz

emas; 4) uzluksiz emas; 5) uzluksiz emas; 6) uzluksiz emas. 4.16. 1) x = 0;

2) x:J22+pk,kTZ;3)x:i1;4)x:i1; 5) x =n, nl Z. 6) %,nTZ.

4.17. 1) Masalan, y = ; 3) Masalan, y = ——.4.20. 1) 4=1; 2)

x(x- l)(x 2)’

=% 3)A=-6;4) A=2.423.x=1.428.1) 1;2) 1,5; 3) )%;5)%;
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6) %.4.29. 1 %;2) 2; 3) %;4) 15; 5) 1; 6) %; 7) %; 8) %;9) J2;10) 5;
1) 1; 12) %; 13) 3; 16) 12; 17) %; 18) 1. 4.30. 1) &% 2) & 3) 4; 4) %

Vbob

5.2. Ko‘rsatma: qgirraning x uzunligi va Dx
orttirmaga muvofiq hajmning DV o‘zgarishi
jadvalda ko‘rsatilgan.

Dx | 1 0,5 0,2

—| =

7 | 2,375 | 0,728
5.11. fax)=3x"- $x+10, f40) =10, | 5 91 | 41,375 | 15,608
10 [331 |157,625 | 61,218

fG-D=142, f€1)=118.5.13.Ko rsatma:

Dx = p = xth-Yx i Y3) G (xrh) +3rx +x7) I
> h h h({/(x+h)2 +3/(x+h)x+\/_) \/(x+h)2 +§/(x+—h)x+‘/_
Javob: y¢= 3%/1x_2 .5.16. Ko‘rsatma: hd¢) =v(t) =v, - gt, VTO =v, - gf,bundan

t aniglanib, A(?) ifodaga qo‘yiladi. Javob: 5,234375 » 5,234 m. 5.22. Ko ‘rsatma:
x? - 4x+1=-2 bo‘yicha x, =1 va x, =3 aniglanadi. (1; -2) va (3; - 2) nuqta-
larda berilgan egri chizigga urinuvchi to‘g‘ri chiziglar y=-2xva y =2x- 8. 5.31.
y=6x-4,d="7 532 y=12c- 28.5.33. Ko‘rsatma: x- Bx-1l=2p
b x’- 1- 12x+13 =0. Endi ko‘paytuvchilarga ajrating. Javob: y=1,25x- 3,25,
y=5x+5,5,y=-x- 1,5.5.41. v(f) =x&#) = 10 - 0,6¢, v(6) =10- 3,6 =6,4 (m/s);
10 - 0,6¢=0, bundan ¢ = 16% (s). 5.44. (uvw)¢= =ulvw + uvw + uvw ¢ 5.45.

2
Ko‘rsatma: k=tg45°=1, y¢= ¥x - 1)¢=8 - 1— = §x3 =k =1, bundan
x =+3J3. Endi y =¥x - 1 munosabatdan foydalamng. 5.47. Ko‘rsatma:
f(a+h)» f(a)+ f€a)h dan foydalaning. Chetlanish ak# ga teng, bunda

f%- f4@). 551 1) - 4cos’ xsinx: 2) 551 3) - HEX 7y (¢ +6x+5)cosx.

sin2x’
COSl
5.55. 2) 5cos(5x+9) 3) 42xsm( 162) (7x2- Jg—); 10) - —X; 11)
X
cos(sinx)cosx; 12) +2 13) Xoosvltx® .y x-1
4‘}%%()905 3 Viex? 2x? cosz§’+ g\/1+tg§c+
1- /X6
15) Sm?“_ﬁa 5.59 Js 5.60. 8 ——P - 9) arcsinx; 10)
x(I+dx) - T 2 T 2(arccos x)?v1- x2 ’
sinx xarctgx + x xcosx xarctgx + )iil)rclz ; 11) a;f/tgx 1;/; ; 12) - Mﬁ;
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.48 48
I SR e 1 o _ (1L __1]}" =
13) - e 563 1) Ko'matma: §—1 0 (x+4 x+5)
-1 16
- —_— = = :M &
=(3-b, (1)) munosabat bo‘yicha W 375 .5.65. s¢=v T Cos S,

2
S@=ve= - i;%Asin%E—t yoki s&= - —T"z— 5.66. 1) 24n2; 2) 4-%(1 - xInd);

3) 10%(1 + xIn10); 4) e*(cosx - sinx); 5) - SBX*e0sx . )  2402Inl0,

e* (1+10%)% °
e* (x-1)? . . _X_ 2lnx Inx+1.
7)W,8)2ln2xcos(2) 5.67. 1) 2x10g3x+1n3,2) 7 3) o
4) ’”L'zxﬂlnl 5) sinxlnx + x cosx Inx + sinx; 6) - 12 0 7) - 2 o
xIn* x xIn® x x(1+1n x)
2
8) ctex. 5.68. 1 (X+2)(X+4) 2 (3-x)x -3 1-v2 - 4) - 4 .
yeee 8D Ty P Ty Y aEe Y R i
m-1
5) - =X A ) - S .5.69. 1) Ko‘rsatma:
) \/l-x 6) (1- x)m*! ) 33 a+x%)* 2J(1 )
y¢=(x’ +x* +6) = 3x? +2x = 0, buning ildizlari x, =0, - =. U holda :
= 2 =_2 2
x<0 x=0 x>0 X<-5 X 3 x>-3
y <0 y¢=0 y¢>0 ye>0 | ye=0 y <0

3
ymin:03+02+6:6;ymax:(_ %) +(' %) +6= 6247,9) xoz'%,a>0da

2 2
eng kichik qiymat 4“2;11’ , a<0 da eng katta giymat % .5.70. 2) eng katta

qiymati f (3) = 1, eng kichik giymati f (-3) =-971,4. 5.73. x = 12’ y =§,

S :%2. 5.74.2; 2; 2J2.5.75. x=2.576. x = r da (r>0). 5.78.

FA(x)=14+2J(x- 2)(16- x) funksiya x ning ganday giymatida eng katta qiy-
matga ega bo‘lishini aniglaymiz. x - 2 va 16 - x ko‘paytuvchilar musbat, ular-
ning yig‘indisi 14 ga teng, ya’ni doimiy son. Demak, f?(x) funksiya, f(x)
funksiya ham eng katta giymatni x ning x- 2 =16 - x tenglikni ganoatlantiradigan
giymatida gabul giladi. Bu x=9, unda f?(x) =28. Izlanayotgan eng katta giymat
f(9) =28 .5.80. Ko‘rsatma: x£1, | <x£2, 2E£x£3, 3£x<4, x3 4 hollarini
garang. Javob: 2 £ x £ 3 bo‘lishi sharti bilan f=4. 5.81. Ko‘rsatma:
uchburchakning asosi va balandligi o‘zgarmas ekanligidan foydalaning va
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AB =a, CD = h deb gabul qiling. Eng katta qiymat KL chiziq o‘rta chiziq
bo‘lganda hosil bo‘ladi. 5.85. 1) Df=f(2) - f(1)=9; Dx=2- 1=1; (1) formula

bo‘yicha fdc) = 2 =9. Lekin f¢=3x’+2, bundan x=c da 3¢ +2 =9,

c= +\/7 , nihoyat, cl [1; 2] bo‘lganidan ¢ = \/Z; 3) quyi tomon yo‘nalgan;

4) (0; +¥) da qavariqgligi bilan yuqoriga, (-¥; 0) da quyiga yo‘nalgan. 5.88.
1) (-¥; +¥) da o‘sadi; 2) (-¥; +¥) da o‘sadi; 3) (-¥; 2) da o‘sadi, (2; 3) da
kamayadi, (3; +¥) da o‘sadi. 5.103. 2) - 1,66; 0,25; 2; 1.

VI bob

6.7. 2) Ko‘rsatma: 2x=1, ﬁ+c. 6.13. 1) Lsin2x- Lxcos2x+c;

x+1)

2) xsinx +cosx +C; 3) -1)+C; 5) xlnx - x +C;

6) %lnx-%+C; 7) 7(sinx+cosx)+C; 8) e*(x2-2x+2)+C;

9) xIn’x - 2xInx +2x+C. 6.16. 7) 82; 8) -3; 9) 23310 11,25. 6.18.

2)8:4) 255) 17%.6.19. ) 1l;9 2%; 6) §. 6.22. A=3, B=0. 6.30. 64,8.
VII bob

7.4. s= _T +V,t + 55, bu yerda v, =v(t)), s(0)=s,. Ko‘rsatma. F=ma,
P = mg va F= P munosabatlardan foydalaning. 7.6. y = e . Ko‘rsatma.
y¢=2xy va y(0) =1 dan foydalaning. 7.15. 1) y = #(ﬁ -0);2) y=x*+Cx*;

. 7.17. y(0) = 1 shartni ganoatlantira-

— X —_X
3)y—smx+C><tg2.7.16.y cosx+l

digan yechim mavjud emas.
VIII bob

8.3.3x4=12.8.4. 8; 6. 8.5.24. 8.10. A; xA; = 7x6 x5 x3 x2 xI = 1260. 8.18.

Cy, =4845.8.19. C? =10.8.20. C;, xC}, =26400.8.21. C;,.8.28. 1) k=k +k,+
+k, =4, k=0,1, 2, 3 (k, k,, k,) kortejlarni tuzamiz: (4, 0, 0), (0, 4, 0),
0, 0, 4), (3, 1, 0), (3, 0, 1), (1, 3, 0), (1, 0, 3), (0, 3, 1), (0, 1, 3),
2,2,0), (2,0, 2),©,2,2),d,T1,2),(d,?2,1), 2, 1, 1). Yoyilmada jami
15 ta had bor. Hadlardan ixtiyoriy birini, masalan, (2, 1, 1) kortejga
mosini topamiz. Uning koeffitsiyenti: P(2, 1, 1) = (k!)/(k,! xk,! xk,!) =
= (4Y)/2! x1! x1!) = 12. Izlanayotgan had 12a%bc ko‘rinishda bo‘ladi.

8.31. C% =(121)/(8!x41) = (940X 1412)/(1 x2 33 x4) = 495 va sh.o". 8.32. 3) CJ x10L.
391
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8.37. C7 xC3 x5!=7200. 8.38. C: xC{ xC; . 8.39.959!. 8.40. C; xC; x6!. 8.46. P, =
=51=120. 8.47. P2, 2, 1, 1, 1) = (71)/(2! x2! x1! x1! x11) = 1260. 8.48. 9*. 8.49.

G5, xC, xClly xC5 . 8.53.84.8.55. A¥, = 982080.
IX bob

98. {4, A, A,, A, A, A, A, A,, A, A, A}, bunda A, — gerb i marta
tushdi. 9.19. 1) AUB =/ 3) ANB=/yoki A=/ 4) Al B.9.20. Yo‘q. 9.24. 2)
K;7) M. 9.31.0,77. 9.39. A=(ANB)U(ANB), bunda ANBva ANB bog'lig
emas. P(A) = P(ANB) + P(ANB) va shart bo‘yicha P(ANB) = P(4) x P(B)
bo‘lganidan P(ANB) = P(A) - P(ANB)=P(A)- P(A)xP(B)=P(A)1- P(B)) =
=P(A) xP(B). 9.41. Ko‘rsatma: P(ANBUC)+ P(BNAUC)+P(CNAUB) ni
hisoblang; 4) P(A,NA,NA,) = P(A,) xP(A,)) xP(4,) = 0,7 x0,6 x0,6 = 0,252. 9.43.
P(ANBN C) = P(A)xP(B)xP(C)=0,9x0,8>0,7=0,504. 9.45. A, — «birinchi bo‘-
lakni ikkinchi bo‘lak bilan birlashtirish»ga qolgan 2n - 1 ta bo‘lakdan
bittasi imkon beradi, demak, P(4,) =1/(2n - 1); A_— «k- bo‘lakning golgan

2n - (2k - 1) tasining bittasi bilan ulanish ehtimolligi P(4) =1/(2n -
- (2k - 1)). O‘zaro bog‘lig hodisalar ehtimolliklarini ko‘paytirish formulasi

(o : . ooopo 1 1 1.1 _ 1
bo‘yicha izlanayotgan ehtimollik: P——2n_1 X3 Xy ><l 9907% 31 °

9.49. P = 0,4 x0,4x0,4x0,6 =0,0384. 9.70. Ko‘rsatma: n=60,x__ =7,x_ =1,
| = % =0,1.9.71. b» 65°36036 s(b ) » 169. 9.83. 2) (C, + Cl,)/C2, =48/95.
9.85. A — «uch otishda kamida biri nishonga tegdi» ehtimolligi P(4) =1 -

- ¢°=0,8, bundan ¢=3/0,2 @0,5848.9.86. P=1- 0,2x0,3x0,4x0,5=0,88. 9.87.

2-1
n=5m32,p=06,q=04, P(m?2)=1- P(m<2)=1- & P,(m)=1- P(0)-
m=0

-P()=1- CIp'¢- Clpg =0,912.

X bob

. 96

oy a a3 4y 0152 Qoi
10.1. §a21 Gy @y . 10.2. A=(1 11 1)’B=go4' 10.3.

dy Gy 4y Gy 0350 gO;

B 333 3

C=g, 4 4 4 4o 104D (3559:2(1 -3 3 6):3) (4 51 58 65);
a 1 16 )
4 (-4 -3 -23 -17). 10,5 9 112 10.7. 1) gez 2 -ls.
11 15 2 5 9¢
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03 0 g

&4 2 9% , =10 8 006, ae34-46 ¢ 8 2+
109.0% 8 0 -2

P84 35708 no V87 14 2 )gg R,
€3 3 ?ﬂ

31 - 389
a4 -2 76 2 2

, e 2 0 1 -2 7%
10.28. Mavjud emas. 10.29. 4) §0 I -2 5) o 1 - 5+
0.0 1o 30 0 0 1g
ad 1 1 1%
¢4 4 4=+
¢L 1 1 _1=
6) g? 41 14 ‘11: 10.30. 1) ? i 232. Ko‘rsatma: tenglamaning
¢4 T4 4 4 0 8o
¢t 1 1 1+
€ 4 "4 4o
1
har ikki gqismini ham g? 29 matritsaga chapdan ko‘paytiring; 4) ko ‘rsatma:
7]
ad 2 -3
tenglamaning har ikki gismini ham S 1 2_ matritsaga o‘ngdan ko‘paytiring.
00 1g

10.32. 1)x1:2’x2:1’x3:3;2)x:y:z20; 3)x1:3,x2:1,x3:1;
4) x=y = z=0. 5)x=32,y:%,z:1§ 6) x,=x,=x,=0.7) x, =3, x, =- 4,
x=-1,x,=1.8)x,=x,=x,=x,=0.9) x, =x, =X, =x,=0.10) x,=2, x, =0,
x—-2 x--2 x—l 1041 1)(1 12; 16) 2)(1 2 3; 0) 10.42. 1) y =x, +

% %, +x,. 10.43. 1) Yo‘q. 2) Ha. 10.44. 1) Faqat bir xil
usulda yoyish mumkin. 2) Fagat bir xil usulda yoyish mumkin. 10.49. 1)

(2; 15 1). 3) (3; 0; 0). 5) (1; 25 3).

+2x, +3x,. 2) Oxx, +
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10.
1L

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.
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Ibob. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR
1- §. Sonli argumentning trigonometrik funksiyalari........cccoceveeiirenierenierannes 4

1. Burchaklar va yoylar (4). 2. Burchak va yoylarning radian o‘lchovi.
Koordinatali aylana (8). 3. Sonli argumentning sinusi, kosinusi, tangensi
va kotangensi (12). 4. Trigonometrik funksiyalarning davriyligi (18). 5. Sinus
va kosinus funksiyalarning xossalari (20). 6. Tangens va kotangens
funksiyalarning xossalari (25).

2- §. Trigonometrik funksiyalarning grafiklari........ccccceceeiieniincrniieniinncannes 29
1. Sinus va kosinus funksiyalarning grafigi (29). 2. Sinusoidal tebranishlar
(32). 3. Tangens va kotangens funksiyalarning grafigi (33).

3- 8. Qo shish formulalari ........cceceeeeieeiieiinieeieniecereeeeereeceeceecencencececanns 35

1. Ikki burchak ayirmasining va yig‘indisining kosinusi va sinusi (35).
2. Ikki burchak yig‘indisi va ayirmasining tangensi va kotangensi (37).
3. Keltirish formulalari (39). 4. Ikkilangan va uchlangan argumentning
trigonometrik funksiyalari (41). 5. Yarim argumentning trigonometrik
funksiyalari (44). 6. Trigonometrik funksiyalarni yarim argument tangensi
orqali ifodalash (46). 7. Trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko‘paytmaga
va ko‘paytmasini yig‘indiga aylantirish (47). 8. Garmonik tebranishlarni
qo‘shish (51).

4- §. Trigonometrik tenglamalar va tengsizliKlar ...........ccceaeeneennieneannnnnne 53

1. sina = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arksinus (54). 2. cosa =m
ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arkkosinus (57). 3. tga=m va ctga=m
ko‘rinishdagi eng sodda tenglamalar. Arktangens va arkkotangens (61).
4. Tenglamalarni yechishning asosiy usullari (63). 5. Xususiy usullar (66).
6. Universal almashtirish (72). 7. Trigonometrik tenglamalar sistemasi (74).
8. Trigonometrik tengsizliklarni isbotlash (75). 9. Eng sodda trigonometrik
tengsizliklarni yechish (77). 10. Trigonometrik tengsizliklarni intervallar
usuli bilan yechish (81). 11. Trigonometrik funksiya qiymatini taqribiy
hisoblash (83).

5- §. Teskari trigonometrik funksiyalar ...........ccceeiieniiniiniieiiniienceecennennns 84

1. Arkfunksiyalar va ularning asosiy xossalari (84). 2. Arkfunksiyalar
gatnashgan ayrim ayniyatlar (89). 3. Teskari trigonometrik funksiyalar
gatnashgan tenglamalar va tengsizliklar (91).

II b o b. NOSTANDART TENGLAMALAR, TENGSIZLIKLAR VA
ULARNING SISTEMALARI

1- §. Nostandart tenglamalar ..........ccccoeiiieiieniiniiieiieiiecienieesrecsesseessanens 98
2- §. Nostandart tengSizliKIar ..........cco.eeeieniieiiniieiieiieieeeeereeeeceneennennes 102
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3- §. Nostandart Sistemalar ..........ccccceeiieneenieeiiencenieeeceeneencceeceencenseenennns 107
III b o b. SONLI KETMA-KETLIKLAR VA ULARNING LIMITI
1- §. Cheksiz sonli ketma-KethiKlar ..........ccceeueenieniinnieniienirecenneeecennennnes 111

1. Ketma-ketlik tushunchasi (111). 2. Chegaralangan ketma-ketliklar (114).
3. Monoton ketma-ketliklar (117). 4. Progressiyalar (120).

2- §. Ketma-ketlikning Imiti.......cceueeeneeneeniieiiniieniieiieeieeneeeeeencencennennns 113

1. Ketma-Kketlikning qgirqgimi. Cheksiz kichik ketma-ketliklar (126). 2. Cheksiz
kichik ketma-ketliklar haqgidagi asosiy teoremalar (128). 3. Cheksiz katta
ketma-ketliklar (131). 4. Ketma-ketlikning limiti (133). 5. Limitlar hagida
asosiy teoremalar (136). 6. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi
teorema (140).

IV b o b. FUNKSIYANING LIMITI VA UZLUKSIZLIGI
1- §. Funksiyaning limiti......ccceceiieiiniieiinniiniieiieniinnieiiecrenceesseccsascennes 143

1. Funksiyaning nuqtadagi bir tomonlama limiti (143). 2. Funksiyaning
nuqtadagi limiti (148). 3. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy
teoremalar (152). 4. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti (156). 5. Funksiya
grafigining asimptotasi (160).

2- §. Funksiyaning uzIuKSizligl .......c.oeeeueeenieienieieniereniereniereniereneereneerannns 163

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi va uzilishi (163). 2. Funksiyaning
oraliqda uzluksizligi (169). 3. Ajoyib limitlar (173).

Vbob. HOSILA
1- §. Funksiyaning hosilasi va differensiali.........cc.ccceeeiiniiveiiaiinnienniancnnnes 177

1. Funksiya orttirmasi (177) 2. Funksiya hosilasi (178). 3. Funksiya differensiali
(184). 4. Funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziq (185). 5. Diffe-
rensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi (186).

2- §. Funksiyani differensiallash qoidalari .......c..cccceuiieeiinnieniieniinncenniannnans 188

1. Chiziqli kombinatsiyalarni differensiallash (188). 2. Darajali funksiyani
va funksiyalar ko‘paytmasini differensiallash (191). 3. Kasmi differensiallash
(195). 4. Trigonometrik funksiyalarni differensiallash (196). 5. Murakkab
funksiya hosilasi (199). 6. Teskari trigonometrik funksiyalarni differensiallash
(201). 7. Yugori tartibli hosilalar (205). 8. Ko‘rsatkichli, logarifmik va darajali
funksiyalarning hosilasi (206).

3- §. Hosilaning tathiqi .....cccoceeiieiiniieiiniiniieiieieniieecteceesieecsacenssancsnne 209

1. Funksiyaning ekstremumlarini aniglash (209). 2. Funksiyaning kesmadagi
eng katta va eng kichik giymatlarini topish (213). 3. Lagranj teoremasi.
Funksiyaning o‘sishi va kamayishi (218). 4. Funksiya grafigining qavariqligi
(221). 5. Funksiya grafigining bukilish nuqtalari (223). 6. Funksiya grafiklarini
yasash tartibi (225). 7. Hosila yordamida tengsizliklarni isbotlash (229).

396

www.ziyouz.com kutubxonasi



8. Nyuton binomi (232). 9. Nyuton binomidan taqribiy hisoblashlarda
foydalanish (235). 10. Tenglamalarni taqribiy yechish (Vatarlar va
urinmalar usullari) (237).

VIb o b. INTEGRAL
1- §. Aniqmas integral ........ccc.ceeieniieiiniieiinieeeereererceeeeencrnseencenncenennens 242

1. Integrallash amali. Boshlang‘ich funksiya (242). 2. Integrallash formulalari
(246). 3. O‘zgaruvchini almashtirish usuli (249). 4. Bo‘laklab integrallash
(252).

2- 8. Aniq inte@ral .........co.eenieniiniiiiieiereieeereeeeecenerneeaeennernneeneennesnnennns 253

1. Egri chizigli trapetsiya yuzi. Boshlang‘ich funksiya orttirmasi. Aniq integral
(253). 2. Nyuton—Leybnits teoremasi (258). 3. Geometrik va fizik kattaliklarni
aniq integral yordamida hisoblash (263). 4. Aniq integralning giymatini
taqribiy hisoblash (266).

VII b o b. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
1- §. Eng sodda differensial tenglamalar ...........cccceeeeiiniieniinieniiencennennnns 270

1. Differensial tenglama hagida tushuncha. Differensial tenglamalarga olib
keluvchi masalalar (270). 2. Eng sodda differensial tenglamalarni yechish
(273).

2- §. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar .............cccccaueeaneeaene.e. 278

1. O‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar (278). 2. Birinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar (279).

VIII b o b. KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

1- §. Kombinatorikaning asosiy qoidalari ..........ccccceeeeeeniienieniiencinncennennens 282
1. Kombinatorikada nima o‘rganiladi? (282). 2. Ko‘paytmani topish qoidasi
(283).

2- §. Kombinatorikaning asosiy formulalari ..........cccceeieeiieniinieniiencrancnnns 285

1. Of‘rinlashtirishlar (285). 2. Takrorsiz o‘rin almashtirishlar (288).
3. Takrorsiz kombinatsiyalar (289). 4. Takrorli o‘rin almashtirishlar (291).
5. Takrorli kombinatsiyalar (296).

IX b o b. EHTIMOLLIK NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI

1- §. Ehtimollikni hisoblash .........ccccieeiieiieiiiiiniiniiiiieicieiieniencrenceennaees 300

1. Ehtimollik nazariyasi nimani o‘rganadi? (300). 2. Boshlang‘ich
tushunchalar (301). 3. Ehtimollikni bevosita hisoblash (302). 4. Hodisalar
algebrasi (306). 5. Hodisalar yig‘indisining ehtimolligi (309).

2- §. Bog ligmas hodisalar............cccceeueeniieniiniieeiieienieeeceencenneenccencennennes 312

1. Bog‘ligmas tasodifiy hodisalar (312). 2. Shartli ehtimollik (315). 3. Bernulli
formulasi (320). 4. Geometrik ehtimolliklar (321).
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3- §. Matematik statistika elementlari ...........cccoeueeeeeniienieniienieecencennnnns 323

1. Boshlang‘ich ma’lumotlar (323). 2. Arifmetik o‘rtacha giymat va o‘rta
kvadratik chetlanish (324). 3. Tagsimot jadvali, gistogramma, poligon (325).
4. Bosh to‘plam, tanlanma to‘plam (328).

X bob. CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI
1- §. Matritsalar va determinantlar ...........ccccceeienieniiniiniieeceecencennennnes 333

1. Matritsalar (333). 2. Kvadrat matritsaning determinanti (343). 3. Teskari
matritsa (349). 4. n noma’lumli » ta chiziqli tenglamalar sistemasini
matritsalar yordamida yechish (352).

2-§. Chiziqli AZO ....c..eeneenneeneenieeeeeeeeeereceneeeeereeceneeeerancenncescsnncenannennns 354

1. Chiziqli fazo tushunchasi (354). 2. Chiziqli erkli va chiziqli bog‘liq
vektorlar (359). 3. Chizigli fazoning o‘Ichovi va bazisi (365).

TEST SAVOLLARIDAN NAMUNALAR .....cccooeiiiiimmmmmniiinrienennennneees 369
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