
































2-ta’rif. (1.6) yoyilmaga kiruvchi x, larning musbat hadli
P (i=1,2,....,m) vektorlari chizigli bog‘lanmagan bo‘lsa,
X =(x,x3,...,x,) re€ja tayanch reja (yechim) deyiladi.

P (i=12,..,m) vektorlar m o‘lchovli bo‘lganligi uchun
tayanch reja ta’rifidan ko‘rinadiki, uning musbat hadli koeffitsiyentlari
m dan katta bo‘lmaydi.

3-ta’rif. Tayanch reja (yechim) m ta musbat komponentlarga
ega bo‘lsa, unga maxsusmas, aks holda maxsus reja deyiladi.

4-ta’rif. Chizigli funksiya minimum (maksimum) giymatga
ega bo‘ladigan reja (yechim)ga chizigli programmalash masalasining
optimal rejasi (yechimi) deyiladi.

Chiziqgli programmalash masalasi yechimining ayrim xossalarini
garaymiz:

1) chiziqli programmalash masalasi cheklash shartlari sistema-
sining rejalari (mumkin bo‘igan yechimilari) to‘plami bo‘sh to‘plamni
yoki R" fazoning qavariq to‘plamini tashkil etadi;

2) chiziqli programmalash masalasining rejalari to‘plami bo‘sh
to‘plam bo‘lmasa va magsad funksiyasi bu to‘plamda yuqoridan
(quyidan) chegaralangan bo‘lsa, masala maksimum (minimum) op-
timal yechimga ega bo‘ladi;

3) chizigli programmalash masalasining optimal yechimi mavjud
bo‘lsa, bu yechim mumkin bo‘lgan yechimlar to‘plamining chegaraviy
nugqtalarida bo‘ladi.

Chizigli programmalashning asosiy masalasini yechganda,
odatda, simpleks usulidan foydalanamiz.

2- §. Simpleks usuli

Chizigli programmalashning asosiy masalasini geometrik usul
yordamida yechganda tenglamalar sistemasiga va magsad funksiyasiga
kiruvchi o‘zgaruvchilar soni gancha kam bo‘lsa, masalani yechish
shuncha osonlashadi. Agar o‘zgaruvchilar soni juda ko‘p bo‘lsa,
masalan qavariq shakl uchlarining soni bir necha millionta bo‘lsa, u
holda magsad funksiyasining eng katta (eng kichik) qiymatlarini topish
hozirgi zamon hisoblash mashinalariga ham og‘irlik giladi.
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II BOB. CHIZIQLI PROGRAMMALASHNINIG
IKKILANISH MASALALARI

1- §. Ikkilangan masalalar haqida asosiy tushunchalar
Bizga chizigli programmalash masalasi berilgan bo‘lsin. Quyidagi

a1 X + a)pXy + ..+ QX < By, |
@X) + Xy + ...+ MpX, < by,
.......................................... @1

X5 X3,y Xp 20
shartlar bilan berilgan
F=qcx +cx +...+c,x, > max 2.2)

magsad funksiyasining maksimum qiymatini topish kerak bo‘lsin.
Har ganday chizigli programmalash masalasining ikkilangan masala

deb ataluvchi masala bilan uzviy bog‘liq ekanligini ko‘rsatish mumkin.
Ta’rif. Quyidagi

a1 + @Yy + o ¥ Ay Ym 2 €, ]

Q) +8Y2 ot AV 2 O,

AN + @mY2 + oot QGupVm 2 Cns
V1> Y2ses¥Ym 20
shartlar ganoatlantirilganda
2.4)

F* =bhy, + by + ...+ by, » min
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=x; + Txy +4x3 2 3,
x|+ Xy —2x3 28,
X +2x —x3 22,
2x; +x3 =2x3 2 3,
X, X3, x320,
F=x +2x; +4x3 - min.
Hosil bo‘lgan masalaga ikkilangan masala quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
N +Y+y3+2y, <1,
Ty +y2 +2y3 +y4 <2,
4y -2y —y3 -2y <4,
YY2, Y3, Y420,
F = 3y; + 8y, +2y3 + 3y, — max.
Ikkilangan masalani chiziqli programmalashning asosiy masalasiga
keltirib simpleks usuli bilan yechish mumkin.

2- §. Ikkilangan simpleks usuli

Bu usul oldin akademik L.V. Kantorovich tomonidan ko‘rsatil-
gan edi. Lekin bu usulni boshga ko‘rinishda Lemks degan olim
ko‘rsatgan. Shuni ham aytish kerakki, agar bironta chizigli programma-
lash masalasini yechish kerak bo‘lsa, uning o‘rniga ikkilangan masalani
yechish mumkin. Agar ikkilangan masala optimal yechimga ega bo‘lsa,
u holda dastlabki berilgan masala ham optimal yechimga ega bo‘ladi.

Dastlab 4 matritsaga AT - transponirlangan matritsani yozib
olamiz. Matritsaga transponirlangan matritsani yozganda ustunlar va
satrlarning roli o‘zgaradi, ya’ni berilgan masalaning satri to‘g‘risida
so‘z ketsa, u ustunga o‘tadi.

Xususiy holda simpleks jadvallarning indeks satri to‘g‘risida gap
ketsa, ikkilangan masalalarda ozod hadlar ustuni to‘g‘risida gap ke-
tadi. Buni quyidagi ikkita masalada ko‘ramiz.

2.2 - masala. Quyidagi

4x +9x; <56,

Sx; +3xy <37,

-X; +2xy <2,
X, X3 2 0

42

www.ziyouz.com kutubxonasi
























II1I BOB. TRANSPORT MASALASI

1- §. Tagsimot usuli

Faraz qgilaylik, m ta ishlab chiqarish korxonasi berilgan bo‘lsin.
Bu korxonalarda, mos ravishda, |, a,, ...,a, tonnadan bir jinsli
mahsulotlar ishlab chiqarilgan bo‘lib, By, B,,...,B, iste’molchilarga,
mos ravishda, b,b,,...,b, tonnadan tarqatish kerak. A; ishlab

chiqarish korxonasidan B, iste’molchilargacha mahsulotlarni tashish
bahosi quyidagi tarif matritsasi ko‘rinishda berilgan bo‘lsin:

A1 a2 Cln

c c e C
7|2 2 2n

Cul Cm2 - Cmn

Yugqoridagilarga asosan quyidagi jadvalni tuzish mumkin:

1- jadval
Korxonada Iste’ : . :
stc’molchilar va ulamning talabi
Ishlab ishlab &
chigarish | chiqgarilgan
B B
korxona- | mahsulotlar B, B : "
lari (tonna b b, b,
hisobida) : i
c c ¢ c
A a 1 12 13 1n
! ! xll le xl3 xln
4, a 21! Oy oY) Con
2 'x21 X22 x23 xZn
c
Am gm cml cm2 m3 C,,,,,
'xml m2 xml xmn
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2- §. Transport masalasini potensiallar usuli
bilan yechish

Faraz qilaylik, transport masalasi quyidagi jadval ko‘rinishida
berilgan bo‘lsin:

5- jadval
Ishlab Korxonalarda Iste’molchilar va ularning talabi
chiqarish ishlab .
korxona- | chiqarilgan B, B, B, B
lari mahsulotlar
(tonna) b, b by b,
Al al Cll ch CIJ Cln
xl 1 l12 xl} xln
4, a, ) n € €2
xZI x22 XH XZn
Am am le CmZ cm] Cmn
xml xml xm] xmn

Bu jadval ,,shimoliy-g‘arb burchak“ usulidan foydalangandan
keyin boshlang‘ich tayanch reja bo‘lsin, X, — tagsimlangan yuklar
(zaxiralar) c¢j — yuklar bo‘lmagan, ya’ni to‘ldirilmagan kataklar,
¢, lar esa to‘ldirilgan kataklar bo‘lsin.

Boshlang‘ich tayanch rejaga asosan transport xarajatlari
quyidagicha bo‘ladi:

[ =canxi +epXp 03Xz ot QpXon + o F Cu3Xg3 00 + Cpp Xy

5-jadvalga A, A, ..., A, korxonalarga, mos ravishda, u, u,,...,u,,
shartli variantalar kiritamiz (potensiallar), B, B,,..., B, iste’-
molchilarga, mos ravishda, v, v,, ..., v, — shartli variantalar
(potensialar) kiritamiz. Demak, 4, korxonaning potensiali (shartli
variantasi) u, miqdor, Bj iste’molchining potensiali (shartli
variantasi) v, miqdor (i =1,m; j=1,n).

Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi:
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1V BOB. BUTUN SONLI PROGRAMMALASH

Bizga quyidagi » no‘malumli m ta chiziqli tenglamalar siste-
mast
a x| +apXy + o ayX, = by,
@y X| + axpXy + o0+ AypXy = by,

A1 X} + QX + 00 + Xy = by,

x20, xp>20,-,x,20
va magsad funksiyasi
F=ax +c6x ++cyxy
berilgan bo‘lsin.

Bu yerda x; — ishlab chiqarilgan mahsulotlar birligi. x,
o‘zgaruvchilar har qanday musbat son bo‘lishi mumkin.

Chizigli programmalashning ko‘pgina masalalarini yechganda x,
o‘zgaruvchilarga butun sonli bo‘lish sharti qo‘yiladi. Bunday masalalar
butun sonli programmalash masalalari deb ataladi. Butun sonli prog-
rammalash materiallarni optimal bichish, transport masalalarini
marshurutlarga optimal tagsimlash, bo‘linmaydigan mahsulot ishlab
chigaruvchi korxonalarning ishini optimal rejalashtirish kabi
masalalarni yechishda qo‘llaniladi. Yuqoridagilarni yaxshi anglab olish
uchun quyidagi masalani ko‘rib chiqamiz.

1- §. Marketolog hagidagi masala

Faraz qilaylik, 4, shaharda yashovchi marketolog nta A;, 4,,..., 4,
shaharlarda bir martadan bo‘lib, minimal vaqt ichida 4, shaharga
qaytib kelishi kerak bo‘Isin. Bu masalaning matematik modelini tuzish
magsadida marketologning A, shahardan A; shaharga borishi uchun

sarf gilgan vaqgtini #;(i, j =1,n)  bilan hamda uning har bir 4,
shahardan 4; shaharga borishi ko‘rsatgichini x, bilan belgilab olsak,
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2- §. To‘la butun sonli programmalash masalalari

1. Quyidagi shartlarda butun sonli masalani yeching:
F =x +4x;, > max,
=X] +2X +y =2,
3x1 +2x5 + ¥y =6,
X] ZO, Xy ZO, W ZO, 3] ZO,

bu yerda x; (k =1,2) lar butun sonlar.

Yechish. Masalani dastlab butun sonli yechimlari bo‘lishini
talab gilmasdan simpleks usul bilan yechamiz:
1- simpleks jadval

Bazisli | O‘zgarmaslar 1 4 0 0

Ne Cs o‘zgaruv- ustunt, o
chilar a, X il BRd e %ip
0 Y 2 —1 2 1 0 1
Y, 6 3 2 3
3 F F=0 —1 | —4 0 0

2- simpleks jadval

Bazisli | O‘zgarmaslar 1 4 0 0 az
Ne % | o'zgaruv- ustuni, —
chilar a, i I 4 e %ip
i 4 x, 1 —12] 1 2] o
), 4 2 [ o[-t
3 F F=4 -3 0 2 0

3- simpleks jadval

Bazisli | O‘zgarmaslar 1 4 0 0 a;
Ne % | o‘zgaruv- ustuni, -
chilar a, X, il B4 Y2 Gip
4 x, 3/2 o | 1 |38] 118
X, 2 1 —12] 1,2
3 F F=17 0 5/41 3/4
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3- §. Qisman butun sonli programmalash masalalari

Quyidagi shartlarda gisman butun sonli masalani yeching:

3) +x, <9,
0,16x + x, < 1,9,

x20, xp20
va x, butun sonlar (k = 1;2).

f =x +8x; » max.

Yechish. Bu masala to'lig butun sonli masala emas, chunki
sistemadagi ikkinchi tengsizlikni kanonik ko‘rinishga keltirsak, qu-
yidagi tenglama hosil bo‘ladi: 0,16x; + x, + y, =1,9. Butenglamada
y, ning butun giymatlarida x, va x, butun sonli giymatlarni qabul
gilmaydi. Shuning uchun bu masala gisman butun sonli masala deyiladi.
Masalani yechish uchun oldin p, masalani simpleks usulni qo‘llab

yechamiz.
1- simpleks jadval

. O‘zgar- 1 8 0 0 a.

= Bazisli Zi0

Ne G yechimlar mas!ar a;

ustuni, a, X X, Y Y, ip

0 32 9 i 1 1 0 9

2 0 Y 1,9 0,16 1 0 1 1,9
3 ";gfr‘i‘s F=o | =1 | =8| o | o

Bu jadvalning indeks satrida manfiy sonlar bo‘lgani uchun
simpleks usulini qo‘llab, ikkinchi simpleks jadvalni tuzamiz.

2- simpleks jadval

ol e Bazisli O‘Zgla" 1 8 | 0| 0 | ao
- s yechimlar masiar a
ustuni, a,, X, X, Y ¥, ip
0 v, 7.1 284 | 0 1| -1
2 8 X, 1.9 0,16 | 1 0 1
3 ”S‘:fr‘l‘s F F=152] 028 | o 0o | 8
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¥V BOB. PARAMETRIK PROGRAMMALASH

Xalg xo‘jaligini boshqarish va rejalashtirish jarayonida igtisodda
quyidagi xususiyatlarga ega bo‘igan masalalarga duch kelinadi:

1) izlanayotgan migdorlaming juda ko‘p parametrlarga bog‘ligligi.

2) yechilayotgan masala cheksiz yechimga ega bo‘lib, ulardan
optimal yechimni tanlab olish.

Optimalashtirish masalalarini chiziqli programmalash usullari
bilan to‘liq yechish uchun bu masalalarda gatnashayotgan koeffitsi-
yentlar aniq qiymatlami gabul giladi deb faraz qilinadi. Lekin amalda
ko‘pchilik masalalarda bu koeffitsiyentlarning taqribiy giymatlari
yoki ularning mavjud bo‘lish oralig‘éi ma’lum bo‘ladi. Shuning
uchun chizigli programmalash masalasining optimal yechimi har
bir qatnashayotgan koeffitsiyentning mavjud bo‘lish oralig‘ida o‘zga-
rishiga ganchalik bog‘ligligiga, ya'ni masaladagi koeffitsiyentlar-
ning o‘zgarishi uning yechimlar to‘plamiga ganday ta’sir qilishini
aniqlash masalasini o‘rganish talab etiladi.

Ana shunday qo‘yilgan masalalarni hal qilish parametrik
programmalashning predmetini tashkil etadi.

1- §. Parametrik programmalash masalalarining
igtisodiy va geometrik talqini

Chizigli programmalashning asosiy masalasini ko‘rib chiqaylik:

a) ap ai, by
AX =B, buyerda A=|® 2 @n| p_ B
Qul Q... Gy b,
X
x>0, X=|"2|. F(X)=CX - max.
%
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2- §. Magsad funksiyasi parametrga bog‘liq bo‘lgan
masalalarni yechish

Birinchi paragrafda ko‘rib chiqgilgan (5.1) — (5.3) masalalar
berilgan bo‘lsin. [a; B] oraliqda 7 parametming birorta ¢ = £, giymatini
olib, bu masalani simpleks usuli bilan yechamiz. Bu yerda ikki hol
bo‘lish mumkin:

1) +=t, nuqtada masala optimal rejaga ega bo‘ladi;

2) t= 1, nuqtada masalani yechish mumkin emasligi aniqlanadi.

Faraz gilaylik, birinchi hol bajarilgan bo‘lsin. U holda oxirgi
simpleks jadvalning (N + 1) (indekis satridan) satridan J(1)) = J', + 1,
J, ni yozib olamiz. Bundan quydagilarni topamiz:

max [—-‘I—’), agar J"; >0,

To = T mavjud bo‘lsa,

—oo, agar J"; <0

- min [—j—’j, agar J"; <0,
- i mavjud bo‘lsa.
o, agarjami J"; >0

U holda T, <t <T da berilgan masala (barcha ¢ lar uchun)
t = t, qiymatda bir xil optimal rejaga ega bo‘ladi.

Agar t = ¢, giymatda masalani yechish mumkin bo‘lmasa va oxirgi
simpleks jadvalning N+ 1 satrida uning yechimi J, = J ', + 1t5J ",
(x; <0, i =1,m) songa teng bo‘lsa, u holda:

1) J”, =0 bo‘lganda berilgan masalani istalgan ¢ uchun yechish
mumkin emas;

2) agar J, <0 bo‘lsa, berilgan masalani t <1 = —j—" larning
J k

barchasi uchun yechish mumkin emas;

3) agar J”, > 0 bo‘lsa, berilgan masalani barcha 7> ¢, lar uchun
yechish mumkin emas;

4) birinchi qadamda ¢ ning o‘zgarish sohasini aniqlaymiz,
yuqgoridagi qadamni ¢ € [a, B] oraliqgda r ning boshqa qiymatini
olib, yana simpleks usulini go‘llaymiz;
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VI BOB. DINAMIK PROGRAMMALASH

1- §. Dinamik programmalash masalalarining umumiy
xususiyatlari

Chiziqli programmalash masalalarini yechganda vaqtga bog‘liq
bo‘lmagan statik va iqtisodiy jarayonlami ko‘rgan edik. Masalalarning
optimal yechimlarini topganda bu yechimlar vaqtga bog‘liq bo‘Imagan
bir bosqichli optimal yechimlardan iborat deb hisobladik. Shuning
uchun vaqtga bog‘lig bo‘lmagan bunday masalalarni bir bosgichli
masalalar deb ataymiz. Lekin ko‘p iqtisodiy masalalarni yechish
jarayonida bu masalalar o‘z-o‘zidan bir nechta bosgichlarga bo‘lingan
bo‘ladi. Shu bilan birga iqgtisodiyotning rivojlanish jarayoni, aynigsa
bozor igtisodiyotiga o‘tish davrida, ko‘p omillarga bog‘liqdir. Shuning
uchun bunday masalalarning yechimi yagona bo‘lmaydi. Balki har
bir bosgichga mos keluvchi yechimlar to‘plamidan iborat bo‘ladi.
Bu yechimlar to‘plamidan eng maqbulini tanlab olish optimal
strategiya deyiladi.

Dinamik programmalash iqtisodiyotda uchraydigan ko‘p masa-
lalarni bosgichma-bosqich yechish uchun ishlatiladi.

Bunga misol sifatida quyidagi masalalar kiradi: yuklarni optimal
joylashtirish; eng qisqa yo‘Ini aniglash; tezlikka bog‘liq bo‘lgan ma-
salalarda optimal tezlikni topish; sarmoyalarni optimal joylashtirish;
optimal rejalashtirish masalalari.

Demak, dinamik programmalash quyidagi xususiyatga ega bo‘lgan
masalalarni yechadi:

1) ko‘p bosqichli igtisodiy jarayonning birdan bir yagona
yechimini emas, har bir gadamga mos keluvchi va asosiy manfaatni
ko‘zlovchi yechimlar to‘plamini topishga yordam beradi;

2) dinamik programmalash uslub va usullari yordamida yechi-
layotgan ko‘p bosqichli masalaning ma’lum bir bosqichi uchun
topilgan yechimi undan oldingi bosgichlarda topilgan yechimga
bog‘liq bo‘lmaydi. Unda faqat shu bosgichni ifodalovchi omillar
nazarga olinadi;
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3) dinamik programmalash yordamida ko'p bosqichli masalani
vechish jarayonida har bir bosgichda asosty magsadni ko'zlovchi
yechimni aniglash kerak, yana yechimlar to‘plami orasidan asosiy
magsadga erishishga maksimal ulush qo‘shuvchi yechimni tanlab
olishgato‘g'ri keladi.

Dinamik programmalashning asosiy usul va uslublari amerikalik
matematik R. Bellman va uning shogirdlari tomonidan asoslangan
bo‘lib, optimallik prinsipiga amal giladi. Endi dinamik programmalash
uslub va usullari bilan yechiladigan ba’zi iqtisodiy masalalarni ko‘rib
chigamiz.

2- §. Yuklarni optimal joylashtirish hagidagi masalalar

6.1- masala. Muzxonaga N ta har xil xomashyoni joylashtirish
kerak. Muzxonaga jami W tonna xomashyoni joylashtirish mumkin.
Xomashyolar to‘g‘risida quyidagi ma’lumotlar mavjud:

P — i xildagi xomashyoning massasi;

V. — i xildagi xomashyoning bahosi (narxi);

X.— muzxonaga joylashtiriladigan i xildagi xomashyoning soni.

Muzxonaga xomashyolarni shunday joylashtiringki, unga
maksimum giymatga ega bo‘lgan xomashyolar joylashsin.

Demak, bu masalani umumiy holda quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin.

Quyidagi
1) ZX P <W,
2) X 0, 1, 2, 3, ... . (konteynerlarga joylashgan xomashyolar

soni yok1 yashlklar som) shanlarda

fW) = Z Xi¥i ning maksimum giymatini toping.

i=
Masalada X xomashyolar butun gismlardan iborat.

Agar 2- shart bo‘lmaganda edi u holda masalani chiziqli
programmalash masalasi ko‘rinishida yechish mumkin edi. Shuning
uchun masalani quyidagi ko‘rinishda yechamiz.

1. Oldin muzxonaga birinehi xil xomashyolarni joylashtiramiz.
Joylashtirilgan yuklarning giymatini f,(W) deb belgilasak, u holda

L[ (W) = max{X; W}, (6.1)
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VII B O B. CHIZIQSIZ PROGRAMMALASH

1- §. Chizigsiz programmalash masalalarining iqtisodiy va
geometrik talqini

Faraz qilaylik, bizga yuklarni optimal joylashtirish masalalari
berilgan bo‘lsin. Shu vaqtgacha bunday masalalarni yechganda har
bir ishlab chiqarilgan mahsulot maksimal bo‘lishi uchun ishlab
chiqarish xarajatlarini o‘zgarmas deb hisoblagan edik. Bundan keyin
bu xarajatlarni o‘zgaruvchi (o‘zgarmas emas) deb qaraymiz. Ishlab
chiqarish xarajatlari ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmiga pro-
porsional emas. Ishlab chiqarilgan mahsulotlar hajmi x, korxona
uchun x, korxona xarajatlari esa f(x,) funksiyaga teng bo‘ladi. Ishlab
chigarish quvvati esa har xil bo‘lishi mumkin (butun sonli, kasr
sonli va h.k.).

Natijada ushbu igtisodiy masala kelib chiqadi.
Quyidagi:
1) X; >0 (musbat migdorda mahsulotlar tashilgan);

m
2) X = _leij (ishlab chiqgarilgan mahsulotlar to‘laligicha

iste’molchilarga yetkazilgan);

3) Zx =B, j=1, m (har bir iste‘molchi eng kamida

talabini qondlruvchl mahsulotlar hajmini oladi) shartlar bajarilganda

F(x) =Y fi(x))+ Y, Cy(x;)
i=1 i=1

funksiyaning minimum qiymatini toping.
Hx) magsad funksiyasi va yuqoridagi shartlardan birortasi chizigsiz
bo‘lsa, bunday masalalar chizigsiz programmalash masalalariga kiradi.
Shunday qilib, chizigsiz programmalash masalasining ta’rifini
quyidagicha yozish mumkin:
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X -x+1=0,
{ x+x="7
Bundan
x =3 x=4.
Demak, G nuqtaning koordinatalari x; = 3;x, =4 bo‘lib,
FG min = 2. Shunday qilib, G statsionar nuqtaning koordinatalarini
topdik.
TOPSHIRIQLAR
Quyidagi masalalarda (7.18)—(7.19) Lagranj usulini qo‘llab
statsionar nuqtalarni toping va shartli ekstremumlarni aniglang:
7.11. F = le +x22, X +xy =1 bo‘lganda.
712, F=3xf +2x3 =3x,+1, x{ +x} =4 bo'lganda.
7.13. F =2(x; -1)? +3(x; -3)?, x; + x, <10 sohada x; >0,
x; 20, x;+x, =6 bo‘lganda.

7.14. F = x} —x3, x{ +x} <16 sohada x; - x, = 4 bo‘lganda.
Quyidagi masalalarda (7.18—7.20) Lagranj usulini qo‘liab, shartli
ekstremumlarni tekshirib, statsionar nuqtalarni toping:

1 1 1
7.15. F=x;+x +x3, —+—+—=1 bo‘lganda.
X] Xy X3
706 F=x -Xxp-X3, X +X3 +Xx3 =6 va X)X +XX3 + X3 =12

bo‘lganda.
7.17. F =L+L, -—1,—+—12— =1 bo‘lganda.
X Xy Xy X3

3- §. Qavariq programmalash masalalari

Quyidagi
gi(x1, X0, s X)) S by (i =1,m), (7.23)
x;20  (j=Ln), (7.24)
f(x,%3,..,%,) &> max (7.25)
shartlarni qanoatlantiruvchi chizigsiz programmalash masalasi berilgan
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X) 2 0, X> > 0,
-ﬂ\;\x:-f; (xl’ '\‘3) = _Xlz - '\’22

Quyidagi qavariq programmalash masalalarini yeching
7.21- masala.

x| +2x <12,
3x; + x5 €15,

X) 2 O, X3 = 0,
Ax, %)= x, +4x, + x,x,— 2x? — 2x,2 > max.

7.22- masala.
X +x <7,
Xy < 5,
X 2 O, Xy 2 O,

= —_— 2 2
fx,, x,)= x, + 8x, — x? — x,’> max.

4- §. Kvadratik programmalash masalalari

Kvadratik programmalash masalasi gqavariq programmalash
masalasining xususiy bir holidir. Faqat uning matematik modelidagi
chegaraviy shartlar chizigli tenglama va tengsizliklardan, maqsad
funksiyasi esa umumiy holda chiziqli va kvadratik formalarning
yig‘indisidan iborat bo‘ladi:

n
Z a,-jxj {S, =, Z} bi’ i= 1, ) (747)
x;20, j=1n, (7.48)
n
F(X) =Y Cyx; +dyxt + dyyx3 +otdyx? +
j=1 (7.49)

+2dy X%y + 2dy3xy 03 + ..+ 2d, 1 Xy X

(7.47)—(7.49) kvadratik programmalash masalalarini yechish
uchun ayrim zarur bo‘lgan ta’rif va teoremalarni isbotsiz keltiramiz.
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7.28. 0<x <2, 0<xy <4
0<x3<6,

)
fmin = (xl + X+ x3)--

7.29. x; +2xy —x3 =6,
X| 20,)(2 ZO,X3 >0,

2 2
fmax =X — X3 —X3.

5- §. Gradiyentlar usuli

Shu vaqtgacha chizigsiz programmalash masalalarini simpleks
usulni qo‘llab yechgan edik. Lekin simpleks usul chekli imkoniyatga
ega bo‘lganligi uchun uni chegaraviy shartlari va magsad fuknsiyasining
tarkibiy gismi murakkab bo‘lgan masalalarga qo‘llab bo‘lmaydi. Bunday
hollarda kvadratik va gavariq programmalash masalalarini yechish
uchun gradiyent usullarini qo‘llash ancha qulaylik yaratadi. Chizigsiz
masalalarni gradiyent usullarini go‘llab yechish uchun ayrim zarur
bo‘lgan ta’rif va qoidalarni keltiramiz.

Bizga no‘Ichovli E, Evklid fazosi berilgan bo‘Isin. E, fazosining
biror sohasida flx) = fix,, x,, ...,x,) funksiya o‘zining xususiy hosilalari
bilan birgalikda uzluksiz funksiyalar to‘plamini tashkil etsin. Bu
funksiyalar to‘plamini .S’ bilan belgilasak, E, da f € C’ funksiyaning
gradiyenti proeksiyalarini quyidagicha yozish mumkin:

oS o o
oxy oxy U ox,
Demak, E, da f € C' funksiyaning proyeksiyalari vektor ustun
bo‘lib, u simvolik ravishda quyidagicha yoziladi:
of - o -, U —~
df =Vf = —e ——e) +. ,
gra f f 1+ axz 2 6x,, €y
bu yerda e,e,,..,e, ortlar.

Gradiyentning E, koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari quyidagicha
yoziladi:
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Yuqoridagilarga asosan, quyidagi sistema hosil bo‘ladi:
2up +6uy = 9,
Suy + 4y = 9,
ul* + u; = 1.
Bu sistemani yechsak, u*=0,4; u,*=0,6; v=4,4 yechim
hosil bo‘ladi.
Agar B, o'yinchining strategiyasi Z= (z,*,z,*) vektor bilan

berilgan bo‘lsa, u holda 8.4- teoremaga asoslanib quyidagi sistemani
keltirib chigarish mumkin:

271 + 525 = 4,4,
6z; + 4z; =44,
zl* + z; =1.
Sistemani yechsak, quyidagi yechim hosil bo‘ladi:
z*=0,2; z*=0_8.

25
Shunday qilib, {6 4) matritsa bilan berilgan o‘yin siljigan op-

timal strategiyasi U* = (0,4; 0,6), Z* = (0,4; 0,8) bo‘lib, uning yutuq
giymati esa v=44 bo‘ladi.

Endi masalaning geometrik talginini beramiz. Buning uchun «Oz
teksligida A o‘yinchining siljigan strategiyasini U= (u,,u,) bilan
belgilasak, u vaqtda xususiy holda 4 (0;1) nuqta A, strategiyani, 4,(0;1)
nuqta esa A, strategiyasini bclgllaydl va h.k.

Agar Al va A, nuqtalarga perpendikular chiziglar o‘tkazib, bu
chiziglarga o‘yinchilaming yutuglarini joylashtirib chigsak, 8.1- chizma
hosil bo‘ladi.

Agar A o'yinchi A, strategiyani tanlaganda B o‘yinchining
strategiyasi B, bo'lsa, u holda A4 o‘yinchining yutug‘i 6 ga teng, B,
bo‘lganda esa 4 ga teng. Bu ikkala son A, nuqtaga o‘rnatilgan
perpendikular ustida yotgan B/' va B, nuqtalarm amqlayd1 B, va
B!, B, va B, nuqtalarni blrlashtlrsak ikkita to‘g‘ri chiziq h051l
bo ladi. Bu to‘g ri chiziglardan Ou o‘gigacha bo* lgan masofalar har
ganday strategiyani tanlagandagi o‘rtacha yutuqni ko‘rsatadi. Masalan,
B, B! kesmadan Ou o‘gigacha bo‘lgan masofalar A4, va A4,
strategiyalarning istalganini tanlagandagi o‘rtacha yutug‘i v,(4, va 4,
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10 10 1o | 0
9 9 9 19
8r ,8 8 . 18
7r 17 7 ! 17
6 A 6 6 F ! 6
) 5 st 1s
4 14 4t :"’ 14
3 13 3t l {3
2 12 2t i {2
! 1! ) 11
0—?]-—4_5_’ p O_H,I_J_u,_ - 8. 1- chizma.

strategiyalarning chastotalari, mos ravishda, u, va u, ga teng). B
o‘yinchining strategiyasi esa B, ga teng bo‘lib, masofa 2u +6u,=v, ga
teng. Xuddi shunday, B, strategiyani qo‘llaganda o‘rtacha yutuq B,,
B kesmadan Ou o‘qigacha bo‘lgan masofalarga teng bo‘lib, bu
masofa 5u +4u,=v, ga teng. Shunday qilib, B MB,' siniq chizigning
ordinatalari A o‘yinchining har qanday siljigan strategiyasi minimal
yutug‘i bo‘ladi. Bu minimal yutug‘lar ichida M nuqtaning ordinatasida
maksimum giymatga ega bo‘ladi. Demak, M nuqtaning ordinatalari op-
timal yechimlar bo‘ladi. Optimal strategiyasi uw*=(u*; u,*) o‘yin
yutug‘ining giymati esa vga teng. M=(u,*; u,*) nuqtaning koordinatalarini
topish uchun B, B,'va B, B,' to‘g'ri chiziglarning kesishish nugtalarini
quyidagi uchta tenglamalar sistemasini yechib topamiz:

2ui +6u; =9,

Sup +4u, =9,

u;+u; =1,
* * 3 22
bu yerdan :%:0,4, u2=§=0,6, 9=?=4,4.

Xuddi yuqoridagi kabi, B o‘yinchining optimal strategiyasini
topamiz. Buning uchun quyidagi

* * 22
27 +37 =5

zl* +z§ =1
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: . . « 1 « 4 - .
sistemani yechib, g =3= 0,2, z, =3 = 0,8 siljigan optimal
yechimlarni topamiz. Natijada o'yinning siljigan optimal strategiya-
larining yechimlari (#=(0,4; 0,6) va Z*=(0,2; 0,8) bo‘ladi. O‘yin
yutug‘ining giymati esa v = 4,4.

8.2- masala. Quyidagi matritsa bilan berilgan o‘yinning yechimini

toping:
79 8
A= .
(10 6 9)

Yechish. Oldin masalaning egar nuqtaga ega yoki yo‘qligini
tekshiramiz. Buning uchun quyidagilarni topamiz:

min {7; 9; 8 }=7, max {7; 10}=10,

min {10; 6; 9 }=6, max =9, max {8; 9}=9.

Demak, uyinning quyi yutug‘i a =max {7 ; 6}=7, yuqori
yutugi esa B=min {10 9 9}=9, a =7=p=9 bo‘lgani uchun 4
matritsa bilan berilgan o‘yin yechimi siljigan optimal strategiyaga ega
bo‘lib, v yutug‘i quyidagi oraligda joylashgan: 7 <v <9,

Agar A o'‘yinchining strategiyasi U (u,, u,) vektor bilan berilgan
bo‘lsa, u holda 8.4- teoremaga asosan B o‘yinchi B, yoki B, yoki B,
strategiyani qo‘llaganda A4 o‘yinchining o‘rtacha yutug‘i giymati
quyidagi tengliklar bilan belgilanadi:

25 A Tu +10u, = 9,
9 +6u, =9,

8ur { 911;k =9,

._
(==}

* *
uy +u =8

Bu sistemani yechsak, quyi-
dagi yechim hosil bo‘ladi: u *=2/3;
u*=1/3, u*=(2/3, 1/3), v=2_8.
B o‘yinchining strategiyast
Z*=(z,*,z,*,7*) vektor bilan beril-
gan bo‘lsa, u holda 8.4- teoremaga
asoslanib quyidagi sistemani
0 u, u keltirib chigarish mumkin:

—_ N W B L O N o O

8.2- chigna.
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7z,* + 9z; + 8z; =8,
10z, + 625 +9z3 =8,
z1*+z5+z; =1

Bu sistemani yechsak, quyidagi yechimlar hosil bo‘ladi:

z*=1/2=0,5, z,*=1/2=0,5, z*=0, Z*=(0,5; 0,5; 0) optimal
yechim.

Yugqoridagi o‘yin yechimining geometrik talginini 8.2- chizmadan
ko‘rsatish mumkin: B, B, B, B, va B, B to‘g‘ri chiziglar siljigan
optimal strategiya bo* llb B KB siniq ChlZlq Bo‘yinchining yutug‘ini
quyi chegarasini ko’ rsatad1

Shunday qilib, 2x2 ko‘rinishdagi o‘yin yechimlarini topish
usulidan foydalanib, 2xn va nx2 ko‘rinishdagi o‘yinlarning
yechimlarini topishni umumiy holda quyidagicha yozish mumkin:

1) ikkinchi (birinchi) o‘yinchining strategiyalariga mos bo‘lgan
to‘g‘ri chiziglar chiziladi;

2) o'yin yutug‘ining quyi (yuqori) chegaralari aniqlanadi;

3) ikkinchi (birinchi) o‘yinchining ikkita strategiyasi topiladi va
ularga mos bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar aniqlanadi. Shu to‘g‘ri chiziglar
kesishish nuqtasining maksimal (minimal) ordinataga ega bo‘lgan
giymati topiladi;

4) o‘yin yutug‘ining qiymati va optimal strategiyasi aniglanadi.

2- §. Matritsali o‘yinlar nazariyasi masalalarini chizigli
programmalash masalalariga keltirish

Faraz qilaylik, quyidagi m X n ko‘rinishdagi matritsa bilan
aniglangan o‘yin berilgan bo‘lsin:
allalz...aln
a@21@22---Xy

amla,,z...a,,,,,
I- § dagi 8.1- teoremaga asosan R, o‘yinchining optimal
strategiyasi U*=(u,*,u,*,...,u,*) gateng bo‘lib, o'yin yutug‘i uchun
m
quyidagi tengsizlik bajariladi: Z;aijui 2V (j=1n).
=
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Masalaning yechimini aniglash uchun yutuq v > 0 deb hisoblaymiz.
m

U holda quyidagi hosil bo'ladi: )’ a;; 4 5. (j = ﬁ)
v

i=1
1 m . _
Bu tengsizlikka — almashtirish kiritsak, > oy 21 ( j= l,n),

i=1

yi20 (i= 1,m) kelib chiqadi.

m
Agar Zu,- =1 shartdan foydalansak, quyidagi hosil bo‘ladi:

i=1 m l

D=~

i=1 v
Shart bo‘yicha R, o‘yinchi maksimum yutuqga erishish uchun

harakat giladi, ya’ni > miqdorning minimum giymatini topishga
intiladi. Demak, R, o‘yinchining optimal strategiyasini topish uchun

m - —_—
;a,vjy,-'zl (j=1,n), yi 20 (i=l,m) shartlarda F*=§;y,-
= =

funksiyaning minimum giymatini topish kerak.
Xuddi shunday R, o‘ynovchi optimal strategiyasini topish uchun

quyidagi "
Za,-jxj <1 (1 =-17;n_)
i=l

n
shartlarda F = Z x; funksiyaning maksimum qiymatini topish kerak
j=1
4 . . - .
(buyerda x; = 7’ ). Shunday qilib, 4 o‘yin matritsasi bilan berilgan
m X n ko‘rinishdagi bir juft o‘yinni chizigli dasturlash masalasi
bilan almashtirib, quyidagi simmetrik, ikkilangan masalalar ko‘rini-
shida yozish mumkin:
Berilgan dastlabki masala. Quyidagi

n _ —_—
Za,-jxj <1 (i= l,m), x; 20 (j= 1,”)
=

shartlarni qat{oatlantiruvchi
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n
F(xp,x3,.-.%,) = Z X; funksiyaning maksimum giymatini toping.
J=t
m -
Ikkilamchi masala. Quyidagi Za,jyi 20 (j = l.ﬂ), u 20

i=l "
(i = l.m) shartlarni qanoatlantiruvchi  Hu ,u,,...,u)) = Z Y
. .. . .. . =1
funksiyaning minimum giymatini toping. /
Ko‘rsatilgan ikkilangan masalalarning yechimlaridan foydalanib,
o‘yin strategiyasini va yutug‘ini quyidagi formulalar bilan aniqlaymiz:

*_ y* _ * * _ Zj _ *
u,-_ml*_Sy,- 3 =— *—ij
2.7 ’ 2%
i=l J=1
1 1 — —
9= = ; (i=1,m,j=1,n).

n * m *
> Xj 2V
j=1

Demak, R o‘yin yechimini chiziqli programmalash ‘usullarini
go‘llab topish jarayoni quyidagi ketma-ketlikda amalga oshiriladi:

1) o‘yin matritsasiga ekvivalent bo‘lgan bir juft ikkilangan chiziqli
dasturlash masalasi tuziladi;

2) bir juft ikkilangan masalaning optimal rejasi topiladi;

3) ikkilangan bir juft masalaning optimal rejasi bilan optimal
strategiya va o‘yin yutug‘idan foydalanib, o‘yinning yechimi topiladi.

8.3- masala. Quyidagi matritsa bilan berilgan o‘yinning yechimi
topilsin:

~

A=

(2B o)

2
3
5

BEE-)

Yechish. Bu matritsa a3, = 5 egar nuqtaga ega. Shuning uchun,
uning yechimi sof strategiya 4, va ¥, bo‘ladi, ya’ni X =(0;0;1) va
Y = (0; 1;0), v=5 bo‘lganda.

Bu matritsaga mos bo‘lgan bir juft chizigli programmalashning
ikkilangan masalasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
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Daslabki masala: Ikkilangan masala.

Quyidagi Quyidagi

6x) +4x; +5x3 21, 6y + 2y, +Sy3 <1,

2x +3x; +5x3 21, 4y, + 3y, +7y3 <1,

Sx;+7xy +6x3 2 1. 5y +5y, +6y3 < 1.

x120,x20x320. u 20,1 20,u3 20

shartlarda fix ,x,,x;)=x,+x,+x;,  shartlarda fu ,u,,u,)=u+u,+u,
funksiyani minimum qgiymatini  funksiyani maksimum qiymatini
toping. toping.

Ikkilangan masalani simpleks usul bilan yechsak, quyidagi

jadvallar hosil bo‘ladi:
1- simpleks jadval

4 1 11 I11 I 1 1 0 0 0 z
C, Ay u, u, u, u, ug u,
3o w1t 6]l 2 5| 1 0| o
2 0 u 1 4 3 7 0 1 0
I 0 u, 1 5 5 6 0 0 1]
Z=0| 1] -1 | -1 0 0 0
2- simpleks jadval
Tek-
4 1 2 3 | 1 1 (VR IV v shirish
ustuni
C, u, u, u, | u, | u u, 6/,
3 0 u, 3/5 4 0 |13/51 0] 0 [-2/5] 4/
2 0 u 2/5 1 0 17/50 0| 0 | =3/5] 33
1 0 u, 1/5 1 1 6/5101] 0 1/5 3/5
Indeks satri Z=1/5 0 0 /50061 0 1/5 3/5

Demak indeks satrida hamma kataklardagi sonlar musbat bo‘lgani

) 1
uchun optimal yechim quyidagicha bo‘ladi: u =0, =3, u,=0,
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3 2 ] ] |
= =Y. = = =f =—-=. Vi 1 = =—:5 ‘-
U= 5 U= 3 \a Z =t 5 O'yin yutug'i v T bo'l
5
gani uchun optimal yechimlar y *=0, y,*=1, y*=0 bo'ladi. Shunday
qilib, B o‘yinchining optimal strategiyasi Y - (0; I; 0) boladi.

A o‘yinchi yutug‘ining optimal yechimlarini, ya’ni dastlabki
masalaning optimal yechimlarini o‘zgarmaslar ustunidan u,, u, u

qarshisidagi sonlarni tanlab olamiz: x1=0, x,=0, x,=

=5 optimal

strategiyasi esa X = (0; 0; 1) gatengbo‘ladi.
TOPSHIRIQLAR

Quyidagi matritsalar bilan berilgan o‘yinlarning yechimlari
topilsin.

345 8 536 7
8.4. 4, = : 8.5. Ay = .
1(764) 247958)
24035 53645
6. A3 = . 8T 4= .
863[63842] 87’4“41842)
25
471 =2 71
8. As = : 9. Ag = :
885(0—342} 89. 4=\5 4
4 6
7 -1 2 8
5 4 43
8.10. 4, ={1 5 8.11. 4g=[0 6
3 -2 3 4
21 5 2
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22.18 Raisov M.

R 19 Matematik programmalash: O*quv go‘l./M.Raisov;
O*zR oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazirligi. — T.:
.. Voris* nashriyot, 2009. — 176 b.
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