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SO'ZBOSHI

Mazkur «Chiziqli algebra va analitik geometriyadan masalalar 
yechish» o‘quv qo‘llanmasi oliy texnika o'quv yurtlari talabalariga 
mo‘ljallab yozilgan bo‘lib, undan boshqa ixtisoslikdagi o‘quv 
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Qo'llanmada keltirilgan mavzular oliy texnika o'quv yurtlarining 
barcha mutaxassisliklari uchun oliy matematika fanining hozirgi 
paytdagi dasturiga mos keladi. U talabalar va o'qituvchilar uchun 
amaliy mashg‘ulotlar darslarida hamda mustaqil o‘rganishda foydali 
qo‘llanma bo‘lib xizmat qiladi deb umid qilamiz.

Unda' har bir mavzuga doir nazariy ma’lumotlar berilgan va 
tipik misollar yechib ko‘rsatilgan hamda mustaqil bajarish uchun 
yetarlicha mashqlar berilgan. Ularning javoblari esa har bir bob 
uchun alohida keltirilgan

Mualliflar Samarqand iqtisodiyot va servis instituti «01iy 
matematika» kafedrasi mudiri, fizika-matematika fanlari doktori, 
professor B.X. Xo‘jayorov va SamDAQI «01iy matematika» 
kafedrasi dotsenti E.D. Davronovga xolisona taqrizlari uchun hamda 
magistrant B. Mardonovga matnni kompyuterda tayyorlashdagi 
yordami uchun o‘z minnatdorchiklarini bildiradilar.

Q oilanm a bo‘yicha hamkasblarimizning fikr-mulohazalarini 
minnatdorchihk bilan qabul qilamiz.

Mualliflar
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I bob. DETERMINANTLAR, MATRITSALAR 
VA CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMALARI

1- §. Determinantlar

1°. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar. To‘rtta sondan 
tuzilgan

A = a\ bi
a-, b-,

jadval ikkinchi tartibli kvadrat matritsa, axb2 -  â by son esa bu 
matritsaning determinanti yoki ikkinchi tartibli determinant deyiladi. 
U quyidagicha belgilanadi:

det A = \A\ = — axh} -  ajb ,̂ ( 1)

bu yerda: av a2, bv b2
a2 va bv b2, a2av hj va a2, b2, av

a\ b\
a2 b
-  determinantning elementlari; ulardan 

b2 va a2, bx lar, mos ravishda,
birinchi va ikkinchi satrlar, birinchi va ikkinchi ustunlar; bosh va 
yordamchi diagonallar elementlari deyiladi. Satr va ustunlar 
determinantning qatorlari ham deb aytiladi.Matritsalar haqida 
toTiqroq maTumot 3- § da beriladi.

1-misol.
5 7
6 13 determinantni hisoblang.

►
5 7
6 13

5-13 - 6 -  7 = 6 5 -  42 = 23. ^

Determinantning xossalaridan foydalanish uni hisoblashni 
osonlashtiradi.

Determinantning xossalari:
\l. Satrlami mos ustunlar bilan almashtirilsa, determinantning 

qiymati o‘zgarmaydi.
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L. Ikkita parallel qator o‘rinlari o'zaro almashtirilsa, determinant- 
umg l'aqat ishorasi o ‘zgaradi.

i. Biror qator elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini determi- 
iiaiil bclgisidan tashqariga chiqarish mumkin.

4. Determinantning biror qatori elementlarini noldan farqh songa 
ko'paytirib, unga parallel boshqa qatoming mos elementlariga 
(|o‘shilsa, determinantning qiymati o‘zgarmaydi.

5. Quyidagi hollarda determinant nolga teng:
- biror qatori nollardan iborat bo‘lsa;
- ikkita palallel qatori bir xil bo‘lsa;

-  ikkita parallel qatori elementlari proporsional bo‘lsa.
Bu xossalar istalgan tartibli determinant uchun ham o ‘rinlidir.

2- misol. Determinantni hisoblang:
4 1998
-2  3996

4 1998
-2  3996

2•1998 •
2
-1

1
2

= 10 1998 = 19980. ◄

Ushbu

A =
r <h 4
<h 4  C2
dj 4  c3^

ko‘rinishdagi jadval uchinchi iartibli kvadrat matritsa afi2c3 + 
+0 4̂ ^  + a3a,c2 -  â b̂ Cy -  ayC2b3 -  a2byC3 son bu matritsaning deter- 
minanti yoki uchinchi tartibli determinant deyiladi. U quyidagicha 
belgilanadi:

det A = 1̂ 4| =
al 4
<h 4
ai 4

— + °24C1 + fl34 c2

aA ci a\ °24c3- (2)

Uchinchi tartibh determinant, ko‘pincha, quyidagicha hisob- 
lanadi: (2) dagi musbat va manfiy qo'shiluvchilar 1-rasmda
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(+)
1 -rasm.

H

ko‘rsatilgani kabi uchtadan elementlarni ko‘paytirib hosil 
qilinadi:

3-misol. Determinantni hisoblang:

►

2 4 1
-1 3 -2
3 2 3

= 18 — 24 — 2 — 9 + 8 + 12 = 3. ◄

Uchinchi tartibh determinant berilgan elementining minori deb, 
shu element turgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan 
ikkinchi tartibh determinantga aytiladi. Shu elementning algebraik 
to ‘Idiruvchisi deb uning (—1)* soniga ko‘paytirilgan minoriga aytiladi. 
Bu yerda k  — berilgan element turgan satr va ustun tartib 
raqamlarining yig‘indisi. Uchinchi tartibli determinantni

A  = 2̂1 2̂2 °23
°31 °32 ^33

(3)

ko'rinishda yozsak, aj} eliementning minori Af., algebraik 
to'ldiruvchisi A . deb belgilanadi: Ai} = (-1  )ulMi} .

Agar i + j  juff son bo'lsa, a.. element juft o'rinda, aks holda toq 
o'rinda turibdi deyiladi. Juft o'rindagi element uchun A.. — M.., 
toq o‘rindagi element uchun A.. — — M . . . Masalan,

^12 -  -^12 -
a 2\ a 23

'31 +3
A n = M 31

'12 '13

a22 a.'23

Determinantning yana bir muhim xossasini keltiramiz.
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(> Dcterminant o‘zining istalgan qatori elementlari bilan ularga 
i i i ik  algcbraik to ‘ldiruvchilar ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng. 
Masalan, (3) determinantning birinchi satr elementlari bo'yicha 
voyilmasi: A = + ĉ 2A l2 + ^ A ^  .

I )etcrminant biror qatori elementlari bilan unga parallel boshqa 
i|alor clementlari algebraik to ‘ldiruvchilari ko‘paytmalarining 
yig'indisi esa nolga teng. Masalan, (3) determinant uchun

A = auAn + a12Ai2 + auAu = a12A13 + #22^23 + ^32-^33 ~ 0-

IJchinchi tartibh determinantning birinchi satr elementlari 
bo'yicha yoyilmasi quyidagicha yoziladi:

<\
°i = a^A  ̂+ t\A l2 + q A I3 = q

<h

+ q
a,
<h

th
k '

4-misol. Determinantni birinchi ustun elemenlari bo‘yicha 
yoyish yordamida hisoblang:

3 4 15 
2 25 12 
0 2 1

3 4 15 
2 25 12 
0 2 1

3-
25 12 
2 1

- 2
4 15 
2 1

+ 0-
4
25

15
12

= 3(25 -  24) -  2(4 — 30) = 3 + 52 = 55. M

5-misol. Tenglanani yeching:

X x  + 1

11 0 T (*  + i )
X 1 — + + 11 0

-4 X + 1 - 4 1

1) * + l = 0 , X =  — 1

2) * + 4 =  0, X =  -4 . ◄ Javobi: —4; — 1.
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2°. /i-tartibli determinantlar. Quyidagi

"«11 «12 ••• Oln
«21 «22 ••• «2«

ko‘rinishdagi n2 ta sondan iborat jadval w-tartibli kvadrat matritsa 
deyiladi. Bu matritsaning determinanti yoki n -tartibli determinant deb,

« n «12 • «1,

A  =
«21 «22 -  «2n

«„1 «„2 • a nn

kabi belgilanuvchi songa aytiladi.
Determinantning yuqorida keltirilgan barcha xossalari n- 

tartibh determinant uchun ham o‘rinlidir. n-tartibh determinantni 
hisoblashda quyidagi usullar qo‘llaniladi.

Tartibni pasaytirish (yoki yoyish) usuli. Bu usulda deter- 
m inant biror qatoming elementlari bo ‘yicha yoyiladi. Odatda, 
yoyishdan oldin bu qatoming faqat bitta noldan farqli elementi 
qoldiriladi.

1-misol. Determinantni hisoblang:

4 5 12 8

- 8 2 - 7 -1 0

2 1 3 3

0 4 - 3 2

► Uchinchi satmi ( - 2 )  ga ko‘paytirib, 1- satrga, 4 ga 
ko'paytirib, 2- satrga qo‘shamiz va hosil bo‘lgan determinantni 
1-ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:
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D

0 1 6 2
0 6 5 2
2 1 3 3
0 4 - 3  2

1 6
=  4- 5 -1

1 6 2 1 6 1
= 2 (- l) ,+1 6 5 2 = 2-2 - 6 5 1

4 - 3 2 4 - 3 1

3 - 9  0

5 -1  
3 - 9

= 4 (—45 +  3) = —168. M

Uchburchakli ko ‘rinishga keltirish usuli. Bu usulda determinant 
diagonallaridan birining bir tomonidagi barcha elementlar nollar 
bo‘lgan ko‘rinishga keltiriladi.

2-misol. Determinantni hisoblang:

1 1 1 1

' -• 2 2 .
I I -  1 3
I I I -  1

► Birinchi satmi qolgan barcha satrlardan ayirib quyidagini 
hosil qilamiz:

1 1 1 1

0 - 2 1 1

0 0 - 2 2

0 0 0 - 2

= l - ( - 2 ) ( - 2 ) ( - 2 ) - 8 . ◄

Rekurrent munosabatlar usuli. Bu usul berilgan determinantni 
xuddi shu shakldagi quyi tartibli determinantlar yordamida ifodalash 
mumkin bo‘lganida qo‘llaniladi.

3-misol. Ushbu beshinchi tartibh Vandermond determinantini 
hisoblang:
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1 1 1 1

D<
a l «2 a3 a4 a 5

2 2 2 9 „2
a \ «2 «3 d 4 a 5

3 3 3 „3 3
«1 a 2 U3 a4 a5

«14 «24 a 3 at a

Ikkinchi va uchinchi tartibli Vandermond determinantlari:

°2 ~ °1’d 2 =
I 1

1 1

«2
«22

1

«3

dan ko'rinadiki, Ds ham at -  a; (5 > i > j  > 1) ko'rinishdagi 
barcha ayirmalarning ko'paytmasiga teng bo‘ladi:

Ds = ( « 2  -« i) (« 3 ~ ai)(as ~a2){a4 -  ax)(a, - f l2)(o4 -<ij)(<% - o ,) x  
x(a5- a 2)(a5- f l3)(u5- f l4). ^

Shu usulda «-tartibli Vandermond determinantini ham hisoblash 
mumkin (mustaqil bajarib ko‘ring!).

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

1.1. Determinantni hisoblang:

1)

4)

-1 4
; 2)

a + b a -  b

-5 2 a -  b a + b

5 3
; 5)

cos a sin a

6 4 sin p cos p

; 3) 

; 6)

cos a  -  sin a 
sin a  cos a

x + 6 9

4 x  + 6
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1.2 . Tenglamani yeching:

1)
2x -  1 3 

3x -  4 2
0;

1 -  2x 

5 + x
-  0:

3)
cos8x 
sin 8x

-  sin 5x 
cos 5x

=  0; 4)
sin 4x 
- cos 4x

cos 3x 
sin3x

5)
3x
1

6x -  9 
x -  2

=  0: 6)
x  - 1  

4
6

x  + 1
= 0.

1.3. Determinantni hisoblang:

1 2 3 0 X 0

1) 4 5 6 ; 2) X 1 X
7 8 9 0 X 0

a + X X X

3) X b + x X ?
X X c + X

a2 +1 aj3 a y 1 1 X

(!) a  P P2 +1 P Y ; 5) 1 1 x 2

a y 0 y  y2 +1 x 2 x 1

1.4. Tenglamani yeching:

X + 1 1 2

1) 6 x 1 = 0; 2)

x + 4 2 0

x  + 1 

x + 1

l i
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X x +1 x+2
3) x+3 x+4 x+5 = 0

x+6 x +7 x +8

1.5. Tengsizlikni yeching:

3 -2 1 2 x + 2 -1
1) 1 X -2 <0; 2) 1 1 -2

-1 2 -1 5 -3 X

1.6. Ayniyatni isbotlang:

1)

flj + bxx 0[ -  A,x ci bx cx
+ Z>2x — b2x C2 = 2x • «2 2̂ C2

o, + Z>3x a3 -  b3x C3 °3 Z>3 C3

â  + Z>jX fl,x + Z>, Cj
2) a^+b^x o^x + Z>2 c2 = ( l - x ‘).

«3 + Z>3x OjX + Z>3 c3

bx cx 
b2 c2 
b} c3

1 1 l
X y z
x 2 y 2 z

{ x - y ) { y - z ) { z - x ) .

1.7. Determinantni hisoblang:

<i)

3)

2 -1 1 0 2 3 -3 4
0 1 2 -1

2)
2 1 -1 2

3 -1 2 3 5
6 2 1 0 >

3 1 5 1 2 3 0 -5

3 -1 4 2 0 - a -b -d
5 2 0 1 . S) a 0 -  c -e
0 2 1 -3

>
Z> c 0 0

6 -2 9 8 d e 0 0
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0 b c d
b 0 d c
c d 0 b
d c b 0

1.8. H-tartibli determinantni uchburchakli ko‘rinishga keltirish 
usuli bilan hisoblang:

1 2 3 .. n 3 2 2 .. 2

-1 0 3 .. . n 2 3 2 .. 2

1) -1 - 2 0 . n ; 2) 2 2 3 .. 2

-1 - 2 - 3  .. 0 2 2 2 3

1.9. n-tartibli determinantni rekurrent munosabatlar usuli bilan 
hisoblang:

0 1 1 ... 1 2 1 0 ... 0
1 <k 0 ... 0 1 2 1 ... 0

1) 1 0 <h ... 0 ; 2) 0 1 2 ... 0

1 0 0 ... a. 0 0 0 ... 2

2- §. n noma’lumli n ta chiziqli tenglama sistemasini yechish.
Kramer qoidasi

n noma’lumli n ta chiziqli tenglama sistemasi berilgan bo‘lsin:

'<hlXl + °12*2 + ”■ + <h„x »
OjjXj + 2X2 + • ■ + °2nXn = b2,

(1)
anlx } + an2x 2 + .•• + amx n = h -
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Bu sistema kamida bitta yechimga ega bo‘lsa, birgalikdagi sisiema., 
yechimga ega bo‘lmasa, birgalikdamas sistema deyiladi. Birgalikdagi 
sistema yagona yechimga ega (aniq sistema) yoki cheksiz ko‘p 
yechimga ega (aniqmas sistema) bo‘lishi mumkin. Quyidagi 
determinantlarni tuzamiz:

4. °12 <hn bi Q.y2 ain

A = 2̂1 2̂2 °2n , Aj —
b2 ĥi <hn

anl am ann bn am -  - ann

O l l % .  - b i

A „  =
° 2 1 a 22 ■ b2

a n l a m  •• K
Bu yerda sistema determinanti A (1) dagi nom a’lumlaming 

koeffitsiyentlaridan, Ak(k = l ,nj  esa Ada k- ustunni ozod hadlar 
ustuni bilan almashtirishdan hosil bo‘ladi.

Agar A ^  0 bo‘lsa, (1) sistema birgalikda va yagona yechimga 
ega, ya’ni aniq sistema bo'ladi. Bu yechim

formulalar bilan topiladi. Sistemani yechishning bu usuli Kramer 
qoidasi deyiladi.

1- misol. Tenglamalar sistemasini yeching:

2x -  3y = 1, 

3x + 4y = 10.

► A, A,, A2 determinantlami hisoblaymiz:

A =
2
3

-3
4

= 8 + 9 = 17,

1 -3
= 4+ 30 :- 34; A =

2 1
A =1 10 4 ’ 2 3 10

14
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A ^  0 bo‘lgani uchun sistema birgalikda va yagona yechimga ega 
(aniq sistema). Bu yechimni topamiz:

Ai_ = 34 
A “  17

= *2 = E  = 1
A 17

Javobi: (2 ; 1). M

2- misol. Tenglamalar sistemasini yeching:

3x -  y  + 2z = 3, 
-2x  + y  + 3z = 3, 
x  — 3y + 4z = -1.

3 -1 2
► A = -2 1 3

1 -3 4
= 12 -  3 + 12 -  2 + 27 -  8 = 38. a * 0.

Sistema yagona yechimga ega. Yechimni Kramer formulalari 
yordamida topamiz:

A ,=
3 - 1 2  
3 1 3
1 -1 4

= 12 + 3 -1 8  + 2 + 27 + 12 = 38;

3 3 2 3 -1 3
-2 3 3 = 76; A3 = -2 1 3 = 38;
1 -1 4 1 -3 -1

Ai _ 38 
A 38 = i;

<n|
<1II _ 76 _ 

"  38 '
2; z _ A3 _

A

Javobi: (1, 2, 1). ^

Agar sistema determinanti A — 0 bo‘lib:
A, =  A2 = ... =  An — 0 bo‘lsa, (1) sistema cheksiz ko‘p 

yechimlarga ega (aniqmas sistema);
Â  , A2,... , An lardan birortasi noldan farqli bo'lsa, sistema 

ycchimga ega emas (biigalikdamas sistema).
Ushbu bir jinsli

15

www.ziyouz.com kutubxonasi



a u X \ +  ^ 1 2 * 2  +  ••• +  a \ n X n =

fl21Xj +a22x 2 + ... + a2nx n = 0,

sistema A ^  0 da yagona x( = x2 — ... = xn =  0 nol (trivial) 
yechimga ega, A -  0 bo‘lganida esa noldan farqli (notrivial) cheksiz 
ko‘p yechimlarga ega. Bir jinsli sistemalami tekshirish va yechish 
istalgan algebraik tenglamalar sistemalarini yechishga bag‘ishlangan 
bobda qaraladi.

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

2.1. Tenglamalar sisitemasini yeching:

x - y  = 3, 
-2x  + 2 y  = 1;

x = 2y + 1,

2.2. Tenglamalar sistemasini yeching:

2 x  + y  = 5, 
1) jx  + 3z = 16, 

5y - z  =10;

3x, + 2x2 + x 3 = 5,
2) ]2x; - x 2 + x, = 6, 

x x + 5x2 = -3;

2x - y  + 3z = 9, [x - y  ~2z = 6,
3) • 3x -  5y + z = -4, 4) - 2x + 3y -  7z = 16,

4x -  ly  + z = 5; 5x + 2y + z = 16;

16
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5)
7x + 2y + 3z = 15,

< 5x - 3 y  +2z = 15, 6)
lOx -  l ly  + 5z = 36;

4 x t + 4 x 2 + 5x 3 + 5x 4 = 0, 
2 x x + 3x 2 - jc4 = 10,
Xj + x 2 - 5x 3 = - 10,
3x 2 + 2x 3 = 1;

2x, -  x 2 + 3x 3 + 2x4 = 4, 
3x  ̂ + 3x2 + 3x3 + 2x 4 = 6, 
3x  ̂ -  x 2 -  x 3 -  2x 4 = 6, 

3xj -  x 2 + 3x3 -  x 4 = 6.

3- §. Matritsalar

1°. Matritsa tushunchasi. Matritsalar ustida chiziqli amallar.
*\m la satr va n ta ustundan iborat

a n a 12 a m

A  =
a 21 a22 °2n

~  { a ij )> ( /  = l , m ; j  =  1 , «

a ml am2 amn

ko‘rinishdagi jadval (m*n)-o‘lchovli to‘g ‘ri burchakli matritsa yoki 
(my n)-matritsa deyiladi.^

Faqat nollardan iborat bo‘lgan matritsa nol-matritsa deyiladi 
va u ko‘pincha Q harfi bilan belgilanadi..

m — n bo‘lsa, A matritsa n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi. 
Kvadrat matritsaning determinanti noldan farqli, ya’ni det A + 0 
bo‘lsa, u xosmas (maxsusmas), deL4 =  0 da esa xos (maxsus) 
matritsa deyiladi. Kvadrat matritsa uchun diagonal, skalar, birlik 
(u ko'pincha E  harfi bilan belgilanadi) matritsa tushunchalari 
mavjud, ulam i 3-tartibli matritsa misolida keltiramiz:

< ‘ln/iqli algebra va analitik geometriyadan 
musalalar yechish
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X 0 o N ' a 0 (U n 0 oN
0 2̂2 0 5 0 a 0 ; E = 0 1 0
0\ 0 0V 0 a 0V 0 1y

A matritsada satrlarni mos ustunlar bilan almashtirishdan ho- 
sil bo'lgan AT matritsa A ga transponirlangan matritsa deyiladi. 
Agar A =  A T bo‘lsa, A — simmetrik matritsa deyiladi. Matritsa 
bitta satrdan iborat bo'lsa satr-matritsa, bitta ustundan iborat bo‘lsa 
ustun-matritsa yoki vektor ham deyiladi. Ustun-matritsaning trans- 
ponirlangani satr-matritsa bo‘ladi va, aksincha.

Mos elementlari teng bo‘lgan bir xil o ‘lchamli matritsalar 
teng matritsalar deyiladi. Bir xil o ‘lchamli matritsalarni qo‘shish 
(ayirish) mumkin. Buning uchun ulaming mos (bir xil o'rindagi) 
elementlarini qo‘shish (ayirish) kerak. Istalgan matritsani songa 
ko‘paytirish mumkin. Buning uchun ulaming mos (bir xil 
o‘rindagi) elementlarini qo'shish (ayirish) kerak.

\ Istalgan matritsani songa ko‘paytirish mumkin. Buning uchun 
uning barcha elementlarini shu songa ko‘paytirish kerak.

1-misol. A = A 2 3 N
, B =

f -  i 1 2 N matritsalar
0 1V 2J 2 3 -4)

berilgan. C = 3A + 2B va C T matritsalami toping.

C T = 8
13

4^
9

-2

ri 2 3N f
► C =3

0 1 2
+ 2

V

'3 6 9N '-2 2

1° 3 6y1
+

4V 6

-1 1 2 N 
2 3 -4

8 13\
9 -2

Agar A matritsaning salrlar soni B matrilsaning ustunlar soniga 
teng bo‘lsa, A ni B ga ko'paytirish mumkin: (w x^)-o‘lchamli
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A — (aif)  matritsani (&xn)-o‘lchamli B = (bu)  m atritsaga 
ko'paytirishdan (m xn)-o‘lchamli C =  (c..)=AB  matritsa hosil 
holadi. Ko‘paytirish «satmi ustunga» qoidasi bo‘yicha quyidagicha 
hajariladi: C =  (c )  matritsaning c.. elementi A ning z'-satr 
elemcntlarini B ning y'-ustuni mos elementlariga ko‘paytirib 
qo'shishdan hosil bo‘ladi:

(‘ij = ai A j  + an bij + -  + aikbkj, (i = hm; j  = 1 ,n).
Matritsalarni ko‘paytirish amali uchun o‘rin almashtirish 

(kommutativlik) qonuni o‘rinli emas: AB^BA.
1 Matritsalami ko‘paytirish amalining xossalari:
\ 1) A(CB) = (AB)C; 2) (A + B)C = AC  + BC  ;
3) (XA)B = X(AB); 4) AE = EA = A;
5) AQ = QA = Q; 6) (AB)' =  B ' A ';
7) det(AB) = det4 • detB. f
2-misol. t

' l  2"
'-2 3"

0 1 ,B  =
1

V
l 1 °7

2J

matritsalar berilgan. AB va BA matritsalami toping.
► «Satmi ustunga» qoidasi bo‘yicha ko‘paytiramiz:

'1 2"
'-2 0"3

0 1
1 2 -1l1 °JV y

' l  ■ ( - 2 )  + 2 -1 1 - 3  + 2 - 2 1 • 0  + 2 - (—1)N

0 • ( - 2 )  + 1-1 0 - 3  + 1 ■ 2 0  - 0  + 1  - ( - 1 )

l - ( - 2 ) + 0 - l 1 - 3  + 0 - 2 i - o + o - H y

f l 7 -2
1 2 -1
-2 3 0
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(3x2)-matritsani (2x3)-matritsaga ko'paytirib, 3 tartibli kvadrat 
matritsa hosil qildik. BA matritsani hisoblab ko'ramiz:

B A  =
-2  3 0) 

1 2 - 1

(1 2^  

0 1

v> 0
r-2  + 0 + 0  -4  + 3 + 0^ iC

N1
v 1 + 0 - 1  2 + 2 -0^ l 0 4J

Demak, AB & BA. M
3-misol. f{A) matritsaviy ko‘phadning A matritsaga bog‘liq 

qiymatini toping:

f(A) = A 2 - 5 A + 6 E ;  A =
{ 2 - l ' )  

1 3v

► f ( A )  = A2 - 5 A  + 6E = 

f l (D f
+ 6-

0 1 2 + 3
-5

8
10 -5

15

r2 - n r2 - r r2
— 5 •

1 3 1 3 1V J V J
- 2 - 3 ^ A o

~ 5 )
r6 0N

— +
-1 + 9 5 15 0 6V J y

(6 0\

V
3 -1 0  + 6 - 5 - 1 0  + 0 
5 - 5  + 0 8 -1 5  + 6

-1 5 ^

-1

Javobi'. f  (A) =
-1

0
" 151 
-> J

2°. Teskari matritsa. Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa 
usuli bilan yechish. Agar A xosmas kvadrat matritsa (ya’ni A = 
=  deL4 + 0) bo‘lsa, u holda shunday Ar1 matritsa mavjudki, uning 
uchun

A-A~l = A~x ■ A = E

tenglik o‘rinli bo'ladi, bu ycrda E  — birlik matritsa. A-1 matritsa A 
ga teskari matritsa deyiladi. Tcskari matritsaning xossalari:
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Idet =

1. (A~l f  =(AT)~\ 4 . ( A v f  A = A  (Avf  =detA E,

/lv matritsa det A determ inant elem entlarining algebraik 
lu'ldiruvchilaridan tuzilgan matritsa bo‘lib, A ga biriktirilgan 
malritsa deyiladi. Oxirgi xossadan

-i _  l
det A K f

yoki

A~l =■
det^4

K a, 2 - <hn )
021 022 02, bo‘lsa,

> 0,2 - 0«, y

( a  n A*i\ «̂1
1̂2 A?i A„ 2

A ln\  ln A^n -  A nn^

( 1 )

Bu — teskari matritsani topish formulasidir.
Ushbu n noma’lumli n ta chiziqli tenglama sistemasini qaraylik:

'allx l +al2x 2 + ... + a1„x n =bu
021*1 +a21x 2 + ... + a2nx„ =b2, (2)

0nl*i + 0 *2*2 + ••• + annx n =bn.
Sistema nomalumlarining koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsa 

yuqorida yozilgan A matritsadan iborat. Yana

(b\)
f X ll

B = b2 X  = *2

b„\ n)
ustun-matritsalami kiritsak, (2) sistemani
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AX = B

matriisaviy tenglama shaklida yozish mumkin. A xosmas matritsa, 
ya’ni det4 + 0 bo‘lsa, yf ' mavjud va bu tenglamani chapdan A l 
ga ko‘paytirib,

X  = A~l • B
ni olamiz. Bu (2) sistema yechimining matritsaviy yozuvidir. 
Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli matritsa 
usuli deyiladi.

4-misol. Tenglamalar sistemasini matritsa usuli bilan yeching:

(3)

3*! -  2x 2 + x 3 = 6, 

• x x + 2 x 2 -  x 3 = 2 ,  
3xj - x 2 + x 3 = 7 .

► A, B, X  matritsalarni tuzamiz va det A ni hisoblaymiz:

'3 -2 n (6 '
A = 1 2 - i , B = 2 , X  = x 2

3 - i  i j x 3\  J J

3 2 1
det A  = 1 2 -1

3 -1 1
6 + 6 — 1 — 6 — 3 + 2 =  4;

det A^O  bo‘lgani uchun A — xosmas matritsa va A 1 mavjud. Uni 
(1) formula bo‘yicha topamiz:

Aii
2

-1
-1

1
= 2 - 1  = 1; Aa 1 -1 

3 1
= -4;

s13

A22 -

1 2
3 -1

3 
3

-  7; Aii -

1
0; Ai; =

-2
-1

3
3

1
l;

-2
-1

= -3;
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4 1  =

4 3 =

2 
2

3 -2  
1 2

-1

1 1 0
-4  0 4
-7 -3  8

7 63

V77

3 1
= 4;+  ~ 1 -1

" 1 1 0"

- 4 " = r -4 0 4

l - 7 - 3 4 J
7 6 + 2 + 0 78

-2 4  + 0 + 28 
- 4 2 - 6  +56

2
4

v8;

1

v2;

M 72^
x 2 = 1
X, 2\  3) v )

<=> x x = 2; x 2 = 1; x 3 = 2.

, Javobi: (2; 1; 2).

5-misol. -4 -
1 2" 
3 4 )

, 5  =
73 5'

V5 9/
matritsalar berilgan. XA= B

matritsaviy tenglamani yeching.

^ X - A = B  => X ' A ' A ' 1 =* X—B 'A r l. 
(1) formuladan foydalansak:

X = B-A-x =B- d e t+

A A'+i -421
A\2 A-22 t 5 9;

rA -T ' 
-3 1 /

'3 5 
5 9

'4 -23 
-3 1

f - 3  -n 
-1 ;

f3
2
9-

13
2
1

v2 2y

Javobi : =
^3

2
f

V2

2

2/
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

3.1. Matritsalar ustida amallami bajaring:

1) 1
1 “ U

'-1  2 P
2 0 - 2

v J

bo‘lsa, 3A + 4B ni toping;

2)
4 ^

5J

bo'lsa, AB, BA, det(AB) va det(5/4)1 ami toping.

3.2. Amallami bajaring:

1)
'2 -3' 9 -6']

l4 -6 ) l6
2)

(4 3" f -28 93N "7 3"
7V 5J ‘V 38 -126 / l2 1/

(l  1 2V

4 1 1
v 2

2 1 0
0 2 1 1
1 -2 2 1
2 -1 2 -1

5) (2 -3 3 5)-
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M
1

2
3

1

2

3

n

3
4

M  
2 
1

2
1

f4)
l 1/

l 2 3^ ' 13

7) 3 1 2 -2
1

V
3 2 J l 3J

X)

(>)

ax

<h.
<h

A
0

h

iY

\

x2

>

(Ae /?).

3.3. / (/t) matritsiaviy ko‘phadning /1 matritsaga bog‘liq qiymatini 
toping.

"1 3 3

\2  ° J ;

M  :

I) /  (x ) = x 2 + 5, >4 =

2) /  (x) = x2 -  3x + 1, 4̂ =

3.4. A ■ X  = i?tenglamadan x, y, z  lam / toping, bunda:
-1 ■J

(2 -3 ~1 V

i) A = 0 -2 2 , *  = 0 , 2f - y
5\ 0 2 3V zK /

'  0 2 n < 5' (X)
2) A  = -2 1 0 5  = -4 , *  = y

l  3 0 -5 2 .  4J l*J
25
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Ushbu

4- §. Matritsaning rangi. Elementar almashtirishlar

A =

On <hi ... 
<hi an

« 1«

a m l  ° n .2  -

= (o..), (/ = 1, m ; / = ! , « )

>w« j

to ‘g‘ri burchakli matritsa berilgan bo‘lsin. Bu martitsada qandaydir 
k  ta satr va k  ta ustunni ajratamiz (k<m, k<ri). A matritsaning bu 
satrlar va ustunlaming kesishgan o‘rinlarida turgan elementlaridan 
tuzilgan &-tartibli determinant A matritsaning k-tartibli minori 
deyiladi. A  matritsaning barcha minorlari soni C * • c  * ga teng, 
bunda:

r k  _ m\ f k  _ n\ 
m ~ k \ ( m - n ) V  n k  ! ■ ( « - * ) ! . ,

m atritsaning noldan farqli barcha m inorlarini qaraymiz. 
A matritsaning rangi deb uning noldan farqli minorlarining eng 
katta tartibiga aytiladi. Nol matritsaning rangi nolga teng deb qabul 
qilinadi. Matritsadagi tartibi matritsaning rangiga teng noldan farqli 
har qanday minoT bazis minor deyiladi. A matritsaning rangi 
r(A) yoki rang(zl) kabi belgilanadi. Agar r(A) =  r(B)  bo ‘lsa, A 
va B ekvivalent matritsalar deyiladi va A~B kabi yoziladi.

Matritsaning rangini hisoblashda, juda ko‘p determinantlami 
hisoblab o'tirmaslik uchun, elementar almashtirishlardan foyda- 
laniladi. Matritsaning elementar almashtirishlari dcb quyidagilarga 
aytiladi:

1) barcha satrlarni mos ustunlar bilan yoki ustunlami mos 
satrlar bilan almashtirish;

2) satrlar (ustunlar) o ‘rinlarini almashtirish;
3) barcha clcmcntlari nollardan iborat satmi (ustunni) o‘chirsh;
4) satmi noldan farqli songa ko'paytirish;
5) bir satrning (ustunning) elemcntlariga boshqa satming 

(ustunning) elcmcntlarini noldan farqli songa ko'paytirib qo'shish.

26
www.ziyouz.com kutubxonasi



lilementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi o‘zgar- 
maydi, ya’ni ekvivalenl matritsalar hosil bo‘ladi.

1 -misol. Matritsaning rangini aniqlang:
(l 2 3 4
2 4 6 8
3 6V 9 12

► Berilgan matritsada satrlar elem entlari proporsional 
bo'lganligi uchun barcha ikkinchi va uchinchi tartibli minorlar 
nolga tcng. Birinchi tartibli minorlar, ya’ni elementlaming o‘zi, 
noldan farqli bo‘lganligi uchun bu matritsaning rangi 1 ga teng. ^

2-misoI. Matritsaning rangini va bazis minorlarini toping:

'3  5 7A
1 2  3 .
1 3 5v /

'3 5 71 (4 8 12' (1 2 3'
1 2 3 — 1 2 3 1 2 3
1 3V 5 7 l 1 3 5 J 1V 3 5/
(0 0

f l 3 '2
1 2 3

1 3 V1 3 5 V
V 7

Bu yerda quyidagi elementar almashtirishlami bajardik: birinchi 
sal r clementlariga uchinchi satr elementlarini qo‘shdik; birinchi 
salrning hosil bo‘lgan elementlarini 4 ga bo‘ldik; birinchi satrga 
ikkiuchi satr elementlaiini -1  ga ko‘paytirib qo'shdik; hosil bo‘lgan 
uollardan iborat birinchi satmi o‘chirdik. Oxiigi matritsaning rangi, 
demak, berilgan matritsaning ham rangi 2 ga teng, chunki,

masalan, 1
1

2
3

= 3 - 2  = 1 * 0.

Oolgan bazis minorlar:
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3- misol. Matritsaning rangini toping:

f  1 2 1 3 4^

A = 3 4 2 6 8
1 2

V
1 3 4J

Berilgam matritsada ketma-ket elementar almashtirishlar 
bajaramiz:

n 2 1 3 4 1 r i 2 1 3 4 '
4 2 6 8 ~ 3 4 2 6 8 ~

i 2 1 3 4 0 0 0 0 02 V 2
A 2 1 3 \ "

' i 2 1 3 n
1 0 0 0 0

l 0 0 0 0
0 0 0 0 0 V. 2

v y

K o‘rinib turibdiki, r(A) = 2, chunki
1

2
0

* 0 .  ◄

4- misol. Matritsaning rangini va bazis minorlarini toping:

' 0 2 _4 8

-1 -4 5
3 1 7
0 5 -10

l2 3 0 J
► Kctma-ket elementar almashtirishlar bajarib, quyidagilami 

olamiz:

' 0 2 -4  1 'i 4 -51 '1 4 5 s
-1 -4 5 2 3 0 0 -5 10

3 1 7 — 3 1 7 ~ 0 -11 22
0 5 -10 0 5 -10 0 5 10
2V 3 0 y 0k 2 -4

/
0 2 -4

/
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(\ 4 (l 0 (n
0 1 -2 0 1 0
0 1 -2 ~ 0 0 0
0 1 -2 0 0 0
0 1 ~2J 0V 0 °;

Oxirgi matritsaning rangi, demak, berilgan matritsaning ham 
rangi ikkiga teng: r (A) = 2.

Bazis minor bitta:
1

0

0

1
• ◄

Mustaqil bajarish uchun mashqlar
4.1. Matritsaning rangini aniqlang va bazis minorlarini toping:

'1 0 0 0 51
1) A = 0 0 0 0 0

2V
0 0 0 n J

' l 0 2 0 (T

2) A = 0 1 0 2 0

2 0 4 0 0
V V

4.2. Matritsaning rangini aniqlang:

"2 -1 3 -2 4 ' "1 2 3 6S
i) 4 -2 5 1 7 5 2) 2 3 1 6 5

2 -1 1 8 2 3 1 2 6
V 9 9

"25 31 17 4 3 N
(\ 3 5 7 9 >

75 94 53 132
3) 1 -2 3 -4 5 ; 75 94 54 134

2
V 11 12 25 22 ) [25 32 20 48 J
"47 -67 35 201 155N '3 1 1 4

5) 26 98 23 -294 86 ’ 6)
0 4 10 1

16 -428 1 1284 52 1 7 17 3
V J

^2 2 4 3
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Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqlarning javoblari

1- §. 1.1. 1) 18. 2) 4ab. 3) 1. 4) 2. 5) cos(a +/9). 6) x2+ 12x. 1.2. 1) 2. 2) -1 ,7 . 

3) n e Z .  4) ^  + nn, n e  Z.  5) 1; 3. 6) - 5 ;  5. 1 .3 . 1) 0. 2) 0.

3) abc + {ab + bc + ac)x. 4) a 2 + /32 + y2 + 1. 5) (x2— x)2. 1 .4 . 1) 2; —6,5. 

2) - 1 ;  - 5 .  3) x S R .  1 .5 . 1) x > 4. 2) - 6  < x  < - 4 .  1.7. 1) 0. 2) 48. 3) 223.

4) (be — c d ) 2. 5) (b + c + d) ( b  + c — d) .  1 .8 .  1) «!. 2 ) 2 « + l .  

1 .9 .  1) ~a^ - an ( ^  + ~  + -  + - ) ■  2) n +  l.

2 - § . 2 .1 . 1) (3; 2). 2) (-4 ; 3). 3) (-6 ; ~ j a ) .  4) (-1 ,5 ; -0 ,5 ). 5) 0 .  6) cheksiz

ko‘p yechimga ega. 2.2. 1) (1; 3; 5). 2) (2; -1 ; 1). 3) 0 .  4) (3; 1; -1 ). 5) (2; -1 ; 
1). 6) (1; -1 ; 2; -2 ). 7) (2; 0; 0; 0).

3 -§ .3 .1 .  1)

det(A4) = 70. 3 .2 . 1)

'2  i i  r '5 2 ^ "29 - 6 '
8 3 -1 1 ‘ 2) AB = A4 =

V ) l 15 2 0  J l 31 - 4 J
; det(y4jff) =  70;

f  0 Q\
0 0

2)
O')
3

• 3)

4)

9)

f  6 1
" 5  'j

f 6 ^
(

5 15
• 5 )  ( 1 2 ) .  6 ) - 7 ) 7

■ 8 )
- 2 2 5 1

c 3 y , 3 5 y
l 1 J V

"10 6 5 \
8 11 6

9 8 10
V /
2+C\Xy

a2x t + b2x 2+c2x} 
+ 6,x 2+c,x ,

"/T nA"-1' . 3.3.1) "12 3 ' (
. 2)

0 A" 2 11V J V / \

3.4. l ) x =  1; y =  1; z =  1.

2) x =  3; y = 2; z =  1.

4 -  § . 4 .1 . 1) /•(/!) =  2; bazis m inor:
1
2

5
II ■2) r  (/1) =  2; bazis

minorlar:
1 0 1 0 0 2 2 0 0 l 1 °l 0 2
0 1 1 0 2 ’ 1 0 ’ 0 2 2 0 * 0 41 * 4 0

4.2. 1) 2. 2) 3. 3) 2. 4) 3. 5) 2. 6) 2.
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II b ob . VEKTORLAR ALGEBRASI

I- §. Vektorlar va ular ustida chiziqli amallar. Vektorning 
fazodagi to‘g‘ri burchakli koordinatalari

1°. Vektorlar va ular ustida chiziqli amallar. Fan va texnikada 
iii'liiaydigan miqdorlami (kattaliklami), asosan, ikki turga ajratish 
mmnkin: skalar va vektor miqdorlar. Skalar miqdor o‘z son qiymati 
bilnu lo‘la aniqlanadi. Vektor miqdor esa kattaligi(moduli)dan 
lnshqari yo‘nalishi bilan ham aniqlanadi. Masalan, uzunlik, yuz, 
linjm, zichlik, massa, temperatura va h.k.lar skalar miqdorlar; 
livlik, tezlanish, kuch, kuch momenti, elektr (magnit) maydon 
kuchlanganligi kabi miqdorlar esa vektor miqdorlardir. Vektor 
miqdorlarni o ‘rganish uchun vektorlardan foydalaniladi.

Vcktor (aniqrog‘i geometrik vektor) deb yo‘nalgan kesmaga 
nyliladi. Vektor boshi va oxirini ko‘rsatgan holda yoki bitta harf 
bllim belgilanadi. Masalan, AB  yoki a vektor (2- rasm). Bunda A 
nuqla vektoming boshi, B nuqta esa oxiri deyiladi. AB = a 
vrklorning uzunhgi uning moduli (yoki absolut qiymati) deyilib, 

AB = a = |5|kabi belgilanadi. Boshi va oxiri ustma-ust 
ItiNliuvchi vektor nol vektor deyilib, 0 kabi belgilanadi. Uning 
moduli nolgateng, yo‘nalishi aniqlanmagan. AB  va BA o ‘zaro 
qmama-qarshi vektorlar deyiladi:

BA = -AB ,  AB + BA=  0.

Bir to‘g‘ri chiziqda yoki o ‘zaro parallel to ‘g‘ri chiziqlarda 
Voluvchi vektorlar kollinear vektorlar deyilib ,uva b ning 
kolllnrarligi a || b kabi ko‘rsatiladi. Nol vektor har qanday vektoiga 
kolllnrar deb hisoblanadi. Kollinear vektorlar bir xil yoki qarama- 
quoihi yo‘nalgan bo‘Ushi mumkin.
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2-msrn.  3- rasm. 4- rasm.

a va b vektorlar teng modulga ega, kollinear va bir xil 
yo‘nalgan bo‘lsa, ular o ‘zaro teng vektorlar deyilib,a —b kabi 
yoziladi. Bu ta’rifdan vektomi fazoda (tekislikda) o ‘z-o‘ziga parallel 
ko‘chirish mumkin ekanligi kelib chiqadi.

Bitta tekislikda yoki o‘zaro parallel tekisliklarda yotuvchi 
vektorlar komplanar vektorlar deyiladi. 0 ‘z-o‘ziga parallel ko‘chirib, 
kollinear vektorlami bitta to ‘g‘ri chiziqqa, komplanar vektorlami 
bitta tekislakka joylashtirish mumkin. Shuning uchun iJkki vektorga 
parallelogramm yoki uchburchak qurish uchun ular kollinear 
bo‘lmasligi, uch vektorga parallelepiped yoki piramida qurish uchun 
ular komplanar bo'lmasligi kerak.

Vektorlami qo‘shish, ayirish va songa ko'paytirish amallari 
vektorlar ustida chiziqli amallar deyiladi. Vektorlami qo‘shish uchun 
parallelogramm qoidasi (3- rasm) yoki uchburchak qoidasidan (4- 
rasm) foydalaniladi. Keyingi usul yordamida ikkitadan ko‘p 

vektorlami ham qo‘shish mumkin, bu holda qo‘shish usuli 
ko‘pburchaklar qoidasi ham deyiladi (4- rasm). Vcktorlami qo‘shish 
quyidagi xossalarga ega:

1. a + 0 = a. 2. a + b = b + a.
3. a + (b + c) = (a + b) + c. 4. a + (- a) 0.

Kuchlami ifodalovchi vektorlarning yig'indisi sliu kuchlaming 
teng ta'sir etuvchisidan iborat vcktorga teng.

d vektordan b vektoming ayirmasi dcb, h vcktor bilan yig‘indisi 
a vektomi bcradigan c = a - b  veklorga nylilndi (3 - rasm); 
c + b = a ' c vcklor kamayuvchi d vcktor tomonga qarab yo‘nalgan 
bo‘lishini unutmaslik kerak.
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a vektomingA songa ko‘paytmasi deb moduli \X\ \a\ ga teng,
vo'nalishi esa X > 0 bo‘lsa, a bilan bit xil, X < 0 bo£lganida a ga 
i|arama-qarsbi bo'lgan vektorga aytiladi. Bektomi songa ko'paytirish 
amali quyidagi xossalarga ega:

1 . a • 0  = 0  ■ a = 0 .

2. X{a + b) -  Xa + Xb.
3. (/1̂  + X^)a = \ a  + X^b.
4. Aj(X^a) = X^iX^a).

Moduli (uzunligi) 1 ga teng vektor birlik vektor deyiladi. a vektor 
bo'ylab yo‘nalgan birlik vektor, ko'pincha, <?°kabi belgilanib, u

• 0 (i
a r-r munosabatdan topiladi.

Pf _
Agar b vektoming Ox o‘qi bilan tashkil etgan burchagi <p

ho'lsa, uning bu o‘qqa proeksiyasi: p r^  b ~pJ-cos<p formula bilan 
lopiladi (41-bet, 10-rasmga q.).

Quyidagi xossa o‘rinli: p r ^ u  + £ ) = pr0x a + p r^  b .

1-misol. ABCD parallelogrammda AB = n, AD =b deb 
bclgilangan. M  nuqta parallelogramm diagonallarining kesishish

Mtjqlasi. MA, MB,  MC,  MD  lami nva b orqali ifodalang. 
Vektorlar yig'indisi va ayirmasi ta ’rifiga asosan 5- rasmdan:

AB = DC = a , A D  =BC = b,
AC = AB  + BC = a + b , DB = a - b ,

M A = - ^ A C  = - ^ { AB + BC )  = - l ( A B  + W )  = - ^ { a  + b); 

MB =\~DB = \ { a - b ) ;  M C  = l- A C  = \ { a + b ) ;

MD = ^ B D  = - ~ D B  = - ~ { a  - b) = ~(b -  a). ◄

t < lii/M|f( a/gebra va analitik geometriyadan 
........ . yechish
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B

a

6- rasm.

2-misoI. ABC ucburchakda AB  tomon N  va P  nuqtalar bilan

uchta teng qismga bo'lingan: AN  = NP= PB. Agar CA = a, CB = b

vektorlar berilgan bo'lsa, CN  vektomi toping.
► ABC uchburchakni va berilgan vektorlami shaklda tasvirlaymiz

(6 - rasm). AB = b -  a bo'lganidan:

A N  =  ̂(b -  a)\ CN = CA + AN  = 5 + J (A - 5) -  \ a  + \ b .  ◄

2°. Bazis. Nuqtaning va vektorning koordinatalari. Fazoda 
istalgan tarliblangan uchta ep c2, e, nokomplanar vektorlar 
bazis deyiladi. Har qanday d vcktor ular orqali yagona ravishda 
ifodalanadi: « = t i x,ev

Bunda xp xv x, sonlar vcktorning (#,, <*,) bazisdagi
koordinatalari dcyiladi. Tckislikda istalgan ikkita (t>v t’>,) nokollinear

t 'l
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vcktor bazis deyiladi va tekislikdagi istalgan a vektomi yagona 
ravishda a = x f  + x2e2 deb yozish mumkin. To‘g‘ri chiziqda (son 
o'qida) istalgan noldan farqli e vektor bazis deyiladi va har 
cpmdaya vektomi a = xe deb yozish mumkin.

ci, b, c d vektorlar sistemasi chiziqli bog‘liq deyiladi, 
agar kamida biri noldan farqli k, m, n, ..., I sonlar topish mumkin 
bn‘lib, ular uchun

ka + mb + nc+ ... + Id = 0

lcnglik bajarilsa. Bu tenglik faqat k =m =n = ... = 0 bo'lganda 
bajarilsa, chiziqli erkli sistema deyiladi. Vektorlar sistemasi chiziqli
l)og‘liq bo‘lsa, ulardan birini qolganlari orqali chiziqli ifodalash 
mumkin, masalan, /*  0  bo‘lsa: d = pa + qb + ... + gc.

Bu holda d vektor a, b, ...,c vektorlaming chiziqli kombinat- 
siyasi (yoki a, b, ...,c lar orqali yoyilmasi) deyiladi.

Agar ev e2, e3 lar o ‘zaro perpendikular birlik vektorlar 
ho'lsa, ( f ,  e2, e3) bazis to‘g ‘ri burchakli bazis deyilib, bu holda 
ular uchun ex = i, e2 = J, e3 = k  belgilashlar ishlatiladi:

a = xp + x2j  + x3k. ( 1 )

Umumiy 0  nuqtaga ega, o ‘zaro perpendikular Ox, Oy, Oz 
koordinata o'qlari va M  nuqta berilgan bo ‘lsin (7- rasm). 
r OM vektor M  nuqtaning radius-vektori, uning o‘qlardagi 
proyeksiyalari

pro*r =OMx =x, 
pr0yr = O M y =y,  ( 2 )
pro j  = OMz = z

rsa M  nuqtaning yoki r vektoming 
lo 'g ‘ri burchakli koordinatalari 
deyiladi. Ular orqali radius-vektor 
r (x; y; z} kabi yoziladi. Koordinata 
o‘(ilarining birlik vektorlari i , j , k 7- rasm.

y
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lar ortlar deyilib, u lar orqali 
r a d iu s -v e k to r  r -  xi + yj + zk 
ko£rinishda ifodalanadi. Radius 
vektoming moduli (uzunligi)

r = |rj = yjx2 + y2 + z2 (3 )

formula orqali, yo‘nalishi esa

cos a =  - ,  cos 6 = —, r ' z

cos y — -r

yo ‘naltiruvchi kosinuslar yordamida aniqlanadi, bunda cos2a  + 
+ cos2/? + cos2f  = 1 .

Boshi A(xv yv zj) nuqtada va oxiri B(xv yv z )  nuqtada bo'lgan 
u = AB vektor uchun (8 - rasm):

r^+AB = r2\ u = AB = r2 -  rY=AB{x2 -  xv y2 -  yj, Z2 ~ z j\  

yoki

u = AB = (x2 -  xx)i + (y2 -  yjij + (z2 -  zjjk\ (5)

u = U = AB = YlB\ = V(x2 -  x, ) 2 + (y2 -  yj)1 + (z2 -  z j f \  ^

cosa = x2 -  Xj
^ J j T ’

cos /3 = y2 -yi
AB

pr^AB = x 2- x j  px^AB = y 2 - y j

cosy = Zi -Zx . 
AB ’

(7)

pr^AB = z 2-Zi.  (8)

3-misol. Uchta e,(l; 0; 0), e2(\\ 1; 0), <?,(!; 1; 1) nokompla-

nar vektorlar bcrilgan. a = - 2 l - k  vektoming (*\, «?,) bazisdagi
koordinatalarini toping va a ni shu bazis bo'yichn yoying.

► Istalgan vcktorni bazis bo‘yicha yoyish mumkin boMganidan:

a XfC, i x}e2 + x,e,\
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Iwndan:

x, + x2 + x} — —2 , x2 + x3 = 0 , x3 — —1 .

= - 2 , fx3 = - 1,
• x2 = 1, 

x, = - 2 .

Demak, a = - le x + e2- e y ^

4-misol. A/(3; - 4 ;  5) nuqtani yasang, uning radius-vektori 
modulini va yo'nalishini aniqlang.

M(3; -4 ; 5) nuqtani yasaymiz (9- rasm) va (1) — (3) 
(drmulalarga ko‘ra radius-vektorini yozamiz, moduli va yo‘nalishini 
lopamiz:

r = OM = 3/ -  4j  + 5k = r(3; -  4; 5);

r = V32 + (-4 ) 2 + 52 = 5 ^ ;

cosa =:

M  3 :-4 :5 )

9-rasm.
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COS V = --  
r

5 _  l 
5V2 42'

Radius-vektoming Ox, Oy, Oz koordinata 0 ‘qlari bilan tashkil 
etgan burchaklari:

5-misol. ParaUelogrammning uchta uchi: A( 1; —2; 3), B(3; 2; 1) 
va C(6 ; 4; 4) berilgan. To‘rtinchi Z) uchini va BD diagonalining 
uzunligini toping.

► Parallelogrammning xossasiga ko‘ra AD va BC tomonlar 
parallel va teng. Bunda D(x\ y; z) desak,

kelib chiqadi. Demak, D(4; 0; 6 ).

BD diagonalning uzunligi 'BD{4 - 3 ;  0 - 2 ;  6  -  1} =  M> {1; 
—2; 5} vektoming uzunligiga teng bo‘lganligidan:

BD = |5S | = ^ l 2 + (-2 ) 2 + 52 == V3(h BD = y[30. ◄

1.1. Vektor tengliklaming to‘g‘riligini analitik va geomctrik usullarda 
isbotlang:

1.2, AD, BE va CF lar ABC uchburchakning medianalari. 

AD + BE + C F - 0  tenglikning bajarilishini ishollang.

3
a =  arccos ; /3 =  arccos

,42) = RC; y42){x -  1; y + 2; z -  3} = RC{6 -  3; 4 -  2; 4 -  1};

x -1  = 3; x  = 4; 
T + 2  = 2 ; y = 0 ; 
Z - 3  = 3; z = 6 .

Mustaqil bajarish uchun mashqfar
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1.3. ABC uchburchakda AP kesma BAC burchakning bissektrisasi, 
P nuqta BC tomonda yotadi. Agar AB = b, AC = c bo‘lsa, 
AP ni toping.

\ A . A B  = a + 2b, BC = -Aa-b ,  CD = -5 a - 'fb  bo‘lsa, ABCD 
ning trapetsiya ekanini isbotlang.

1.5. OA = a, OB = b, OC = c nokomplanar vektorlarga yasalgan 
p a ra lle lep ip ed n in g  a + b - c ,  a - b + c ,  a - b - c  va 
b - a - c  vektor-diagonallarini yasang.

1.6 . Uchta nokomplanar m, n, p birlik vektorlar uchun

(m, A n) = 30°, (n, A p) = 60° b o ‘ls a , u = m + 2 n - 3 p  
vektomi yasang va uning modulini toping.
Ko ‘rsatma: m, 2n va -3~p larga yasalgan siniq chiziqda m ni 
(-3p) bilan kesishguncha davom ettiring.

1.7. OACB to 'g 'ri to ‘rtburchaknung OA va OB tomonlari bo‘ylab 
i va J birlik vektorlar qo'yilgan. Agar OA = 3, OB = 4, M va 
N  nuqtalar BC ya AC kesmalaming o‘rtalari bo‘lsa, OA, AC, 
CB, OC, OM, ON, MN  vektorlami/va} orqali ifoda- 
lang.

1.8. OACB teng yonli trapetsiyada LBOA = 60°, OB = BC= CA = 2, 
M  va N  nuqtalar BC va AC  tomonlaming o‘rtalari. ~AC, 
OM, ON, MN  vektorlami OA va OB bo‘ylab qo‘yilgan 
m va n birlik vektorlar yordamida ifodalang.

1.9. Tekislikda A(0; -2 ) ,  B(4; 2) va C(4; -2 )  nuqtalar berilgan. 
Koordinatalar boshida OA, OB va OC kuchlar qo'yilgan. 
Ulaming OM teng ta’sir etuvchisini yasang, uning koordinata 
o‘qlariga proyeksiyalarini va kattahgini toping. OA, OB, OC 
va OM vektorlami koordinata o‘qlari birlik vektorlari ] va j  
orqali ifodalang.

1.10 .OABCDE muntazam oltiburchakning tomoni 3 ga teng. 
OA, AB, BC laming birlik vektorlarini m, n, ~p deb, ular 
orasidagi bog‘lanishni toping. OB, EO, OD va DA lam i 
m, n va p orqali ifodalang.
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1.11. M(2, 3, —6 ) nuqtani yasang, uning radius-vektori uzunligini 
va yo‘naiishini aniqlang.

1.12. r = OM = 6 i - 6 k  vektomi yasang, uning uzunligini va 
yo‘nalishini aniqlang.

1.13. A(— 1, 0, 1) va B( 1, —6 , 4) nuqtalar berilgan. AB = u 
vektomi, uning koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalarini 
yasang, uzunligini va yo‘nalishini aniqlang.

1.14. Koordinata o'qlari bilan teng o'tkir burchaklar tashkil etuvchi 

va moduli a = 2yf3 ga teng bo'lgan a vektomi toping.

1.15. j  va k ortlar bilan 60° va 1 2 0 ° li burchaklar tashkil etgan va 

x| = 5y/2 bo'lgan x  vektomi toping.

1.16. 04  = 2i + 3j  va OB = -2 i + 4 j  vektorlarga parallelogramm 
yasang va uning diagonallari uzunliklarini toping.

1.17. a = 4/ -  8y' + 2yf5k vektor yo‘nalishidagi birlik vektomi 
toping.

1.18. A(a\ 0; 0), 5(0; 0; 2a) va C(a; 0; a) nuqtalar berilgan. OC 
va AB vektorlami yasang va uzunliklarini toping.

2- §. Ikki vektorning skalar ko‘paytmasi

Ikki vektoming skalar ko ‘paytmasi deb shu vektorlar modul- 
lari bilan ular orasidagi burchak kosinusining ko‘paytmasiga 
aytiladi:

a b =ja|-|£l- cosp. ( 1 )

Skalar ko‘paytmani yana (a, b a b  kabi ham belgilash 

mumkin.
Skalar ko'paytmaning xossalari:

1. a • b = b a.
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2. d  ■ [b +  ĉ j = a - b + a ■ c.

3. X ■ a -b = X-[a -b^.

4. a = Vfl • a =

5. 5 - 6 = 0  <=» a 1  <P = ^-

Koordinata o ‘qlarining birlik vektorlari — ortlaming skalar 
ko'paytmalari:

J . J  = ] . j  = k -  k  = \; i ■ j  = j  • fc = i ■ k  = 0.

b cosqj = pr3b bo‘lganidan (10 - rasm)

„ r  o-A

a  va A vektorlar to ‘g‘ri burchakli bazisdagi koordinatalari 
bilan berilgan bo‘lsa, ya'ni a{a{, a2; a,}, 6 {Ẑ ; b2; &3} bo‘lsa, 
u holda skalar ko‘paytma quyidagiga teng bo‘ladi:

a • b = ajjy + Ojb̂  + â b̂ .

Ikkita a  va  b vektor orasidagi burchakni topish form ulasi:

cos
A

a, b

yoki

cos
A J \  

a, b

a-b
ab

â -bi+ai-bi+aylh,
■JaJ +a\ +aj -<Jbf +ij+bj 

Ikki vektom ing perpendikularlik  sharti:

ti b = 0  yoki ax ■ + a2 • b2 + a3 • b2 = 0 .

tkk i vektom ing kollinearlik sharti: 

a = Xb &  f L = %  = f L.

1
1
1
1\
1___-fc.
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F  kuchning moddiy nuqtani S  vektor bo‘yicha ko'chirishda 
bajargan ishi quyidagicha hisoblanadi:

A = F ■ S.

1 - misol. a = 2 / + j  va b = -2 j  + k  vektorlarga yasalgan 
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.

► D iagonallar c = a + b = 2 i ~ j  + k  va d=a~b=2+2j-k 
vektorlar bo‘lganligi uchun ular orasidagi burchak quyidagicha 
topiladi:

cos
( A  

C, d

o
76-714

=  0,

c-d _  2-2—1-3+1-(—I)

( A -'i c, d -

+ (- lf+ l2^ 22+32+(-i)2 

= 90°. < 4

k )
2-m isol. Uchlari A( 1; 2 ; - 4 ) ,  B(4; 2 ; 0 ) va C (-3 ; 2 ; - 1) 

nuqtalarda bo‘lgan uchburchakning perimetrini va burchaklarini 
toping.

( ___ A ___ \ ( ___ A ___  \
Z A  = AB, A C , Z B =  \ B A ,  B C

l ) l J

Z C  =
( __  A ___ \

CA, CB = m ° - ( z A  + z b )
\  y

ekanligidan foydalanamiz. U holda AB = AB{3; 0; 4}, 

= A C { ~ 4; 0; 3},
A C  =

BC = BC{-7; 0; 1}, BA = BA{-3; 0; -  4}, 

C4=CA{4; 0; -3} ,  CB = CB{ 1; 0; l};

A B  = y[9 + 16 =5, A C  = Vl6  + 9 = 5, B C  = ^49 + 1 = 5>/2.

cosZ^ = AB AC _  3(-4)+00+4-3 _  0 
A B A C  5-5 5

COS Z B  = BA BC _  -3 (-7 )+ 0 0 -4 (-l) 
B A B C  5-572

25
25j2

ZA = 90°;

l .
7 2 ’

ZA = 45'.
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Unda ZC = 180° -  (90° + 45°) = 45°. Uchburchakning perimetri: 

P = AB + AC + BC = 5 + 5 + 5V2; P = 5(2 + y[2). A  
3- misol. a, b va c komplanar vektorlar uchun a — 3, b — 2,

= 60°. u = a + b ~ c  vektomi
r a f -  AII L/l a , b = 60° va b , c
l  J l  )

yasang va uning modulini toping.

^  u = a + b + (—c), ya’ni u vektor a, b va -c  vektorlar

yig‘indisidan iborat, uni shakldagidek yasaymiz ( 1 1 - rasm).
( a  i  ,

Rasmdan ko‘rinadiki, a,  - c  =120°. u ning modulini 

u = 'JiP formula bo‘yicha topamiz:

u = = yj(a + b - c )  = ^(a + b + (-c)) =

= yja2 + b2 + c1 + 2  • a • b -  2 ■ b ■ c -  2  • a ■ c ■

yja2 + b 2 + c 2 + 2  • a -b • cos 60° -  = >/2 ■ b ■ c ■ cos 60 - 2  • a c • cos 120°

^9 + 4 + 25 + 2- 3- 2- i -  2- 2- 5- i -  2 -3  5- ( - i )  = ^/49 = 7;

« = 7.
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar
2n bo‘lsa,2.1. <3, ivektorlar uchun a — 2, b — 3, a , b

quyidagilami toping. ^
1) a-b; 2) {2a + 4b^■{a + 2b^; 3) {a + b^ .

2 .2 . a = 7 -  ]  va b =-J  + 2j  - 2 k  vektorlar orasidagi burchakni 
toping.

2.3. c =  3, — 5 bo‘lsa, a ning qanday qiymatlarida c + ad  va
c - a d  vektorlar perpendikular bo‘ladi?
_ _ -> ->

2.4. a = ex+~2 e2 va b = 5  e, -  4  e2 vektorlar o'zaro perpendikular 

bo‘lsa, c, va e2 birhk vektorlar orasidagi burchakni toping.

2.5. Oj (4; -2; • -4 ) va ^  (6 ; -3; 2 )vektorIar berilgan. Quyida-
—> —v f' —> —> \  —> —> ^

gilami toping: 1) ^  2) 2 ^ -3 0 2  ; 3)

; 5) pr^ a2; 6 ) p r ^ .
“J «2

2.6. yl(2; 2) va 5(5; —2) nuqtalar berilgan. Abssissalar o'qida

2

; 4) 2 ^ - 0 2

shunday 5  nuqtani topingki, ZAPB = 2- bo‘lsin.
2.7. Uchlari >1(2; - 1 ;  3), 5(1; 1; 1) va C(0; 0; 5) nuqtalarda 

bo'lgan uchburchakning burchaklarini toping.
2.8. Tekislikda uchlari 0(0; 0), A(2a; 0) va B(a; —a) nuqtalarda 

boigan uchburchak berilgan. 0 5  tomon va OM mediana 
orasidagi burchakni toping.

2.9. 5 = 3/ + 4  j  va 5 = 4/ - 5  j  + 3k vcktorlar bcrilgan. ptj} va 
prfc5 ni toping.

2.10. Ifodani hisoblang: (2/ + 3j ^ j  + ( 3 j  -  k ' j k  + { 2 j  + k ^ ( i  ~ j ( -

2.11. a = 2>/2, 6 = 4, (a,  5*1 = 135° bo'lsa, (a - 5 ) nitoping.

2,12. m va /f birlik vcktorlar va = 30’ boisa, (im + n)2ni

toping.
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2.13. mva n birlik vektorlar va 60° bo‘lsa, a = 2 m + nm, n
\  J

va b = m -  2n vektorlarga yasalgan parallelogram m
diagonallari uzunliklarini toping.

2.14. ABCD parallelogrammning A(2; 1 ; 3), B(5; 2 ; —1), C(—3; 
3, —3) uchlari berilgan. AC  va BD diagonallari orasidagi 
burchakning kosinusini toping.

2.15. Kvadratning uchidan shu uch yotmagan tomonlar o‘rtalari 
orqali to ‘g‘ri chiziqlar o'tkazilgan. Shu to ‘g‘ri chiziqlar 
orasidagi burchakni toping.

2.16. Uchlari zl(-3; 5; 6 ), B( 1; -5 ; 7), C(8 ; -3 ; -1 )  va D(4; 7; -2 ) 
nuqtalarda bo‘lgan to‘rtburchakning kvadrat ekanligini isbotlang.

2.17. Moddiy nuqtani F -  i + 2j + k kuch ta'sirida A(—l; 2; 0) 
nuqtadan B(2; 1; 3) nuqtaga ko‘chirishda bajarilgan ishni 
toping.

2.18. Harakatdagi nuqta ko‘chishining koordinata o ‘qlaridagi 
proyeksiyalari Sx= 2m, Sy =\m,  Sz = -2 m  va ta’sir etayotgan 
kuchning proycksiyalari^Fx = 5N, 7  ̂=  4N, Fz = 3N bo‘lsa, 
F  kuchning ishini va F kuch bilan S ko‘chish orasidagi 
burchakni toping.

2.19. Tomonlari 6  sm va 4 sm bo‘lgan to ‘g‘ri to ‘rtburchakning 
uchidan qarama-qarshi tomonlarni teng ikkiga bo‘luvchi 
to‘g‘ri chiziqlar o'tkazilgan. Shu to ‘g‘ri chiziqlar orasidagi 
burchakni toping.

2.20. Kubning uchiga shu uchdan chiqib, kub yoqlarining 
diagonallari bo‘ylab yo‘nalgan va kattaliklari 1, 2 va 3 ga 
teng kuchlar qo‘yilgan. Shu kuchlar teng ta’sir etuvchisining 
kattaligini toping.

3- §. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

a vektoming b vektorga vektor ko ‘paytmasi deb quyidagicha 
uniqlanuvchi c vektoiga aytiladi:

1) c ning moduli (uzunligi) son qiymati bo ‘yicha a va b ga 
yusalgan parallelogrammning yuziga teng;
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12- rasm.

2 ) c 1  5, c 1  b;
3) a , b va c o ‘ng boglamni tashkil qiladi, ya’ni c ning uchidan 

qaralganda 5 dan b ga qarab eng qisqa burilish soat strelkasi 
yo‘nalishiga qarama-qarshi bo‘ladi. Agar bu eng qisqa burilish soat 
strelkasi yo‘nalishida bo'lsa a , b , c lar chap bog‘lamni tashkil
qiladi deyiladi. Yektor ko‘paytma a x b  yoki a, b kabi
belgilanadi. Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega:

1. a x b = -b x a;
2  ax ( b  + ĉJ = a x b  + axc;
3. 5 x 5  = 0 ;
4. 5 || 6 => 5 x 5  = 0.
Ortlarning vektor ko'paytmalari:

i x i = j x j = k x k  = 0 ; 
i x j  = k; 
j  x k  = i;
j  x i  = -k;  
i c x j  = -[,  
icxi  = ],  
i x ic = - j .

5 = aj  + a^j + n,k va h b̂ i + b j  + b j  vcklorlarning vektor 
ko‘paytmasi

www.ziyouz.com kutubxonasi



i 7 k
a x b  = ax «2

b. h
loi mula bilan hisoblanadi.

ci va b vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzi:

Sp = \axb\ ,

uehburchakning yuzi:

^  = i |d x A

lormulalar bilan hisoblanadi.

A nuqtaga qo'yilgan F  kuchning O nuqtaga nisbatan M

momenti M  = F x a o  , yoki M  = OA x F  formula bilan hisob- 
lnnadi:

M  = O A x F  =~F xOA = F xA O.

1- misol. a = 3/ - 2 j  + k  va b = 4/ + 5j -  k  vektorlaming 
vektor ko‘paytmasini toping.

► a x b
i j
3 -2
4 5

k
1

- 1

= 2i + 4 j  + 15k  + &k -  5i +3 j  =

= -3 / + 7 ; +23 k.

a x b  = -3i' + 7 j  + 23k. M
2- misol. Uchlari A(2; 1; 0), B(l; 3; 4) va C(3; ~2; 1) nuqtalarda 

bo'lgan uchburchakning yuzini toping.

ABC uchburchakni 5 = AB, b = AC  vektorlarga yasalgan 
uehburchak deb qarasak, uning yuzini

^ABC ~
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formula bilan topish mumkin. Unda A B {—1; 2; 4}, A C  {1; —3; 1}.

A B x A C =
i j  k  

- 1 2  4 
1 -3  1

— 2/ + 4  j  + 3k — 2 k + 12/ + j  —

= 14/ +5 j  + k.

JABC I4i + 5 j  + k =1^196 + 25 + 1 = ■ m kv. birl.

SABC = 1 V222 kv. birl.
—* I

3-misol. A(3; —2; 1) nuqtaga qo'yhgan F = i + 2 j - 3 k  
kuchning 0(2; —1 ; 0 ) nuqtaga nisbatan momentini toping.

► Kuch momentini hisoblash formulasiga ko‘ra: M = O A x F  . 
Masala shartiga ko‘ra

QA = ( 3 - 2 ) i + ( - 2  + l ) ]  + ( l - 0 ) k  = I - ]  + k; F -  i + 2] - k

bo‘lganidan

-+ __ _ -y / j ik
M  = O A x F  = 1 - 1 1

1 2 -3

= 3/ + j  + 2k + k -  2/ +3 j  = / + 4y + 3k;

M -  i + 4 /  + 3&. ^

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

3.1. a = 2/ + 3 j  1 4k va b = - /  + j  -  k vcktorlarning vektor 
ko‘paytmasini toping.

3.2. Uchlari A( I; I; I), /1(2 ; 3; 4) va C(4; 3; 2) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchakning yu/ini (oping.

3.3. Uchlari /1(1; -1 ;  2). /1(5; —6 ; 2) va C(l; 3; -1 )  nuqtalarda 
bo'lgan uchburchakning Bl) bnlandligini loping.

3.4. Ifodani soddalashliring:

4K
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1) i x (j  + k  j -  j  x ( i  + k ) + k  x (i + 7' + );

2) (a + b + c + (a + £ + c jx  £ + -  c jx  5;

3) ^25 + 6 )x  |c  -  bj + (b + c^x (a + b^;

4) 2i • [j  x k  j + 3j ■ (i x k j + 4k ■ (i x j ).

3 .5 . -  b j x (a + b j = 2  • (a x b j ayniyatni isbotlang va uning

3.6.

3.7.

geometrik mazmunini tushuntiring.
/  A _ \

\aj\ = \, 1^1 = 2 ,
V /

bo‘lsa, b = (^  + 3 0 j)x

x (3^ -  a2) vektoming modulini toping.
r a _ \

|5 l=  \b =5, 5, 6
\

= 7  bo‘lsa, c - a  -  2b va d = 33 + 2b
/

vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzini toping.

3 .8 . a = i + j  + 2 k \a  b =2i + j  + k  vektorlarga perpendikular 
birlik vektomi toping.

3 .9 . a + b + c = Obo‘lsa, a x b  = b x c  = c x a bo‘lishini isbotlang 
va uning geometrik ma’nosini tushuntiring.

3.10.5{3; -1; 2}va 5(1; 2; -1} vek to rlar berilgan . c = 
= ^25 + b^jxb va d = (2 a -  b j x (23 + b̂ j vektorlami toping.

3.11. 5,{4; -2 ;-3}va ^{0; 1; 3} vektorlarga perpendikular 
bo‘lgan x  vektor j  ort bilan musbat burchak tashkil qiladi 
va |x| = 26. Shu x  vektoming koordinatalarini toping.

3.12. A(4; -2 ;  3) nuqtaga qo‘yilgan F = 2i -  4 j  + 5k  kuehning 
0(3; 2 ; —1) nuqtaga nisbatan momentini toping.

3.13. Fi{2; - 1 ;  -3 } , Fi {3; 2; -1}  va ^ 3  {-4; 1; 3} kuchlar 
A(— 1; 4; 2) nuqtaga qo‘yilgan. Shu kuchlar teng ta ’sir 
etuvchisining 0(2; 3; - 1 )  nuqtaga nisbatan momentining 
miqdori va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

4 < 'ln/i<|!i algebra va analitik geometnyadan 49
imtMilalar yechish
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3.14.5  = k  -  j  va b = i + j  + k  vektorlarga yasalgan parallelo- 
grammning yuzini toping.

3.15. A( 1; —2; 8), B(0; 0; 4) va C(6 ; 2; 0) nuqtalar berilgan. AB
—>

va AC vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzini va B 
uchidan tushirilgan balandligini toping.

4- §. Uch vektorning aralash ko‘paytmasi

Ikki a va b vektor vektor ko‘paytmasining uchinchi vektorga 
skalar ko‘paytmasi uch vektoming aralash ko‘paytmasi deyiladi. 
Aralash ko‘paytma abc = {axb}-c  kabi belgilanadi. Aralash 
ko‘paytma quyidagi xossalaiga ega:

1. (a x b) ■ c = -(a x c ) -b  = -(c xb)  ■ a.
2. Aralash ko‘paytmaning istalgan ikkita ko‘paytuchisi kollinear 

bo‘lsa, aralash ko‘paytma nolga teng.
3. Skalar va vektor ko'paytirish belgilarining o‘rinlari almash- 

tirilsa, aralash ko'paytma o‘zgarmaydi:

abc = a ■ (b xc )  = ( ax b)  ■ c.

4. a, b, c lar komplanar bo'lsa, abc = 0 bo‘ladi. Bu uch 
vektoming komplanarlak sharti ham deyiladi. Noldan farqli vektorlar

uchun abc = 0  bo‘lsa, bu vektorlar komplanar bo‘lib, ulardan 
birini qolganlari orqali ifodalash mumkin.

Agar a,b va c vektorlar koordinatalari bilan berilgan, ya’ni:

a = a j  + a j  + a}k,  b = b j  + b2j  + b2k,  c = c j  + c2j  + c2k  

bo‘lsa, aralash ko‘paytma quidagicha hisoblanadi:

cibc =
o, Oj a3

b\ b2 b2

C, c2 C3
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13 - rasm.

Bir tekislikda yotmagan uchta a, b va c vektorlarga qurilgan 
purallelepipcd va piramidaning hajmlari (13-rasm)

Vp!1T = ± abc; Vpn = ±~abc

lormulalar bilan topiladi, bu yerda a , b , c vektorlar o‘ng 
bogdamni tashkil etsa, «+» ishora, aks holda «—» ishora olinadi.

1- misol. a = 3/ + 4j ,  b = - 3 /  + k,  c = 2j  + 5k vektorlarga

ynsalgan parallelepipedning hajmini toping. (5, b, c ) uchlik o‘ng 
boglamni hosil qiladimi yoki chap bog‘lamnimi, aniqlang.

► abc =
3 4 0 
0 -3  1 
0 2 5

= - 4 5 - 6  = -51; abc = -51.

ni)c <0 , demak, a,b,c  uchlik chap bog‘lamni tashkil etadi. Unda

Fpar =±abc = -(-5 1 ) = 51; Vp3I = 51 kub birl. M
2- nrisol. Uchlari A(l; 1; 1), 5(2; 0; 2), C(2; 2; 2) va D(3; 4; -3 )  

miqtalarda bo‘lgan tetraedming hajmini va h — DE balandligini toping.
^  Qaralayotgan tetraedmi uning bitta, masalan, A  uchidan 

chiquvchi uchta a = AB, b = A C , c = AD vektordan hosil 
holgan piramida deyish mumkin.
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a = A B {  1; - 1; 1}, 6  = 4 C  {1; 1; 1}, c = AD {2; 3 ;-4 } ;

1 -1 1
abc = 1 1 1

2 3 -4
= - 4 - 2 + 3 - 2 - 3 - 4  = -12;

U holda

tU =±I 36 c = ± I ( - 12) = -I(-12 ) = 2; Upir- 2  kub birl.

Tetraedr asosi ABC uchburchak, balandligi h =  DE bo'lgan 
uchburchakli piramida bo'lganidan

^pir _  T ‘ ^ A B C  ' ^
3T •pir

-MSC

T5C  uchburchak a = AB  va b = A C  vektorlarga yasalgan 
uchburchak bo‘lgani uchun

a x b  =
i j  k 
1 - 1  1 

1 1 1

= - i + j + k + k - i - j =  - 2 i + 2 k  :

^ABC -  ~ ' 1° * b\ = L ^ ( - 2 f  + 22 =V 2 .

U holda /2 = 4=3^2; /z = 3^/2. 
%/2

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

4.1. a = i + j  + Ak, b = i -  j  va c = 3i - 3 j  + 4k vektorlarni 
yasang. Bu vektorlarning komplanar ekanligini ko‘rsating va 
ular orasidagi chiziqli bog‘lanishni toping.

4 .2 .4(2; -1; -2 ) , 5(1; 2; 1), C(2; 3; 0) va D(2; 3; 8 ) nuqtalaming 
bitta tekislikda yotishini ko‘rsating.

4.3. Uchlari 4(2; 0; 0), 5(0; 3; 0), C(0; 0; 6 ) va D(2; 3; 8 ) 
nuqtalarda bo‘Igan piramidani yasang, uning hajmini va 4 5 C  
yoqqa tushirilgan balandligini toping.

52
www.ziyouz.com kutubxonasi



4.4. a, b, cvektorlar o ‘ng bog‘lamni tashkil etadi, o ‘zaro 

perpendikular va \a = 4, b =2, jc = 3. abc ni toping.

4 .5 .  a ,{ l; -1; 3}, a2 {-2; 2; 1} va a3{3; -2; 5} b o ‘lsa

«i aj a-i aralash ko‘paytmani toping.

4.6. OA = 3/ + 4j , OB = -3 j  + k,  OC = 2j  + 5k bo‘lsa,(245C 
tetraedming hajmini toping.

4.7. a = - /  + 3j  + 2k, b = 2i -  2j -  Ak, c = -3/ + \2 j  + 6k vek-

torlaming komplanar ekanini ko‘rsating. c vektomi a va b 
vektorlar orqali chiziqli ifodalang.

4.8. Uchlari 0(0; 0; 0), ,4(5; 2; 0), C(l; 2; 4) nuqtalarda bo‘lgan 
piramidani yasang. Uning hajmini, ABC yog‘ining yuzini va 
bu yoqqa tushirilgan balandligini toping.

4.9. Koordinata burchaklarining bissektrisalari bo'ylab yo‘nalgan 

va uzunliklari 2 ga teng OA, OB va OC  vektorlarga 
yasalgan tetraedming hajmini toping.

4 .10. a = 7 + j  + m k ,  b = i + j  + (m + V)lc va c =7 - j  + m k  
vektorlar m ning hech bir qiymatida komplanar bo‘la 
olmasligini ko‘rsating.

Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqlarning javoblari

l -§.  1.3. 1.6. V8 + 2V3-1.8. OF = 3m + n; 1.9. pr& OM =8;

= ~2;AC =2(n -  m); O M = 2 n  + m; OM  =  2-jVl. 1.10. m + n = p;

Oli 3(m + n); B C  = 3(« - m ) ;  O E = 3 ( m - n ) ;  OD = 3(2« -  m); R A  -  

- h(m -  «). 1.11. r= 7; arccos y ; arccos^; a rc c o s ( - |) .  1.12. 6 ^ 2 ; 45”; 90°; 

I IV" 1.13. 7; arccos^; a rc c o s |-y ) ; a rc c o s |. 1.14.  a - 2 i + 2 j  + 2k.

1.15. x = ±5~i + - ~ j  -  ^=k. 1.16.5;-741.1.17. l !  -  i j  + ^-k.  1.18. -j2a;Sa.
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2- §. 2.1. 1) -3 ; 2) 54; 3) 7. 2.2. 135°. 2.3. ±3/5. 2.4. n/3. 2.5. 1) 22; 2) -200;

3) 41; 4) VT05 ; 5) 11/3; 6) 22/7. 2.6. P,(l; 0) va P2(6; 0). 2.7. 90”; 45°; 45°.

2.8. a rc c o s^ i. 2.9. 2.10.0.2.11.40, 2.12.2+ / 3 .  2.13. -Jl; Vl3.

2.14. ^jj=- 2.15. arccos0,8. 2.17.4. 2.18. 80; a r c c o s ^  2.19. arccos(0,26>/Io) 

2.20. 5.

3 -  §. 3.1. - l i ~ 2 j  + 5k. 3.2. 2>/6. 3.3. 5. 3.4. l ) 2 ( £ - l ) ;  2) 2 ( f l x i ) ;

3 ) J x c ;  4) 3. 3.6.10V5, 3.7.100>/2. 3.8. ± 4 = {J - 3 j  + k ) .  3.10. {-6, 10, 14}; 

{-12 ,  20, 28}. 3 . 1 1 . { - 6 ; - 2 4 ;  8} .3 .12.  - 4 f  + 3 /  + 4/t. 3 . 1 3 .  V66; 

cos“‘ i '  cosl" - i ' 3'14- 3.15.1W5, 2|I.
4- §. 4.1. c = a + 2b. 4.3. V=  14; H = / 1 4 . 4.4. 24. 4.5. -7 . 4.6. 8,5.

4.7. c = 5a + b. 4.8. V = 14; H  = 7J 1 . 4.9.
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III bob. ISTALGAN CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR 
SISTEMALARINI YECHISH

1- §. Arifmetik vektorlar

n ta haqiqiy sonning tartiblangan to'plami haqiqiy arifmetik
vektnr deyiladi. U x = (jc1;x2,...,xn) kabi belgilanib,
lar arifmetik vektoming komponentalari deyiladi. Arifmetik vektorlar 
uehun qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari kiritiladi.

qo‘shish: agar x = (x1;x2,...,xn) , y = {yu y2,...,yn) bo‘lsa,

x +y  = (x j + y lfx 2 + y 2, —x„ +y„)- 

songa ko‘paytirish: agar k  haqiqiy son boTsa, 

kx = (&Xj, kx2, ... kxn).

Bu kabi qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari aniqlangan 
arifmetik vektorlar to ‘plami arifmetik vektorlar fazosi deyiladi. Biz 
n komponentali arifmetik vektorlar fazosini qaraymiz. U R  deb 
belgilanadi. Agar hech boTmaganda bittasi noldan farqli 
/c,, k,, ..., km sonlar uchun

kxxx + k2x2 + ... + kmxm = 0, ( 0(0, 0, ... ,0 ) — nol vektor)

o'rinli boTsa, u holda (xj,x2,...,x„) arifmetik vektorlar sistemasi
vhiziqli bog'liq, aks holda chiziqli erkli deyiladi.

Q arifmetik vektorlaming biror to'plami boTsin. B = (ev ev  
..., e j  vektorlar sistemasi Q da bazis deyiladi, agar quyidagilar 
bajarilsa:

1) ev e2, ..., em lar Q ga tegishli va chiziqli erkli;
2) Q dagi istalgan x vektor uchun shunday k ^ k ^ , . . . ,^  sonlar 

inavjudki,
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(1)x = k,x, + k,Xi + ... + k x m.1 1  l  l  m m

(1) ifoda x vektoming B bazis bo'yicha yoyilmasi, xp x2, ..., xm 
sonlar esa x ning B bazisdagi koordinatalari deyiladi. Q c  R bo‘lsa, 
m son Q vektorlar sistemasining rangi deyiladi. Butun R" fazoning 
rangi n ga teng va u fazoning o‘lchami deyiladi. R" dagi istalgan 
vektomi biror (ev ev ..., en) bazis bo‘yicha yoyish mumkin:

x = e,x, + e9x, + ... + e x .1 1  L L n n

Demak, Rn da istalgan x  vektorga uning biror bazisidagi 
koordinatalaridan iborat ustun-matritsani mos qo‘yish mumkin. 
Ko‘pincha bazis sifatida ushbu

er =(l, 0 , 0 ,..., 0 ),

= (0, 1, 0.....0),

en =(0, 0 , 0 ,..., 1)

kanonik bazisdan foydalaniladi. Vektoming komponentalari uning 
koordinatalari bilan faqat kanonik bazisdagina bir xil bo‘ladi.

Arifmetik vektorlami qo'shish va songa ko‘paytirish amallari 
chiziqli amallar deyilib, ulami koordinata shaklida quyidagicha 
yozish mumkin:

1) Zm = x m + y m <=> Z m = X m + Y m;

2) y m = k - x m <=> Y  m = k  ■ X  m, m = 1, 2, . . . ,n .

1- misol.a, = (1; 2; -3; 2), = (4; 1; 3; -  2), a3 = (5; -  7; 0; 2)
arifm etik vektorlarning chiziqli kom binatsiyasidan iborat 

b = 4flj -  3 ^  + 5o3 arifmetik vektomi toping.

► * = 4 -(l; 2 ; -3; 2) -  3 - (4; 1; 3; -2 ) +
+5-(5; -7; 0; 2) = (4 -  12 + 25; 8 -  3 -  35;
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- 1 2 - 9  + 0; 8 + 6  +10) = (17; -30 ; -21; 24); 

b = (17; -30; -21; 24). ^

2- misol. Arifmetik vektorlaming chiziqli bog‘liq yoki chiziqli 

'rkli ekanini ko‘rsating. = (-1; 2; 3), x2 = (2; 5; 6 ).
► k̂ x̂  + Jqx2 = 0 <=> (-k,; 2k,; 3k,) + (2fc,; 5k,; 6 ^ )  = 0 <=> 

<=> (-kj + 2kj; 2kj + 5^ ; 3k, + 6k2) = 0;

~kx + 2  k2 = 0 , fk, = 2  k2,
< 2 /tj + 5£ 2 = 0 , <=> -k^=-2 ,5k2, <=> kj = 0 , k, = 0 .
3kj + 6 k2 = 0 , £, = -2 k2,

ya'ni /̂ Xj + k2x2 = 0 tenglik faqat k} = k2 = 0 dagina o‘rinli. Demak, 
x, va x2 arifmetik vektorlar chiziqli erkli ekan.

3 -misol. ex = (1; 1; 1; 1 ), e2 = (0 ; 1; 1; 1), e3 = (0 ; 0 ; 1; 1),

+, = (0; 0; 0; 1) vektorlaming R 4 dabazis tashkil etishini ko‘rsating 
va x — (5; 4; 3; 2) vektoming shu bazisdagi koordinatalarini toping.

► Oldin {ev e2, ep e4) sistemaning chiziqli erkli ekanini 
ko'rsatamiz:

+ k2e2 + k3e3 + /t4e4 = 0  o  (kv k2; k 2; &4) +

+ (0 ; k2; k2; k4) + (0 ; 0 ; k2; k}; k4) + (0 ; 0 ; 0 ; k3; k4) +
+ (0; 0; 0; fc4) = 0(0; 0; 0; 0 ) «

kx=0,  
kx + k2 = 0 , 
k, + k2 + k3 = 0 , 
k\ k2 + k3 + k 4 = 0

<=> kx = k2 = k3 = k 4 = 0 .

Endi x  = (5; 4; 3; 2) vektoming bu bazisdagi koordinatalarini 
topamiz:

x = efa + e2x2 + e3k3 + e4k4 <=> (5; 4; 3; 2) = (x}; x,; x,; x,) +

+ (0 ; x2; x2; x2) + (0 ; 0 ; x3; x3) + (0 ; 0 ; 0 ; x4) = 0  «=>
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o  Xj = 5, Xj + x2 ~ 4 <=> Xj + x2 + x3 -  3, Xj + x2 + x3 + x4 = 2 
«  Xj = 5, x2 = - l ,  x3 = - l ;x4 = - l .

Yoki

x = 5 e i - e 2 - e 3 - e 4 <=> x

'  5^ 
-1 

-1

r 1;

Arifmetik vektorlar sistemasining chiziqli bog'liq yoki erkli 
ekanini tekshirishda matritsalardan ham foydalanish rnumkin. 
Chunki (m Xrt)-matritsaning satrlarini (ustunlarini) R" (Rm) ga 
tegishli arifmetik vektorlar sistemasi deb qarash mumkin.

Teorema (bazis minor haqida). Matritsaning rangi uning satrlari 
(ustunlari) sistemasining rangiga teng. Bunda bazis m inom i o‘z 
ichiga oluvchi satrlar (ustunlar) sistemasi barcha satrlar (ustunlar) 
sistemasi uchun bazisni tashkil etadi.

4- m isol. o, = (2; -  3; 1), a2 = (3; -1 ; 5), a2 = (1; -  5; -  3) 
arifmetik vektorlar sistemasining chiziqli bog‘liq yoki chiziqli erkli 
ekanini aniqlang. Uning rangini va biriorta bazisini toping.

► Ustunlari au n,, a3 vektorlaming koordinatalaridan iborat 
A matritsani tuzamiz:

^=(Ol> a2, n3) =
r 2 3 V
-3  -1 -5  .

'  5  ~ V
r(A) = 2 ekanini ko'rish ogoh. Bazis minor haqidagi teoremaga 

ko‘ia, sistema chiziqh bog‘liq va uning rangi ham ikkiga teng. Noldan 
farqli istalgan 2 - tartibli minomi, masalan,

2 3
-3 -1

ni bazis deb hisoblash mumkin. Bundan va berilgan sistemaning 
bazisi ekani kelib chiqadi. ^
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

1-1- = (4; 1; 3; -  2), a2 = (l ; 2 ; - 3 ;  2), a 3 = (16; 9 ; l ; - 3 ) ,
a4 = (0; 1; 2; 3), as ~ (1; -1 ; 15; 0) arifmetik vektorlar berilgan. 
Quyidagi chiziqli kombinatsiyalarni toping'.

1) 3«j + 5aj -  ô ;

2 ) 0  ̂ + 2 ^ - 0 4 - 2135;

3) 20,+403 - 2 a ; .
(.2 . 1.1-mashqda berilgan arifmetik vektorlar uchun tenglamadan 

x  vektomi toping:

1) 2x + ax -  21% -  a5 = 0 ;

2) 0 j -  3a; + x + 0 3 = 0;

3) 2 (0j -  x ) + 5 (u4 + x ) = 0.

1.3. Berilgan arifmetik vektorlarining chiziqli bog‘liq yoki chiziqli 
erkii ekanini aniqlang:

1) Xj = (3; 1; 5), x 2 = (6 ; -3 ;  1);

|2) = (i; 2; 3; 0), x 2 = (2; 4; 6 ; 0);

3) jct = (2; - 3 ;  1), * 2 =(3; -1 ; 5), * 3 = (l; - 4 ;  3);

1.4. ex -  (1; 1; 1; 1; 1), e2 =(0; 1; 1; 1; 1), e3 =(0; 0; 1; 1; 1),

e4 = ( 0 ; 0 ; 0 ; 1; 1), es ~ (0 ; 0 ; 0 ; 0 ; l)arifmetik vek- 
torlar sisitemasining R 5 fazoda bazis tashkii etishini ko‘rsating.

1.5. Vektorlar sistemasining chiziqli bog‘liq yoki chiziqli erkli 
ekanini matritsalar yordamida aniqlang:

*i = (1; 1; 1; 1) ,  ^  = (1; - 1; -1; 1) ,

* 3 -  (l; - l ;  l; - 1) ,  * 4 = (l; l; - l ;  - 1)
1.6. Vektorlar sistemasining rangini matritsalar yordamida toping:

= (1; -  1; 0 ; 0 ) ,  * 2 = (0 ; 1; -  1; 0 ) ,  a3 = ( 1; 0 ; -  1; 1) ,  
= (0; 0; 0; 1), a5 = (3; -  5; 2; -  3).
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1.7. k  ning x vektor av ap a3 vektorlar orqali chiziqli ifodalanadigan 
barcha qiymatlarini matritsalardan foydalanib toping:

1) a ,= (2 ;3 ;5 ) , a2 = (3;7;8), a3 = (l; -  6 ; 1), x = (7; -  2; *);

2) a, = (3; 2; 5), a2 = (2; 4; 7), a3 = (5; 6 ; k ), x = (1; 3; 5).
1.8. Vektorlar sistemasining rangini va birorta bazisini toping:

ai = (5; 2 ; - 3 ;  ] ) , a2 = (4; 1; -  2 ; 3),
a3 = (1; 1; -  1; -  2 ), a4 = (3; 4; -  1; 2 ).

2- §. Istalgan chiziqli tenglamalar sistemasi

n noma’lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi 

+ «  + ... + o,,x„ = bv
â iXj + + ... + 02nx„ =

( 1)

+ w  + -  + v *  = K
berilgan bo‘lsin. Quyidagi matritsalarni kiritamiz:

A =

X
°2 \

0[2

°22

C h n '

‘h n , x  =

pO
, B =

( b\ )
b2

Ka m\ °m2 a mn Xn\ ”) X /
(°n <hl 0 , A

A = °22 <hn

\^am\ m2 a

A — sistema matritsasi, A 
matritsasi deyiladi.

( 1) sistemani matritsaviy ko‘rinishda
A X = B

kabi yozish mumkin.

sistemaning kengaytirilgan

(2)
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Agar B — 0 bo‘lsa, sistema bir jinsli, aks holda hir jinslimas 
deyiladi. Kamida bitta yechimga ega sistema birgalikdagi sistema, 
ycchimga ega bo‘lmagan sistema esa birgalikda bojmagan sistema 
deb ataladi. Bir xil yechimlar to ‘plamiga ega bo‘lgan sistemalar 
o‘zaro ekvivalent deyiladi.

Kroneker — Kapelli teoremasi. (1) sistemaning birgalikda 
bo‘lishi uchun sistema matritsasining rangi kengaytirilgan 
matritsaning rangiga teng bo‘lishi, y’ani

r{A)  = r(A)  (3)

bolishi zarur va yetarlidir.
Sistemaning yechimini quyidagi tartibda topish mumkin: 

r(A)  = r(A)  = r deylik, r < m in (m , n ). Bazis minor matritsa- 
ning dastlabki r ta  satr va ustunlarida joylashgan desa bo‘ladi 
(aks holda elemantar almashtirishlar yordamida shu shaklga keltirish 
mumkin). ( 1) sistemaning dastlabki r ta tenglamasini qoldirib, 
qisqartirilgan sistema yozamiz:

A 1X1 + . • + <hrX r  + < hr,lX r , l  + ■• + <hnX n = h,
w + . • + <hrX r + ^ +l*r+l + •- + <hnX n — b,,

anx, + . . + a„xr + (V+l ^ +l + - • + <hnX n = br-

Ihi ( 1) sistemaga ekvivalentdir. xi, x2, x3, —, xr lam i bazis 
nomalumlar, qolgan xrrl,..., xn lami ozod noma’lumlar deb olib, 
bazis noma'lumlarga nisbatan sistema hosil qilamiz:

a n x i +  . • +  <hrX r = b , ~  a u X r + l " <hnX n ,

a 21X \ +  . ' + O i r X r  = b 2 - a 2r - x r + 1 ~ . ■ ■ - C h n X n

a r l X l +  . . .  +  a n x r = b r - a „ 1 X ■»» +

1

■ ~ a m X n-

Bu sistemaning determinanti noldan farqli (chunki bazis minor), 
sislema yagona yechimga ega va bu yechimni, masalan, Kramer 
usuli bilan topish mumkin. Ozod nomadumlaming har bir
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-*> + l C2 ’ X n Cn -r

qiymatlari to ‘plami uchun ( 1) sistemaning yechimini

X  (c,; c2; cn_r)

c(ci; c2; ...; c„.r )

X r i C  1 » C 2> ■■■> C n - r )

C,

—  ( X i ( C j ,  c2, . . . ,  Cn_r), . . . ,  cn r)

n -r 
T

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu (1) sistemaning umumiy yechimi 
deyiladi.

1- misol. Sistemaning birgalikdaligini tekshiring va birgalikda 
bo‘lsa, uning umumiy yechimini toping:

'2 x -  y + z = - 2 ,
■ x  + 2y + 3z = - h  
x - 3 y - 2 z = 3 .

► Sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglarini 
topamiz: +

(2 - 1 1 ' f  0 - 1 0  N
A = 1 2 3 ~ 5 2 5

1 -3 -  2 5 -  3 _ 5
2 \ 2

f  0 - 1 0 f  0 - 1  1

- 1 2 0 ~ 1 2 >
- 1 -3 0 - 1 -3

r ( A)  = 2;
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(2 - 1 1 - 2 N r2 0 1 0 "
A = 1 2 3 - 1 - 1 5 3 0

l1 -  3 -  2 3 1V -5 - 2 4J
( 0 0 1 ° 1 n 0 0 "

~ 5 3 0 - 3 1 0 5

\ 5 -5 - 2 47 - 27 - 1 4y

r { A ) ± r {A) . Sistema birgalikda emas. ^

2- misol. Sistemaning birgalikdaligini tekshiring va birgalikda 
bo'lsa, umumiy yechimini toping:

’2Xj + 7x2 + 3x3 + x4 = 6 ,
■ 3Xj + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,
9xx + 4x 2 + x 3 + 7x4 = 2.

'2 7 3 0 ' 0 0 0 1 ^
► ^ = 3 5 2 2 ~ -1 -9 -4 2

l 9 4 1 7 l - 5 -45 -20 7
/

' 0 0 0 l') ' 0 1 >
1 1 1 2 ~ 1 2

^
 '7

/T
II

5

2 .

5 1) 5V. 7 J

r (A) ~ r (a ) ~ r -  2 , sistema birgalikda. Bazis minor deb ^ ^

ni olsak, x,, x2 — bazis nomalumlar; x 3, x 4 — ozod noma’lumlar 
bo‘lib, qisqartirilgan sistema

[2xj + 7x2 = 6 -  3x3 -  x 4,

[3Xj + 5x2 = 4 -  2x3 -  2x 4
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bo‘ladi. x3 = c,, x4 = c2 desak, bazis nom alunilarga nisbatan bu 
sistemaning yechimi:

x, 2 - + fL - 
11 11 11 ’ x2 10 __ 5cj c2

11 1T + TI'

Sistemaning umumiy yechimi:

f

X  (cj, c2) —

I  + °L- 9c2 )
II  11 11
10 _ 5cj o,
TT TT TT ,

yoki X (c3; c2) = (--jy + ^

<
c2 J

9c2 . 10 5c, + -!■11 ’ TT II 11 ’ 5

Mustaqil bajarish uchun tnashqlar --—------

2.1. Sistemaning birgalikdaiigini tekshiring va umumiy yechimini 
toping:

\x -  -J3y = i, |V5x-5y=>/5,
[V3x - 3 y  = a/3; | x -  y/5y = 5 ;

3)

5)

x + 2y -  4z = 1,
- 2 x + y -  5z = - 1, 
x -  y  -  z = - 2 ;

4)

3x -  2y -  5z + t = 3, 
2x -  3y + z + 5/ = -3, 
x + 2y - 4/ = -3, 
x -  y - 4 z. + 9/ = 22;

2x, + x2 -  x3 -  3x4 = 2, 
4x, + x, -  7x4 = 3,
2x2 -  3x3 + x4 = 1,
2Xj + 3x2 -  4x, 2x4 = 3;

6 )

3x, -  5x2 + 2x3 + 4x4 = 2, 
7x, -  4x, + x, + 3x4 = 5, 
5x, + 7x2 -  4x3 - 6 x 4 = 3;
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7)

9x3 -  3x2 + 5x3 + 6x4 = 4,
• 6x, -  2x2 + 3x3 + 4x4 = 5, 
3Xj -  x2 + 3x3 + 14x4 = -8;

8)

’3Xj + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2, 
2Xj + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3, 

• 9x3 + x 2 + 4x3 -  5x4 = 1, 
2xj + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5, 
7x, + x 2 + 6x3 -  x 4 = 7;

Xj + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 1,
Xj -  2x2 + 3x3 -  4x4 +5x5 = 2,
2x 3+ 1 l x 2 + 12x3 + 25x 4 + 22x 5 = 4;

10)

3x + 2y = 4, 
x - 4 y  = - l ,

■ 7x + 10y = 12, 
5x + 6y = 8,
3x -  16y = -5.

2.2. Sistemaning birgalikdaligini tekshiring va parametming 
qiymatlariga bog'liq umumiy yechimni toping:

1)

5x3 -  3x2 + 2x 3 + 4x4 = 3, 
4Xj -  2x2 + 3x3 + 7x4 = 1, 
8Xj -  6x2 -  x 3 -  5x4 = 9, 
7Xj -  3x2 + 7x 3 + 17x4 = A;

AXj + x̂  + x3 + x4 = 1, 
Xj + A x 2 + Xj + x4 = 1, 
Xj + Xj + Ax̂  + x4 = 1, 
Xj + x2 + x3 + A x 4 = 1.

5 - Chiziqli ajgebra va analitik geomeuiyadan 65
masalalar yechish
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3- §. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi

Ushbu

«11*1 + «12*2 + -  + «!„*„ = 0 , 
« 21*1 +  « 22*2 +  -  +  «2 nX n =  0,

«„1*1 + «„2*2 + -  + «„„*„ = 0

yoki matritsaviy shaklda A X = 0  bir jinsb sistema har doim biigalikda 
va trivial yechim deb ataluvchi X(0; 0; 0) nol yechimga ega.
Sistema notrivial yechimga ham ega bo‘lishi uchun r(A )< n  bo‘lishi 
zarur va yetarli. m — n hol uchun bu A = 0  bo'lishi kerakligini
bildiradi. ------ —

(1) sistemaning umumiy yechimi J T ^ c , ,  ..., c); ..., xr(cv ..., c), 
c . . . . ,  c )T ustun-vektor bo‘lsin. Bundan c,, c., ..., c larga 
navbati bilan bittasiga 1 , qolganlariga 0  qiymatlar berib hosil 
qilinadigan Ev Ev  ..., En_r ustun-vektorlar sistemasi (1) 
sistemaning fundamental yechimlar sistemasi deyiladi. Umumiy 
yechimni

X  = cxEx + ... + cn_rEn_r

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda cv cv  ..., cn r — ixtiyoriy 
o'zgarmas sonlar.

Bir jinsli sistema yechimlarining har qanday chiziqli kombinatsiyasi 
ham yana uning yechimi bo‘ladi.

Bir jinslimas A X —B sistemaning umumiy yechimini imga mos 
bir jinsli AX = 0 sistemaning umumiy yechimi bilan bir jinslimas 
sistemaning biror xususiy yechimining yig‘indisi ko‘rinishida yozish 
(topish) mumkin:

X  = X 0 + +... + cn_kEn_k,

bu yerda, X() — bir jinslimas sistemaning biror yechimi.
1- misol. Sistemaning fundamental yechimlar sistemasini va 

umumiy yechimini toping:
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3xj + x 2 -  8x 3 + 2x 4 + x 5 = 0,

2xx -  2x2 -  3 x 3 -  7x4 + 2x5 = 0,

Xj + 1 l x 2 -  12x3 + 34x4 -  5x5 = 0, 

Xj -  5x2 + 2x3 -  16x4 + 3x5 = 0.

► Sistema matritsasini tuzamiz va uning rangini topamiz:

f 3 1 -8 2 n
2 -2 -3  -7 2

A  =

1 11 -12 34 -5
1 -5 2 -16 3V j

" 0 0 0 2 1\

—>
8 -4 -31 -7 2

-32 16 124 34 -5
16 -8 -62 -16 3V /

' 0 n
1 2

=+ r { A )  =-»
- 4 - 5

2.

2 37
Qisqartirilgan sistemani quyidagicha olamiz:

-»

|3Xj + x2 = 8x3 -  2x4 -  x5, 
{2Xj -  2x2 = 3x3 + 7x4 -  2x5.

x3 = c,, x4 = c2 x5 = c3 deb umumiy yechimni topamiz:

f \

-19Cj -  3c2 + 4c3 
8

X  ( <-'l > ^2 > <'3  )

-7ct + 25c2 -  4c3 
8

\
c3

7
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Umuiy yechimdan fundamental yechimlar sistemasini topamiz:

E, =X(l; 0 ;

"-19/18" " -3 /8 "
- 7 /8 2 5 /8

1 , E2 = X(0; 1; 0) = 0

0 1

0V 7 0

E3 = X (0; 0; 1) =

1 / 2  ̂
- 1 / 2  

0  

0 

1 7

Bu fundamental yechimlar sistemasi yordamida umumiy 
yechimni

X  c2, c3) = c^Ei + c2E 2 + c3E 3 

ko‘rinishda yozish mumkin. ^
2 - misol. a parametming sistema notrivial yechimlarga ega 

boladigan qiymatlarini va unga mos yechimlami toping:

a2x j  + 3x2 + 2x3 = 0;
• axx -  x2 + x 3 = 0 ;
8Xj + x 2 + 4x3 = 0.

► Sistema matritsasi
V 3 2 N

A = a - 1 1

8 1 47

Nomahumlar soni tenglamalar soniga teng bo‘lganligi uchun 
bu sistema determenanti 0  ga teng bo‘lganda notrivial yechimga ega 
bo‘ladi:
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A =
a2 3
a - 1  

8 1

2
1

4
= 0; -4 a 2 + 24 + 2a + 16 -  a2 -  \2a = 0;

-5a2 -  lOa + 4 0 -0 ;  a, = -4, â  = 2. 

Oj = -4  bo'lganida:

l 6 Xi + 3x2 + 2x3 = 0, 
• -4Xj -  x 2 + x 3 = 0 , 

8 Xj + x 2 + 4x3 = 0.

Bazis minor sifatida M2 = ni olsak, qisqartirilgan sis-

temani
[4x, + 3x2 = -2 x3, 
12 Xj -  x2 = —x3

shaklda yozish mumkin. x3 = c ni ozod noma’lum deb

X  = ( - i ;  0 ;

umumiy yechimni olamiz, EY = ( -  j ; 0 ; i j  = ctE} -  bu yerda fun-

damental yechimlar sistemasi. 
a2 = 2 bo‘lgan holda

'4Xj + 3x2 + 2x3 = 0,
• 2xy -  x 2 + x 3 = 0 ,

8x 3 + x 2 + 4x 3 = 0

sistemani hosil qilamiz. x3 =  ni erkli nom a’lum deb olsak, bu 
sistemaning umumiy yechimi

X  0 ; 0  = ^

bo'ladi, bu yerda Ex = ( - i ;  0; 1) — fundamental yechimlar 

sistemasi. ^
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3- misol. Bir jinslimas sistemaning yechimini unga mos bir 
jinsli sistemaning fimdamental yechimlari sistemasidan foydalanib 
toping:

2 x, + x 2 -  + x 4 = 1,
Xj -  x 2 + x 3 -  2 x3 = 0 ,

-

3Xj + 3x2 -  3x3 + 4x4 = 2,
4Xj + 5x2 -  5x3 + 7x4 = 4.

► Sistema matritsasi va kengaytirilgan matritsasini tuzamiz:

'2 1 - 1 1 > "2 1 - 1 nJ 1 n
1 - 1 1 - 2

, A =
1 - 1 1 - 2  j

3 3 3 4 3 3 3 4 2

4\ 5 - 5 7 J l4 5 -5 7 3J
r (A ) = r (a  ) = 2 , shuning uchun berilgan sistema birgalikda. 

Xj va x2 ni bazis noma’lumlar desak,

[2 Xj + x2 = 1 -  2 x3 -  x4 

(Xj - x2 = - x 3 + 2x4

qisqartirilgan sistemani hosil qilamiz. Buning birorta, masalan, 
x3 =  x4 =  0  dagi yechimini topamiz:

j2 Xj + x 2 = 1

U, x 2 = 0
x = ! •  X = 1  
* 3 3 ’ 3 '

U nda X a ={^\ 0; oj bir jinslim as sistemaning

yechimi bo'ladi. Berilgan sistemaga mos

2Xj + x2 -  x3 + x4 = 1,
Xj -  x2 + x3 — 2x3 = 0,

<
3x, + 3x2 -  3x3 + 4x4 = 2, 
4x, + 5Xj, -  5x3 + 7x4 = 4
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bir jinsli sistemaning umumiy yechimini topamiz. Qisqartirilgan 
sistema:

[2x 3 + x 2 =  x 3 -  x 4,
} x j  -  x 2 =  - x 3 + 2 x 4 .

x. = cv x4 =  c2 ozod nom a’lumlar orqali ifodalanuvchi

X  (^i, C2 ) ~ |^ C 2, U — ^1’

umumiy yechimga ega. Fundamental yechimlar sistemasi:

Ex = X  (1; 0) = (0; 1; 1; 0)T, E2 = X  (0;1) = (±; - f ;  0 ;l)T

U holda bir jinsli sistemaning umumiy yechimi X  = cxEx + q f f , . 
Berilgan bir jinslimas sistemaning umumiy yechimi esa

X ^  + q ^ + c ^

bo‘ladi. ^

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

3.1. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimini va fundamental 
yechimlar sistemasini toping:

. [jq + 2xz -  x3 = 0,
^  {2 ^ 2  + 9xz -  3x3 = 0.

jjq -  2xz -  3xj = 0 ,
^  {-2^  + 4x2 + 6 x3 = 0.

3)

5)

3x! + 2x2 + x3 = 0,
2Xj + 5xz + 3Xj = 0, 4 )
3Xj + 4x2 + 2x3 = 0.

Xj + 2 2̂ + 4Xj -  3x4 = 0,
3Xj + 5x2 + 6X3 -  4x4 = 0, 
4Xj + 5x2 -  2x3 + 3x4 = 0, 
3xj + 8x2 + 24x3 -  19x4 = 0,

2x  ̂ -  3x2 + 4x3 = 0, 
Xj + Xj + x3 = 0 ,
3Xj -  2x2 + 2x3 = 0.
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6 )

2Xj -  4x2 + 5x3 + 3x4 = 0,
• 3x, -  6x 2 + 4x3 + 2x4 = 0, 
4xl -8 x 1 + 17x3 + 1 lx 4 = 0

3.2. a parametming sistema notrivial yechimlarga ega bo‘ladigan 
qiymatlarini va bu yechimlami toping:

2Xj + x 2 + 3x3 = 0, 
• 4Xj -  x2 + 7x3 = 0, 

Xj + ax^ + 2x3 = 0.

3.3. Bir jinshmas sistemani yechimining mos bir jinsli sistemaning 
fundamental yechimlar sistemasidan foydalanib toping:

1)

2x, + Xj -  x3 -  x4 + x5 = 1,
Xj -  x2 + x3 + x4 -  2x5 = 0,
3x, + 3x  ̂-  3Xj -  3x4 + 4x5 = 2, 
4Xj + 5^2 -  5x3 -  5x4 + 7x5 = 3.

2)
X, -  Xj + X, -  x 4 + x5 -  x 6 = 1,

2Xj -  2x2 + 2x3 + x 4 -  x5 + x 6 = 1.

3)

x̂  + 2x2 + 3x3 + 4 x4 + 5xs = 0, 

■ Xj -  2x2 -  3x 3 -  4 x4 -  5x5 = 2, 

2x2 + 3x3 + 4 x4 + 5x5 = -1 .

Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqlarning javoblari

1- §. 1.1. 1) (1; 4; -7 , 7); 2) (4; 6; -35; -1). 3) (70; 40; -20; -16). 1.2. 1) (-1/2; 
1; 3; 3). 2) -17; -13; 41, 5). 3) (—8/5; —7/3; -16/3; -11/3). 1.3. 1) chiziqli erkli. 
2) chiziqli bog'liq. 3) chiziqli erkli. 1.5. 1) chiziqli erkli. 1.6. 3. 1.7. 1) k  = 15.

2) k * 12. 1.8. r =  3; (a2; «4). 2.1. 1) (1 +V3 c,, 1 + cp c,)T . 2) sistema
birgalikda emas.
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2- §. 2.1. 1) ( l  + -n/3q; cxJ .2 ) sistema biigalikda emas. 3) (—1 +2e\; 1 + c,; ct)'. 

4) (-1 ; 3; -2 ;  2)T. 5) ( | ~ Y C l + ? Cj’ I  + « i»^)T -6) sistema

birgalikda em as. 7) (cp —13 + 3cp —7, 0)T. 8) (~ y  + y cu y + y ci>

9) sistema birgalikda emas. 10) sistema birgalikda. r(A) — 

r (AJ = 2. x  = 1; y  =  y . 2.2. 1 ) 1 * 0  da sistema birgalikda emas; 1 =  0 bo'lsa,

x J - L J - a  -  —  4 ,  - - — A9 ----- 4 ,  A, 2) (1 — 1)(1 + 3) *0  da
l 2 2 2 2 2 2  J

1 1 1  ; Y 1 =  lda  X =  (1 -  Cj— c2-  c3, cv cv  c3)t ; 1 =  - 3  da 

sistema birgalikda emas.

3- §. 3.1. 1) cxEx, E  = (3, 1, 5)T. 2) cxEx+ cJEv  E  = (2, 1, 0)T, E,= (3, 0, 1)T.

3) sistema faqat trivial yechimga ega. 4) cxEv E  = (4, 1, —5)T. 5) c1£’ + c2E2, 

E = ( 8, - 6 ,  1, 0)T, E2= ( - 7 ,  5, 0, 1)T. 6) cxEx+ c 2E2, E  = ( 1, 0, - | ,  y ) T, 

j^ = (0 ,  1, 5, —7)T. 3.2. a = —l, X =  cxEv E =  ( - f j - 1) • 3.3. 1) % + C& + 

c2E2+ c ,E,  X0= ( j , y ,  0, 0, 0) , £=(0, 1, 1, 0, 0)T, E =  (0, 1, 0, 1, 0)T, 

E 3 = ( j ,  0, 0, \ j  . 2 )  X Q+ c xE  x + c2 E  2 + c } E  3 + c 4E 4 ,

Zo = (r- 0 - )T 1, 0, 0, 0, 0)T, E =  ( -1 , 0, 1, 0, 0, 0)T,

£ ,=  (0, 0, 0, 1, 1, 0)T, E  = (0, 0, 0, - 1 ,  0, 1)T 3) XQ+ c xEx + c2E2+ c 3E3,

x = \  i, 0, 0, o" , £ = ( 0, - | ,  1, 0, 0)T, £ = ( 0, - 2, 0, 1, 0)T,
<T

e 3= | o, - - ,  o, o, i
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IV b o b .  TEKISLIKDA ANALITIK GEOM ETRIYA

1- §. Tekislikda koordinatalar metodi

Agar tekislikda: \
1) har birida musbat yo‘nalish tanlab olingan ikkita o ‘zaro 

perpendikular to ‘g‘ri chiziq, ya’ni koordinata o'qlari ko'rsatilgan 
bo‘lsa (o‘qlardan birinchisi abssissalar o ‘qi, ikkinchisi ordinatalar 
o‘qi, o ‘qlaming kesishgan nuqtasi O(0 ;0 ) koordinatalar boshi 
deyiladi);

2 ) uzunliklami oTchash uchun chiziqh birlik ko‘rsatilgan 
boTsa, u holda tekislikda to‘g ‘ri burchakli dekart koordinatalari 
sistemasi berilgan deyiladi.

Tekislikning ixtiyoriy nuqtasi M  ning to ‘g‘ri burchakli dekart 
koordinatalari deb x v a y  sonlaming tartiblangan (x; y) juftiga aytiladi, 
bu yerda x — shu M  nuqtaning abssissalar o‘qiga proyeksiyasining 
koordinatasi, y  esa ordinatalar o‘qiga proyeksiyasining koordinatasi. 
M  nuqta koordinatalari bilan bitga M(x; y) ko‘rinishda yoziladi.

1°. Ikkita nuqta orasidagi masofa. Tekislikda ikkita A(xv y j  va 
B(xv  y2) nuqta orasidagi masofa

formula bilan hisoblanadi.
1- misol, A(-2; 4) va B(2; 1) nuqtalar orasidagi masofani toping.

► \AB\ = ^(2 + 2 ) 2 + (1 -  4f  = Vl6  + 9 = >/25 = 5. 4,

2°. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Tekishkda uchlari A(xv y()
ANva B(xv y,) nuqtalarda bo‘lgan AB kesmani = A nisbatda bo ‘luvchi 

N(x; y) nuqtaning koordinatalari ^

d = |v4B| = V(x2 - x , ) 2 + (y2 - y \ f

xt \X x 
“1 +1 “ V =  ^y 1+A (1 )

14
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formulalar bo'yicha topiladi. Agar N  nuqta AB kesmani teng ikkiga 
bo‘Isa, 2 =  1 bo‘lib, (1) formulalar

x = ^ L ,  y = (2 )

ko‘rinishda bodadi. (2 ) — kesmaning o ‘rtasini topish formulalari 
ham deyiladi.

2- misol. A( 1; 4) va B(4; -1 4 ) nuqtalar bilan chegaralangan 
kesma C(xc, yc) va D(x d, yD) nuqtalar orqali uchta teng bodakka 
bo‘lingan. C va D nuqtalaming koordinatalarini toping.

^  C nuqta AB kesmani A = \  nisbatda bo'ladi. Binobarin, 
(1) formulaga ko‘ra:

4 -4

i+i
4+—•(—14)

2, y c = - A ~ l  = -2 .
l+

Shunday qilib, C(2; —2).

D nuqta AB kesmani A = ~  \  = 2 nisbatda bo‘ladi. Bu yerdan
DB 1

1+2-4 _  ,  „  _  4+2-(—14) _
1+2  ’  y °  1+2

Demak, D (3; —8).
3°. Uchburchak va ko‘pburchakning yuzi. Uchlari A(x3; y^), 

B(x 2; y2), C(x3; y3), ..., F(xn; y )  nuqtalarda bo'lgan ko‘pburchak- 
ning yuzi quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

%  U + . . + x „ y n+
3 ^ 2 *3 U (3)

Xususiy holda, (3) formuladan uchlari A(xv y^), B(x2, y2) va 
C(x3; y3) nuqtalarda bo'lgan uchburchak yuzini hisoblash 
formulasini yozish mumkin:

, i x ly 1
+ x 2y 2 X ^  3

5 AABC — — ~2 X +
2 x 3y 3 X 1 _

Bu yerda ishora yuzning musbat ekaniga qarab tanlanadi.

(4)
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

1.1. 4 (2; 3), 5(5; 3), C(0; 3), D (-3; 0), E (-2; 1) nucjtalami 
yasang.

1.2. Uchlari 4(3; 0), B(2; 3), C(0; 5), D (-2; 1), E (-2 ;-3 ) 
nuqtalarda bo‘lgan beshburchakni yasang.

1.3. ^4(—2; —3) va 5(0; —2) nuqtalarga abssissalar o ‘qiga, 
ordinatalar o‘qiga va koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 
bo‘lgan nuqtalami toping.

1.4. Tomoni 2 birlikka teng bo'lgan kvadratning diagonallari 
koordinata o‘qlarida yotadi. Uning uchlarining koordinatalaiim 
toping.

•1.5. Agar: 1) A  (4; -3 ) , 5 ( - l l ;  -4 ) ; 2)4(2; 4), B (-2; 1) bo‘lsa, 
A  va B nuqtalar orasidagi masofani toping.

1.6. 4(0; 1), 5(3; 3) va C(—4; 2) nuqtagacha bo‘lgan masofasi
10 ga teng bo‘lgan M  nuqtaning koordinatalarini hisoblang.

1.7. Ordinatalar o'qigacha va M(\; 3) nuqtagacha bo‘lgan masofasi
13 ga teng bo‘lgan 4  nuqtani toping.

1.8. Uchlari: 1) 4(4; 2), 5 ( 2 ; - 6 ); 2) 4 ( -2 ;  0), 5(6; -2 )  
nuqtalarda bo'lgan 4 5  kesmani ^  nisbatda bo‘luvchi nuqta- 
ning koordinatalarini toping.

1.9. Uchlari 1) 4  (-4 ; 2), 5(6; 4), 2) 4 ( 0 ; - 1 ) ,  5 (6 ; - 3 )  
nuqtalarda bo'lgan 4 5  kesma o‘rtasining koordinatalarini 
toping.

1.10. Uchlari 4 (—4; 2), 5(6; 4), C(—4; —1) nuqtalarda bo‘lgan 
uchburchakning medianalari uzunligini toping.

1.11. 4 5  kesmaning uchlaridan biri 4(5; -4 )  nuqtada, o'rtasi esa 
C(0; - 3 )  nuqtada joylashgan. Kesma ikkinchi uchining 
koordinatalarini toping.

1.12. ABCD parallelogrammning ikkita uchi 4 (-6 ; -5 ) , 5(2; 3) va 
diagonallarining kesishish nuqtasi 3/(3; 1) berilgan. C va 5  
uchlarining koordinatalarini toping.

1.13. Koordinata o ‘qlaridan va berilgan 4(4; —2) nuqtadan teng 
uzoqlashgan nuqtani tqping.

1.14. Shunday M  nuqtani topingki, undan abssissalar o'qigacha 
va 4  (-2 ; 4) nuqtagacha bo‘lgan masofa 10 ga teng bo'lsin.
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1.15. Uchlari A(—3\ 8) va 5(1; -2 )  nuqtalarda bo‘lgan AB kesmada 
abssissasi —1 bo‘lgan C nuqtani toping.

1.16. A(4; —2) va 5(7; 4) nuqtalami tutashtimvchi kesmada 
ordinatasi 2  bo‘lgan C nuqtani toping.

* 1.17. Uchlari A(2; 0), 5(5; 3) va C(2; 6 ) nuqtalarda bo‘lgan 
uchburchakning yuzini toping.

1.18. /4(1; 1), 5 (—1; 7) va C(0; 4) nuqtalar bitta to ‘g‘ri chiziqda 
yotishini isbotlang.

1.19. /4(1; 2) va 5(4; 4) nuqtalar berilgan. Absissalar o‘qida shunday 
C nuqtani topingki, natijada A/45C ning yuzi 5 kvadrat birlikka 
teng bo‘lsin.

1.20. Uchlari /4(3; 1), 5(4; 6 ), C(6 ; 3) va D(5; - 2 )  nuqtalarda 
bo'lgan to ‘rtburchakning yuzini toping.

2- §. To‘g‘ri chiziq tenglamalari

1°. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tengiamasi. To‘g‘ri 
chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi deb, y — kx + b 
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda b — hoshlang‘ich ordi- 
nata, to ‘g‘ri chiziqning ordinatalar o ‘qidan ajratgan kesmasi; k  — 
to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti deb ataladiva to ‘g‘ri chiziq 
abssissalar o‘qi bilan hosil qiladigan a burchakning tangensiga teng, 
ya’ni k — tg a (14- rasm).

Agar b — 0 bo‘lsa, y ~  kzc tenglama koordinatalar boshidan 
o'tuvchi to ‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.

1- misol. Koordinatalar boshidan o'tuvchi va Oy o‘qi bilan 60“ 
burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziqning tenglamasini tuzing.
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Qaralayotgan to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tganligi 
uchun tenglamasini y — kx ko'rinishda qidiramiz. Burchak 
koetfitsiyent k=  iga = tg60° — V3 bo'lgani uchun y = V3x tengla- 
mani hosil qilamiz. ^

2- misol. Boshlang‘ich ordinatasi b = 3, Ox o‘qqa og‘ish burchagi 
a = 30° bo‘lgan to ‘g‘ri chiziqni yasang va tenglamasini tuzing.

► Oy o ‘qdan b = 3 birlik ajratib, bu yerdan Ox o‘qqa parallel 
yordamchi to ‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz (chizmada shtrixlangan) va 
bu chiziq bilan 30° burchak tashkil qihb, Oy o‘q bilan b = 3 birhkda 
kesishuvchi to ‘g‘ri chiziqni yasaymiz (15-rasm). Bu esa talab 
qilingan to‘g‘ri chiziqdir.

T o‘g‘ri chiziqning tenglamasini yozish uchun b = 3 va 
l

k = tg30° = ekanligidan foydalanamiz. U holda y = kx + b 
tenglamaga ko‘ra y = - ^ x + 3  izlangan to ‘g‘ri chiziqning 

tenglamasidir. M
2°. To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi. T o‘g‘ri chiziqning 

umumiy tenglamasi deb quyidagi tenglamaga aytiladi:

Ax + By + C — 0,

bu yerda: A, B, C — o'zgarmas koeffitsiyentlar.
Xususiy hollari:

\1) C = 0 bo‘lganda, Ax+ By = 0 yoki y = kx, k  — —A/B, 
ya’rii koordinatalar boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi;

7S
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2) B — 0 bo'lganda Ax + C = 0 yoki x —a,a — —C/A, ya’ni Oy 
o‘qiga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi;

3) A = 0 bo‘lganda By + C = 0 yoki y — b, b = —C/B, ya’ni 
Ox o‘qqa parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi;

4) B = 0, C =  0 bo‘lganda Ax = 0 yoki x  = 0, ya’ni Oy o ‘qning 
tenglamasi;

5) A = 0, C = 0 bo‘lganda By = 0 yoki y =  0, ya'ni Qx 
o'qining tenglamasi hosil bo‘ladi.

3- misol. To‘g‘ri chiziq 2x + 3y — 1 = 0 umumiy tenglamasi 
bilan berilgan bo‘lsa, uning burchak koeffitsiyentli y=  kx+  b 
tenglamasini hosil qilib, k  va b parametrlarini toping.

To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini y  o ‘zgarvchini x 
o‘zgaruvchiga nisbatan yechib olamiz: y = —2/3 x + 1/3, bu esa 
berilgan to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi bo‘lib, 
undan k = -3 /2 , b = 1/3 ekanligini aniqlaymiz. ^

3°. To‘g‘ri chiziqning koordinata o‘qlaridagi kesmalari bo‘yicha 
tenglamasi. To‘g‘ri chiziqning koordinata o ‘qlaridagi kesmalari 
bo ‘yicha tenglamasi deb,

X
a

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda a va b — to ‘g‘ri 
chiziqning Ox va Oy o ‘qlar bilan kesishish nuqtalam ing mos 
ravishda abssissasi va ordinatasi, ya’ni to‘g‘ri chiziqning koordinata 
o'qlaridan ajratgan kesmalarining m a’lum ishora bilan olingan 
miqdorlari.

16- rasm.
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4- misol. j  - 1- = 1 tenglama bilan berilgan to ‘g‘ri chiziqni 
yasang.

Tenglamani quyidagicha yozib olamiz: = bu
yerdan a — 2, b — — 3. Ordinatalar o'qida ordinatasi —3 bo‘lgan, 
abssissalar o‘qida abssissasi 2  bo‘lgan nuqtalarni belgilaymiz. 
Ulardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni yasaymiz (16- rasm.). Bu esa talab 
qilingan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi. ^

4°. Berilgan nuqtadan berilgan yo‘nalish bo‘yicha o‘tadigan 
to‘g‘ri chiziq tenglamasi. M(x{)\ y0) nuqta orqali o'tadigan va k 
burchak koeffitsiyentiga ega bo‘lgan to ‘g‘ri chiziqning tenglamasi 
ushbu ko‘rinishga ega:

y - y 0 = k ( x - x 0) (i)

(1) tenglama tekislikning bitta nuqtasidan o ‘tuvchi to‘giri chiziqlar 
dastasi tenglamasi deb ham yuritiladi.

5- misol. (2; —3) nuqtadan o‘tib, Ox o ‘qi bilan 45° burchak 
tashkil qiluvchi to ‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

► Izlanayotgan to ‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti k = 
tg 45° =  1 ga teng. Shu sababli (1) tenglamadan foydalanib topamiz:

y + 3 = 1 • (x — 2) yoki x — y — 5 — 0.

5#. Ikki nuqtadan o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi. Berilgan 
Mx(xv y t) va M2(x2\ y2) nuqtalardan o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziq 
tenglamasi ushbu ko‘rinishga ega:

X - X x  _ y-yx
x2~xi }’2 — >’] (2)

(2 ) tenglama ikki nuqtadan o ‘tuvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamasi 
deyiladi.

6- misol. A(2; 3) va B( 1; —1) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq 
tenglamasini tuzing.

► (2 ) tenglamadan foydalanamiz:
x-2 y-2_

7-3 yoki x-2 y- 3 
-4

bu yerdan 4x — y  — 5 -  0. ^
xo
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

2.1. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi va Ox o ‘qi bilan:
1) 30°; 2) 45°; 3) 120°;
4) 135°; 5) arctg 2; 6 ) arctg (—3)
burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziqlarning tengkmalarini tuzing.

2.2. Quyidagi to‘g‘ri chiziqlar Ox o‘qi bilan qanday burchak tashkil 
etishini aniqlang.

l ) y  = :T x ’ 2 )y  = -j3 x ;
3) y = 4x; 3); 4) y  =  -3x.

2.3. Boshlang‘ich ordinatasi b — 3, Ox o ‘qiga og‘ish burchagi 
1 ) a  = 45°; 2) a  -  60°; 3) a = 135°
bo'lgan to ‘g‘ri chiziqlami yasang va tenglamalarini tuzing.

2.4. Boshlang‘ich ordinatasi b — —2, Ox o‘qiga og‘ish burchagi

l ) a  = n  /  6 ; 2 )a  = n  /  3 ; 3) a =  120°
bo‘lgan to ‘g‘ri chiziqlami yasang va tenglamalarini tuzing.

2.5. Abssissalar o‘qi bilan 45° burchak tashkil qilib, M  (2; 3) 
nuqta orqali o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing hamda 
k  va b parametrlarini aniqlang.

2.6. Quyidagi berilgan to ‘g‘ri chiziq tenglamalarini burchak 
koeffitsiyentli tenglamaga keltiring va har birida k  va b 
parametrlami aniqlang:
1) 2x — 3y — 6 ; 2) 2x + 3y =  0;
3) 2y  =  -4 ;  4) 3x + 6  = 0,
5) x/3 + y /4 = 1 .

2.7. To‘g‘ri chiziqlami yasang:
1) 3x + 2y — 6 ; 2) 2x + 3y = 0;
3) 4y —2 =  0; 4 ) 3 - x = 0 .

2.8. To‘g‘ri chiziq tenglamalarini kesmalar bo'yicha tenglamasiga 
keltiring va yasang.
1) 3x + 4y =  12; 2) 3x -  4y =  12;
3) 2x — 3y — 6 .

2.9. Koordinata 0 ‘qlari va 2x — 5y + 20 =  0 to ‘g‘ri chiziq bilan 
chegaralangan uchburchakning yuzini toping.

6 - Chiziqli algebra va analitik geometriyadan 8 1
masalalar yechish .
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2.10. (2; 3) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata burchagidan yuzi 12 kv 
birlikga teng bo‘lgan uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq 
tenglamasini tuzing.

2.11. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Rombning katta 
diagonalini Ox o‘q uchun, kichkina diagonalini Oy o‘q uchun 
qabul qilib, romb tomonlarining tenglamalarini yozing.

2.12. (-2 ; 5) nuqtadan o‘tib Ox o ‘q bilan: 1) 30°; 2) 45°; 3) 60°;
4) 135°; 5) 0° burchaklar tashkil qiluvchi to ‘g‘ri chiziqlar 
tenglamalarini tuzing.

2.13. (—3; 6 ) nuqtadan o ‘tuvchi to ‘g‘ri chiziqlar dastasidan 
koordinata o‘qlarining musbat yarimo'qlaridan teng kesmalar 
ajratadiganining tenglamasini yozing.

2.14. 1) A(4; -1 )  va B (-2; -9); 2) C(0; 2) va D (-2; 4); 3) E (-2; 1) 
va /<(—4; 0 ) nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chiziqlar tenglama- 
larini yozing.

2.15. Uchlari v4(—1; 3), B(4; -2 ) ,  C(0; -5 )  nuqtalarda bo‘lgan 
uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

2.16. A( 2; 8 ) nuqtada hamda uchlari M(6 ; —5) va N(—2; 1) 
nuqtalarda bo'lgan MN  kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi to‘g‘ri 
chiziq tenglamasini tuzing.

2.17. A(6 ; 2) va B(—3; 8 ) nuqtalardan o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziqning 
koordinata o ‘qlaridan ajratgan kesmalarini toping.

3- §. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

j Tenglamalari y  = k{x  +  = kyc + b2 bilan berilgan ikkita
to\g‘ri chiziq orasidagi <p burchakning tangensi

tg <P=± i+kykj ( 1 )

formula bo'yicha hisoblanadi, bunda « + » ishora o‘tkir burchakka, 
«—» ishora esa o‘tmas burchakka mos keladi.

(1) formuladan ikki to ‘g‘ri chiziqning
— parallellik: ky = k2;
— perpendikularlik: kxk2 — — 1

shartlarini olish mumkin. Ikki to ‘g‘ri chiziq umumiy Ayx+  B{y  + 
+ Cj =  0 va A 2x  + B2y + C2 = 0 tenglamalari bilan berilgan 
bo‘lsa, ular orasidagi <p burchakning tangensi

X2
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(2)

formula bo‘yicha hisoblanadi. (2 ) formuladan to‘g‘ri chiziqlaming
— parallellik. AJA2 =  BJB2,
— perpendikularlik. AtA2 + BXB2 =  0 

shartlarini olish mumkin.
1- misol. x — 3y + 5 =  0 va 2x+  4y — 7 =  0 to ‘g‘ri chiziqlar 

orasidagi o‘tkir burchakni toping.
^  Ay -  1, By — —3, A  ̂ — 2, B2 =4 bo‘lganligi uchun

2- misol. y = 2 x — 3, y =  1/2 x  + 1 to ‘g‘ri chiziqlar orasidagi 
o‘tkir burchakni toping.

k, — 2, k2 =  1 / 2  bo‘lganligi uchun

3.1. Quyidagi to ‘g‘ri chiziqlar orasidagi o ‘tkir burchakni toping: 
1) 5 x - y + 7  = 0; 2 x - 3 y + l = 0 ;

3.2. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziqlar orasidan o‘zaro 
parallel va perpendikular bo‘lganlarini ajrating: 3x — 2y +  7 =  0, 
6x —4y —7 = 0, 6x + 4y + 4 = 0, 2x + 3y— 1 =  0

3.3. A(2; 3) nuqtadan o‘tuvchi va 2x —y = 2  to‘g‘ri chiziqqa 1) paralkl\
2) perpendikular bo‘lgan to ‘g‘ri chiziqlar tenglamlarini yozing.

3.4. Tomonlarining tenglamalari mos ravishda x  + 2y =  0, x  +  4y =  6 , 
x 4y 6  =  0 bo‘lgan uchburchakning ichki burchaklami toping.

1U i
2Q -  + tg<p =  1, <p= 45°. < 4

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

2) 2x + y  =  0; y =  3x + 4;
3) 3x + 2y = 0; 6 x + 3y + 9=0;
4) 3x — 4y =  6 ; 8x + 6y =  11.

83
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3.5. Koordinata boshidan o‘tuvchi va y — 4 — 2x tenglama bilan 
berilgan to ‘g‘ri chiziq bilan 45° burchak ostida kesishuvchi 
to ‘g‘ri cliiziq tenglamasini tuzing.

3.6. Uchlari /1(0; 7), B(6 ; —1), C(2; 1) nuqtalarda bo‘lgan 
uchburchakning burchaklarini toping.

3.7. Uchlari A( -4 ;  2), B(2; -5 ) ,  C(5; 0) nuqtalarda bo‘lgan 
uchburchakning B uchidan tushirilgan balandligi tengla- 
masini tuzing.

3.8^ Parallelogrammning x  — y  + 1  = 0 va 2x+ 3y — 6 — 0 
tomonlarini hamda uning uchlaridan biri C(7; 1) ni bilgan 
holda qolgan ikkita tomonining tenglamasini tuzing.

3.9. ParaUelogrammning uchta uchi A( —1; 3), B(4; 6 ), C(2; —5) 
berilgan. Uning tomonlari tenglamalarini tuzing.

3.10. M(— 1; 7) va N(3; —1) nuqtalarini tutashtiruvchi kesma 
o'rtasiga o‘tkazilgan perpendikulaming tenglamasini tuzing.

3.11. Rombning ikkita qarama-qarshi M(—3; 2), N(7; —6 ) uchlari 
m a’lum. Rombning diagonallari tenglamasini tuzing.

3.12. A(3; 4) nuqtadan 2x+ 5y+ 3 - 0  to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan 
perpendikulaming asosini toping.

3.13. Kvadratning qarama-qarshi uchlari B(—2; 2) va D(0; —3) 
nuqtalarda. Kvadrat tomonlarining tenglamalarini tuzing.

3.14. Teng yonli to ‘g‘ri burchakli ABC uchburchakda o‘tkir 
burchak uchi A(\; 3) va qarshi tomondagi katet tenglamasi 
2 x — y + 4 =  0 berilgan. Uchburchakning qolgan ikkita 
tomoni tenglamalarini tuzing. 4

4- §. To‘g‘ri chiziqning normal tenglamasi

1°. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha 
bo‘Igan masofa. To‘g‘ri chiziqning normal 
tenglamasi deb

x  cos/J + y  sin/3 — p =  0  (1)

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda 
p  — koordinata boshidan to ‘g‘ri chiziqqa 
tushirilgan perpendikular (normat) ning 
uzunligi; /? — bu normalning Ox o‘qiga 
og‘ish burchagi (17- rasm.). Agar to ‘g‘ri
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chiziq umumiy Ax + By + C = 0 tenglamasi bilan berilgan bo‘lsa, 
uning tenglamasini normal ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish uchun 
ten g lam an in g  h a r b ir  h ad i n o rm a llo v ch i k o ‘p ay tu v -

chi M  = ± . ------ ga ko‘paytiriladi. Normallovchi ko‘paytuvchining
h 2+B2

ishorasi ozod had C ning ishorasiga qarama-qarshi qilib olinadi.

Berilgan (x0; y0) nuqtadan to ‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa

d = |x0 cos (3 + y0 sin [5 -  p\ (2)
yoki

, l+ x 0+ f ty 0+C |

-Ja 2+b 1
(3)

formulalar bilan hisoblanadi.
1- misol. Umumiy tenglamasi x + y  — 3 =  0 bilan berilgan 

to ‘g‘ri chiziqning normal tenglamasini yozing.
► Normallovchi ko‘paytuvchini tuzamiz:

m  = ± ^ L = V2 2 ’

•Jlberilgan tenglamani M  = ----- — normallovchi ko‘paytuvchiga 

ko‘paytiramiz:

=  0 yoki x  cos 45° + y  sin 45° = 0 ,

3
bu yerda yS =  45°; p  =  ^

2- misol. Normal uzunligi p  =  2, normalning Ox o ‘qqa og‘ish 
burchagi 135° bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni yasang va tenglamasini yozing.

To‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari sistemasini quramiz. 
Koordinatalar boshidan ikki birlik uzunlikka ega bo‘lgan va Ox o‘qi 
bilan 135° burchak tashkil etuvchi normalni yasaymiz. Bu normal- 
ning uchidan unga perpendikular qilib to ‘g‘ri chiziq yasaymiz 
(18- rasm). Yasalgan to ‘g‘ri chiziq talab qilingan to ‘g‘ri chiziqni 
beradi. ^
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\ T \ 135

/  7\

To‘g‘ri chziqning tengla- 
masini yozish uchun esa /? = 
= 135°, p — 2 ekan lig in i 
e’tiborga olsak, x cosl35° + 
+y sinl35° —2 = 0 — normal 

ko‘rinishdagi yoki

0

x -  y + 2yfe = 0

18- rasm. _  umumiy ko‘rinishdagi tengla-
masini yozish mumkin. ^

3- misol. A(2; —3) nuqtadan 2x — 3y — 1 =  0 to‘g‘ri chiziqgacha 
bo‘lgan masofani toping.

► (3) formuladan foydalanamiz:

4.1. \ To‘g‘ri chiziq tenglamalarini normal ko'rinishga keltiring:
1) 3 x — 4y — 20 =  0; 2) x — y — 1=0;
3) x + y  + 1 =  0; 4) y — 2x + 5.

4.2. Normal uzunligi p  =  3, normalning Ox o'qiga og‘ish burchagi: 
1) 45°; 2) 225°; 3) 315° bo‘lgan to ‘g‘ri chiziqni yasang va 
uining tenglamasini yozing.

4.3. A(2; 3), B(3; 2) va C(0; 1) nuqtalardan 3x + 4y — 10 =  0 
to ‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofalami toping. Nuqtalar va 
to ‘g‘ri chiziqni yasang.

4.4. 0 ‘zaro parallel 2x — 3y — 6 , 4x — 6y — 25 to ‘g‘ri chiziqlar 
orasidagi masofani toping.

4.5. Koordinatalar boshidan a = 41  birlik masofadan o‘tuvchi y  = 
=  kx + 5 to‘g‘ri chiziq tenglamasidagi k  parametmi toping.

4.6. 4x — 3y = 0 to‘g‘ri chiziqdan d = 4 birlik masofada yotuvchi 
nuqtalaming geometrik o‘mi tenglamasini tuzing.

^  _  |2-2—3(—3)—1| _  [4+9—1| -

yj22 + ( - 3 ) 2 ' f i + V  - -  VU

Mustaqil bajarish uchun mashqlar
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4.7. 8xr — 15_y =  0 to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lib /1(4;—2) nuqta- 
dan d — 4 birlik masofadan o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziq tengla- 
masini tuzing.

4.8. 2x — y — 4 to‘g‘ri chiziqqa nisbatan 2x + y — 4 to‘g‘ri chiziq- 
dan ikki barobar uzoqda joylashgan nuqtalaming geometrik 
o‘m i tenglamasini tuzing.

4.9. Uchlari A(-3; 0), B(2; 5), C(3; 2) nuqtalarda bo‘lgan 
uchburchakning BD balandligini aniqlang.

4.10. /1(2; 4) nuqtadan o‘tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik 
uzoqlikdan o‘tadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.11. A(-4; -3 ) ,  B {-5; 0), C(5; 6 ), D{ 1; 0) nuqtalar trapetsiya- 
ning uchlari bo‘lishini tekshiring va uning balandligini toping.

4.12. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziq A{2; 2) va 
B{4; 0) nuqtalardan bir xil masofadan o‘tishi m a’lum 
bo‘lsa, bu masofani toping.

5-§. Ikkinchi tartibli chiziqlar. Aylana ...

Ikkinchi tartibli chiziq deb tenglamasi x  va y  o'zgaruvchilarga 
nisbatan ikkinchi tartibli algebraik tenglama bo‘lgan chiziqqa aytiladi. 
Uning tenlamasi, umumiy holda,

Ax2 + 2 Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0

ko‘rinishda yoziladi. Xususiy hollarda , bu tenglama aylana, ellips, 
giperbola, parabolani, biror nuqtani ifodalashi yoki hech qanday 
geometrik shaklni ifodalamasligi ham mumkin.

Aylana deb berilgan nuqtadan (markazdan) teng uzoqlikda 
yotuvchi nuqtalaming geometrik o‘midan iborat chiziqqa aytiladi. 
Markazi C{a; b) nuqtada va radiusi r bo'lgan aylana tenglamasi

{ x - a f  + ( y - b)2 =  r 2 ^

ko'rinishiga ega. Bu aylananing kanonik tenglamasidir.
Aylananing umumiy tenglamasi deb

Ax2 +  A y2 + 2Dx + 2 Ey + F — 0 2̂ )

ko'rinishidagi tenglamaga aytiladi.
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19- rasm.

1- misol. Markazi C(2; 3) 
nuqtada bo‘lgan, r — 4 radiusli 
aylana tenglamasini tuzing va 
uni yasang.

^  Masala shartiga ko‘ra: 
a =  2, b =  3, r — 4.

Bu q iy m atla rn i (1) 
tenglamaga qo‘yib aylananing

(x - 2  f  + (y -  3)2 = 16 teng- 

lamasni hosil qilamiz. Ayla- 
nani yasash uchun to ‘g‘ri 
burchakli dekart koordina-

talar sistemasini qurib, bu sistemada aylana markazining o‘mini 
aniqlaymiz. Markazdan 4 birlik radius bilan aylanani yasaymiz 
(19- rasm). ^

2- misol. Umumiy tenglamasi bilan berilgan aylana markazi C 
ning koordinatalarini va r radiusni toping:

9 x2 + 9 y2 + 36x -  18y + 20 = 0.

► Berilgan tenglamani 9 ga hadlab bo'lamiz va o‘zgaruvchilami
alohida guruhlaymiz:\

(x 2 + 4 * ) + ( y 2 - 2 y ) + f  = 0.

Qavsdagi ifodalami to ‘la kvadratga to ‘ldiramiz:

(jc +  2)2- 4  +  ( y - l)2-  1 +  20/50 =  0 
yoki (x + 2) 2 + (y -  l ) 2 = (5/3)2.

Shunday qilib, berilgan aylana markazi C(—2;1) nuqtada bo'lib, 
radiusi r =  5/3. ^

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

5.1. Markazi C nuqtada bo‘lgan va radiusi r berilgan quyidagi 
aylanalaming tenglamalarini tuzing va yasang:
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1) C (4;-7), r = 5; 2) C - ( - 3 ;3 ) ,  r = 1; 3) C (-1 ; 0), r
= V5; 4) C (-1; 0), r  =  3.

5.2. M arkazi C (—5; 7) nuqtada, radiusi 10 ga teng aylana 
M(— 11; 15) nuqtadan o ‘tadim i?

5.3. Markazi C(12; —5) nuqtada bo‘lgan va koordinatalar boshidan 
o‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

5.4. Diametrli M(2; —7) va N (—4; 3) nuqtalarda bo‘lgan aylana 
tenglamasini tuzing.

5.5. Diametri 12x + 5y — 60 =  0 to‘g‘ri chiziqning koordinata 
o‘qlari orasidagi kesmasidan iborat bolgan aylana tenglamasini 
tuzing.

5.6. Ox o ‘qqa koordinatalar boshida urinuvchi va Oy o ‘qini 
(0 ; 1 0 ) nuqtada kesib o‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

5.7. /1(3; +1) va B(—4; 8 ) nuqtalardan o'tuvchi, r — 13 radiusli 
aylana tenglamasini tuzing.

5.8. Koordinatalar o ‘qiga urinuvchi va M(—2; —4) nuqtadan 
o‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

5.9. Uchlari A(-2; 9), B(—4; 5), C(5; 8 ) nuqtalarda bo ‘lgan 
uchburchakka tashqi chizilgan aylana tenglamasini tuzing.

5.10. M (-8 ; -1 0 ) , N(—1; 7) nuqtalardan o ‘tuvchi aylana 
ordinatalar o ‘qiga urinadi. Uning tenglamasini tuzing.

5.11. Quyidagi aylanalaming markazi C ning koordinatalarini va 
radiusi r ni toping:
1) x2 + y 2 -  8x + 12y — 29 =  0;
2) x2 + y 2 — 6x  — 4y — 17 =  0.

5.12. Quyidagi aylanalaming koordinata o ‘qlari bilan kesishish
nuqtalarini toping: ,
1) x2 + y 2 — 4x + 4y + 3 =  0;
2 ) x2 + y 2 + 6x + l ly  + 1 0  =  0 .

5.13. x2 + y 2 + 6x — 14y  — 6 = 0 v a  x* + y 2 — 24x + 2y — 51 =  0 
aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

5.14. x — y  + 1 = 0 to‘g‘ri chiziqning x2 + y 2 — 4x + 16y — 5 = 0 
aylana bilan kesishish nuqtalarini toping.

5.15. Markazi C(8 ; 6 ) nuqtada bo'lgan va 5x— 12y=  46 to ‘g‘ri 
chiziqqa uiinadigan aylana tenglamasini tuzing.

5.16. x2 + y 2 — 2x + 2y — 23 = 0 aylananing A(4; —5) nuqtasiga 
o‘tkazilgan urinma tenglamasini tuzing.
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6 - §. Ellips

Ellips deb fokuslar deb ataluvchi ikkita tayinlangan nuqtagacha 
bo£lgan masofalari yig'indisi o£zgarmas (2 a) bo‘lib, fokuslar 
orasidagi masofa (2 c) dan katta bo‘lgan nuqtalaming geometrik 
o£miga aytiladi. Fokuslari F{ va F} nuqtalar Ox o'qida joylashgan, 
koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik ellipsning kanonik (sodda) 
tenglamasi (2 0 - rasm)

ko£rinishda bo£ladi.
Ellipsning o‘z simmetriya o ‘qlari (koorinata o‘qlari) bilan 

kesishish nuqtalari Av va A,, va 5 ,  eliipsning uchlari deyiladi.
A f f  = 2a — katta o‘q, ByB2 -  2b — kichik o‘q, jumladan, a — 

katta yarim o ‘q, b — kichik yarim o ‘q deb aytiladi. F f —c; 0), 
F2 ( c; 0) fokus nuqtalarining koordinatalarini topishda

 ̂ a 2 — b 2 — c 2 (2 )

tenglikdan foydalaniladi, bu yerda c — fokus nuqtalar orasidagi 
masofaning yarmi. Fokus nuqtalar orasidagi 2c masofaning katta 
2a o'qqa nisbati ellipsning ekssentrisiteti deb yuritiladi. Ekssentrisitet

'Ce = — a

formula bilan hisoblanadi. Ravshanki, e < 1.

(3)
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Agar koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik ellipsning 
fokuslari Oy o ‘qida yotadigan bo‘lsa (21- rasm), u  holda b > a 
bo'ladi va BXB 2 — 2b — katta o‘q, A^A^ — la  kichik o‘q bo‘ladi. 
Bunday ellipsning ekssentrisiteti

ce b (4)

formula bilan hisoblanadi, bu yerda c2 = b2 — cf.
Ellipsning ixtiyoriy M(x, y) nuqtasidan fokuslaigacha masofalari 

ellipsninig fokal radiuslari deyiladi. F{va F2 — fokuslargacha bo‘lgan 
fokal radiuslami mos ravishda rx va r2 orqali belgilasak, ular quyidagi 
formulalar yordamida hisoblanadi.

rx=\a — £x|, r 2—\a + ex\. (5)

1- misol. 9x2 + 2 5 /  — 225 =  0 elhpsning uchlarini, o'qlarini, 
fokuslarini va ekssentrisitetini toping hamda ellipsni yasang.

Berilgan tenglamani (1) ko‘rinishidagi kanonik ko‘rinishga 
keltiramiz, buning uchun ozod hadni o‘ng tomonga o‘tkazamiz va 
tenglamaning barcha hadlarini unga bo'lamiz. Natijada

| -  + T  = ly o k i
= 1 .
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22- rasm.

Hosil qilingan tenglikdan a — 5, b — 3 ni aniqlaymiz. Bu yerda 
ellipsning o‘qlari 2 a — 1 0 , 2 b — 6 , ucblarining koordinatalari esa 
A ,(~ 5; 0), A p -  0), Bx(0 ; - 3 ) ,  i?2(0; 3).

N ih o y a t,c  =yja2 —b2 -yj52 — 32 = 4 b o ‘lganlig i u c h u n  
fokuslari ^ ( —4; 0), F2(4; 2) nuqtalarda joylashgan ekan. Ellipsning 
ekssentrisiteti esa e = 4 / 5  = 0 , 8 .

Ellipsni yasash uchun to ‘g‘ri burchakli dekart koordinata- 
lari sistemasida ellipsning uchlarini aniqlaymiz va bu nuqtalar 
orqah silliq egri chiziq yordamida ellipsning shaklini yasaymiz 
(2 2 -rasm). ^

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

6.1, Ellipslaming uchlari koordinatalarini, o ‘qlarini, fokuslarini 
toping hamda ellipsni yasang:
1) 16jc2 + 25y2 = 400;
2) 4 x 2 + 9 y2 =36;
3) I6 x 2 + 9y2 = 144;
4) 25x2 + 9y2 = 900.

6.2. Fokuslari Ox o ‘qda bo‘lib, yarim o ‘qlari 4 vaV5 ga teng 
ellipsning tenglamasini tuzing.

-2 ;  3.£6.3. Ellipsning katta yarim o‘qi a =  4 bo'lib, M  
nuqtadan o‘tadi. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

6.4. Kichik yarim o‘qi 24 ga teng va fokuslaridan biri A(— 5;0) 
nuqtada bo'lgan cllipsning kanonik tenglamasini tuzing.
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6.5. Ellipsning fokuslari orasidagi masofa 30 ga, Ox o'qida yotuvchi 
katta o‘qi 34 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing 
va uning ekssentrisitetini toping.

6 .6 . Ellipsning fokuslaridan biri A(6;0) nuqtada va ekssentri- 
siteti c = j  bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing.

6.7. Fokuslari Ox o‘qida bo‘lgan ellipsning yarim o‘qlari yig‘indisi 
8 ga, fokuslari orasidagi masofa esa 8 ga teng bo‘lsa, uning 
tenglamasini tuzing.

6.8. Fokuslari Ox o‘qida bo‘lgan ellips m (V3; V6  j Va tv(3; V2) 

nuqtalardan o‘tadi. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.
6.9. M(6 ; 4) va jV(8 ; 3) nuqtalardan o‘tuvchi ellipsning 

fokuslari Ox o‘qida yotadi. Ellipsning kanonik tenglamasini 

tuzing.
6.10. 2x2 + 4y2 =  8 ellips fokuslarining koordinatalari, ekssentri- 

siteti va m | i : -JjJj  nuqtasining fokal radiuslarini toping.

6.11. Koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik ellipsning fokuslari Ox 
o‘qida joylashgan bo‘lib, ekssentrisiteti e — 3/4. Ellipsning 
M(—4; V2 T) nuqtasidan fokuslarigacha bo‘lgan masofalami 
toping.

6.12. Ellips fokuslarining biridan katta o ‘qi uchlarigacha bo‘lgan 
masofalari mos ravishda 1 va 5. Eilipsning kanonik tenglamasini 
tuzing.

6.13. Yer shari fokuslaridan birida Quyosh turgan ellips bo'yicha 
harakat qiladi. Agar Yeming Quyoshdan eng uzoqlashgan 
masofasi 152,5 million kilometr, eng yaqinlashgan masofasi 
147,5 million kilometr bo‘lsa, Yer orbitasining katta o ‘qi va 
ekssentrisitetini toping.

7- §. Giperbola

Fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha masofalari
ayirmasining absolut qiymati o'zgarmas ( 2  a) bo‘lgan va fokuslar
orasidagi masofa (2 c) dan kichik bo‘lgan nuqtalaming geometrik
o‘mi giperbola deb ataladi. Koordinata 0 ‘qlariga nisbatan simmctrik
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y b o ‘lgan, fokuslari Ox 
o‘qida joylashgan (23- 
ra sm ) giperbolaning  
kanonik sodda tenglamasi 
quyidagi ko‘rinishga ega:

X

23- rasm.

Ax(—a; 0) va A2(a; 0) 
nuqtalar giperbolaning 
u ch la ri o rasidag i 2 a

masofa — giperbolaning haqiqiy o‘qi, B f0; —b), B2(0; b) nuqtalar 
orasidagi 2 b masofa giperbolaning mavhurn o ‘qi deb yuritiladi. 
Koordinatalar boshidan fokus nuqtagacha bo‘lgan masofa

formula yordamida hisoblanadi.
Giperbolaning ekssentrisiteti deb, fokuslar orasidagi masofaning 

uning haqiqiy o‘qiga nisbatiga aytiladi:

Ravshanki, e > 1.
Giperbola ikkita asimptotaga ega, ulaming tenglamalari

Giperbolaning M(x; y) nuqtasidan / j  va F2 fokuslarigacha 
bo'lgan rx va r2 masofalar fokal radiuslari deb atalib, quyidagicha 
topiladi.

1- misol. I6 x2 — — 144 =  0 giperbolaning o‘qlarini, uchla-
rini, ekssentrisitetini toping, asimptotalarining tenglamalarini 
yozing hamda yasang.

p? Ozod hadni o ‘ng tomonga o‘tkazamiz va berilgan tengla- 
maning barcha hadlarini unga bo‘lamiz. Natijada giperbolaning 
kanonik tenglamasini hosil qilamiz:

c = 4b2 + a2 (2)

a
(4)

rj = \ex + a\ , r2 = |ex — a\. (5)
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16 = 1 yoki
2 2 

iL  -  y - 1

Bu yerda o = 3, b = 4 yoki haqiqiy o‘qi 2a =  6 , mavhum o‘qi 2h =  8 

ekan. Uchlari z l/—3; 0) va ,42(3; 0) va 5 ,(0 ; -4 ) , 52(0; 4) nuqtalarda.

(2 ) formulaga asosan c = Vu2 + b2 = 7 9  + 16 = 5 bo‘lgani uchun,
giperbolaning fokuslari F}(—5; 0) va 5,(5; 0) nuqtalarda bo‘ladi. 
G ip e rb o lan in g  ek ssen tris ite ti esa (3) fo rm u laga  aso-
sane = c/a, s = 5/3. Nihoyat, giperbola asimptotalari tenglama- 
lari (4) formulaga ko‘ra y  = — 4/3 x ,y  — 4/3x bo‘ladi.

Yasash uchun to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasini 
quramiz va bu sistemada dastlab asimptotalami yasaymiz. Shundan 
keyin giperbola uchlari va fokuslarini aniqlab, silliq chiziq bilan 
giperbolaning grafigini yasaymiz (24- rasm). ^

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

7.1. Giperbolalar uchlarining koordinatalarini, o'qlarini, fokus- 
larini, ekssentrisitetini toping va yasang:
1) 4x2 -  5y2 =  100;
2) 9x2 -  4y 2 -  144 = 0;
3) 9x2 ~  16y2 -  144 =  0;
4) 9x2 -  7y 2 -  252 =  0.
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7.2. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing, agar:
1) fokuslari orasidagi masofa 1 0 , uchlari orasidagi masofa 8 

bo‘lsa;
2 ) haqiqiy yarim o‘qi 2a/5 va ekssentrisiteti e = J\/2  bo‘lsa.

7.3. 6 ; — 2-v/2 ) nuqtadan o‘tuvchi, mavhum yarim o‘qi 2  

bo'lgan giperbola koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik. 
Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing va M nuqtadan 
fokuslargacha bo‘lgan masofani toping.

7.4. Koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik bo‘lgan giperbolaning 
fokuslari Ox o‘qida joylashgan. Giperbolaning fokuslaridan 
bitta uchigacha bo‘lgan masofalar 1 va 9  ga tenghgini bilgan 
holda uning tenglamasini tuzing.

7.5. Giperbolaning yarim o‘qlari yig‘indisi 17 ga, ekssentrisiteti 
13/12 ga teng. Gipeibolaning kanonik tenglasimani tuzing va 
fokuslarini aniqlang.

7.6. Giperbolaning ekssentrisiteti ^ /3  ga teng, fokuslari (—6 ; 0) 
va (6 ; 0) nuqtalarda joylashgan. Giperbolaning kanonik tengla- 
masini tuzing va asimptotalarining tenglamalarini yozing.

7.7. Asimptotalariy = ± b o ‘lgan giperbolaning M(6;>/2) 
nuqtadan o'tishi ma’lum. Giperbolaning kanonik tenglama- 
sini tuzing.

7.8. Fokuslaridan biri (—10; 0) nuqtada bo‘lgan va y  = ± 1 *  
asimptotalarga ega giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

7.9. Ekssentrisiteti 1,2 ga teng giperbola 54 + %  ~ 1 elhps bilan 
umumiy fokuslaiga ega. Giperbolaning kanonik tenglamasini 
tuzing.

X 2 y 2
7.10. Giperbola ^ 9  + 225 =  ̂ ellipsning fokuslaridan o‘tishi ma’- 

lum, fokuslari esa bu ellipsning uchlarida joylashgan. 
Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

7.11. Agar giperbola yarim o ‘qlarining nisbati b/a = 3/2 va bu 
giperbolada yotgan A/^4;-3>/6j nuqta ma’lum bo‘lsa, 
fokuslari Ox o ‘qda yotuvchi giperbolaning kanonik tengla- 
masini tuzing.
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7.12. Uchlari (—2; 0) va (2; 0) nuqtalarda bo‘lgan giperbolaning 
A/(2^5; 1 j nuqtasidan fokuslarigacha bo‘lgan masofalami 
toping.

7.13. x2 — 9y2 = 36 giperbolaning x  + 5_y = 0 to‘g‘ri chiziq bilan 
kesishish nuqtalaridan fokuslarigacha bo‘lgan masofalarni 
toping.

8-§. Parabola

Fokus deb ataiuvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb ataluvchi 
berilgan to ‘g‘ri chiziqdan baravar uzoqlashgan nuqtalaming 
gcometrik o‘mi parabola deyiladi.

Ox o ‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lib, uchi koordinatalar 
boshida, fokusiF ,oj nuqtada bo‘lgan parabolaning kanonik 
tenglamasi (25- rasm)

y 2= 2px  ( 1)

ko‘rinishda bo‘ladi. Parabolaning direktrisasi x = ~ j  tenglama bilan 
ifodalanadi. Ixtiyoriy M(x; y) nuqtasidan fokusgacha bo‘lgan masofa — 
fokal radiusi r = x  + y  formula yordamida aniqlanadi.

25- rasm. 
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Oy o ‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lib, uchi koordinatalar 
boshida, fokusi F  |o, yj nuqtada bo‘lgan parabolaning kanonik 
tenglamasi (26- rasm)

x2 =  2py (2 )

ko‘rinishda bo‘ladi. Parabolaning direkrisasi y = -  ~ , tenglama bilan 

ifodalanadi. Ixtiyoriy M (x ; y) nuqtadan fokusigacha bo‘lgan masofa

—fokal radiusi r = y  + F  formula yordamida aniqlanadi.

1- misol. y 2 -  4x parabola fokusi koordinatalarini aniqlang va 
direktrisa tenglamasini tuzing.

► Parabola tenglamasining berilishiga ko‘ra 2p — 4, yoki ~  = 1. 
Shunday qilib, F (  1; 0) — nuqta parabola fokusi, x + 1 =  0 to ‘g‘ri 

chiziq uning direktrisasi bo‘ladi. ^
2- misol. Uchi koordinatalar boshida va fokusi F(0; —10) nuqtada 

bo'lgan parabolaning tenglamasini tuzing.
► Parabolaning fokusi Oy o‘qida, uchi esa koordinatalar boshida 

yotadi, shu sababli va fokus nuqtasining abssissasi manfiy son 
bo‘lganligi uchun bu parabolaning tenglamasini x2 = —2py ko'rinishda 
izlash kerak. Parabola uchidan fokusgacha bo‘lgan m asofa^ = 10 
bo‘lgani uchun p  =  20, 2p = 40 bo‘ladi. U holda parabola tenglamasi 
x? — —40y2 ko‘rinishda bo'ladi. ^

26- rasm.
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

8 .1. Parabolalarning fokusi koordinatalarini toping va direktrisa 
tenglamalarini yozing.
1) y 2-  8x; 2 ) y 2 — — 12x;
3) x2 =  1 Oy; 4) x2- - 1 6 y .

8.2. Uchi koordinatalar boshida va fokusi:
I) F (0; 2); 2) F(0; -2 ) ;
3) F (0; -5 ) ; 4) F ( - 3,5; 0).
nuqtalarda bo‘lgan parabola tenglamasini tuzing.

8.3. Uchi koordinatalar boshida va fokusi Ox o ‘qda bo igan  
parabolaning uchidan fokusigacha boigan masofa 12  ga teng. 
Parabola tenglamasini tuzing.

8.4. Fokusi Oy o‘qda boigan parabola 0(0; 0), ,4(6; —2 ) nuqtalardan 
o‘tadi. Parabola tenglamasini tuzirig va fokusining koordinata- 
larini aniqlang.

8.5. Uchi koordinatalar boshida boigan  va Ox o ‘qiga nisbatan 
simmetrik parabolaning direktrisasi

2x — 5 =  0

to‘g‘ri chiziqdan iborat. Parabola tenglamasini tuzing va uning 
fokusini aniqlang.

8 .6 . F(0; 2) nuqtadan va y  = 4  to ‘g‘ri chiziqdan bir xil masofada 
yotgan nuqtalaming geometrik o‘mi tenglamasini tuzing.

8.7. Tenglamalar bilan berilgan parabolalami yasang:
1) y 2 = 8x;
2 ) y 2 — —8x;
3) x2 =  4y;
4) x2 = 1—4y;

8 .8 . Fokusi absssisalar o ‘qida va uchi koordinatalar boshida 
joylashgan parabolaning M (l; 2) nuqtasidan fokusgacha 
bo‘lgan masofani toping.

8.9. Tenglamasi

y 2 — 6x

bo‘lgan parabolaning shunday nuqtasini topingki, bu nuqtaga 
mos keluvchi fokal radiusi uzunligi 4,5 bo‘lsin.

v
99

www.ziyouz.com kutubxonasi



9-§. Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish.
Qutb koordinatalar sistemasi

1°. Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish. Nuqtaning 
bir sistemadagi koordinatalari bilan shu nuqtaning boshqa 
sistemadagi koordinatalari orasidagi bogdanishni qaraymiz.

a) koordinatalar boshi k o ‘chirilib, koordinata o ‘qlari eski 
o ‘qlarga parallel bo‘lgan hol. xOy koordinatalar sistemasi va 
unda(a; b) nuqta fiksirlangan tayinlangan bo‘lsin. Berilgan xOy 
koordinatalar sistemasining boshini («; b) nuqtaga ko‘chirib, 
koordinata o ‘qlarini eski o ‘qlarga parallel qilib quramiz. Yangi 
qurilgan XO Y  koordinatalar sistemasidagi ixtiyoriy (X; Y) 
nuqtaning eski xOy koordinatalar sistemasidagi (x; y) nuqtasi 
koordinatalari orasidagi munosabat

+ X = x - u , l
y ^ b + r f V 0*  r = y - b )  (1)

formula orqali ifodalanadi.
(x -2)21- misol. Koordinatalar boshini ko‘chirish yordamida - < +

M r 1 ko‘rinishdagi berilgan chiziq tenglamasini soddalash-

tiring. Eski va yangi koordinata sistemalarida chiziqni yasang.
X  = x  -  2lI munosabatga ko'ra eski koordinatalar boshi (0 ; 
r = y + l j

0 ) ni (2 ; 1) nuqtaga ko‘chirib, so‘ngra bu nuqtadan eski koordinata 

o‘qlariga parallel o'qlar yasaymiz va yangi koordinatalar XOY

sistemasini hosil qilamiz. Yangi sistemaga nisbatan berilgan chiziq
v 2  v 2

tenglamasi _— = '— = 1 ko‘rinishni oladi. Bu ellipsning kanomk

tenglamasidir. ^
Ellipsning grafigini yangi sistemaga nisbatan yasaymiz (27- rasm). 

b) koordinatalar boshini o ‘zgartirmay, koordinata o ‘qlarini a 
burchakka burilgan hol.
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27- rasm.

xOy koordinatalar sistemasi (0; 0) koordinatalar boshini 
siljitmasdan, Ox o‘qini a burchakka burib, yangi XO Y  sistemani 
hosil qilaylik. Eski sistemadagi ixtiyoriy (x; y) nuqtaning yangi 
sislemadagi (X ; Y) nuqtasi koordinatalari orasidagi munosabat

x ~ X  cos a  -  Y  sin a , j  
y ~ X  sin a  + Y  cos a  j

ko‘rinishda bo‘ladi.
2- misol. Chiziq x 2 — y  2 ko‘rinishdagi tenglama bilan berilgan. 

Koordinatalar sistemasini shunday almashtirish kerakki, yangi 
sistcmada bu tenglama X • Y — 2 ko‘rinishda bo‘lsin (28- rasm).

^  Koordinatalar boshini siljitmasdan, sistemani a  =  45° 
Imrchakka buramiz. Yuqorida keltirilgan formulaga muvofiq,

x = X  co s(-4 5 °)-Y  sin(-45°),j

y  = X  sin (-45°) -  Y  cos (-45°) j
yoki x ~ ^ - { X  + Y ), y = ^ -{Y  - X ) ;  topilgan x va y  ning bu 
il'odalarini berilgan tenglamaga qo‘yib, so‘ngra ixchamlasak, 
quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

X ’ Y = 2. <4
2°. Qutb koordinatalari sistemasi. Tekislikda biror / son o‘qini, 

va'ni sanoq boshiga, musbat yo‘nalish va masshtab birligiga ega
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boMgan to ‘g‘ri chiziqni qaray- 
miz (29- rasm). Bu o‘qni qutb 
o ‘qi, uning 0  sanoq boshini esa 
qutb deb ataymiz.

M  tekislikdagi qutbdan bosh- 
qa biror nuqta bo‘lsin. Bu nuqta 
va qutb orqali /, o‘qni o‘tkazamiz. 
/va  /j o ‘qlar orasidagi <p bur- 
chak  —qutb burchagi, M  
nuqtadan qutbgacha boMgan 
masofa OM — r esa nuqtaning 
qutb radiusi deyiladi. (30-rasm). 
<p va r lar nuqtaning qutb 

koordinatalari deyiladi va M(<p; r)shaklda yoziladi.
Qutb koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasini qarayot- 

ganda <p va r istalgan musbat va manfiy qiymatlami qabul qilishi 
mumkin.

Bunda manfiy burchaklar soat strelkasi yo‘nalishi bo‘ylab 
hisoblanadi, manfiy qutb radiusi esa qaralayotgan nur bo‘ylab 
emas, balki qutbdan davomida olinadi.

Agar 0  qutbni dekart koordinatalar boshi, 01 qutb o ‘qini 
esaOx abssissalar o ‘qi deb qabul qilsak (30-rasm), unda M  
nuqtaning (x;y) dekart koordinatalari bilan (<p; r) qutb 
koordinatari orasidagi bogManishlami topish mumkin:

x = r cos q> , y = r sin (p; 

r = yjx2 + y 2 tg(p = ^  yoki <p = arctg^.

(3) .

(4)

28- rasm.
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Eslatma: (4) formula orqali topilgan tg<p qiymatga, masalan, 
0  <- </> < 2n shartda <p ning ikkita qiymati mos keladi. Ulardan (3) 

lenglikni qanoatlantiradiganini olish kerak.

1 -misol. Qutb koordinatalar sistemasidayl ( ^ ; - 2 j ,

( ’ (-  3 ^  ( _ 7  ’ ^  ~^) nuqtalami yasang.

Qutb O dan chiqib, qutb o ‘qi bilan (p = j  burchak tashkil 

eluvchi /j numi o‘tkazamiz. A nuqta bu nur bo‘ylab qutbdan 

2 birlik masofadagi, B ; — 2 j nuqta esa numing qutb davomi bo‘ylab

qutbdan 3 biriikmasofedayotadi.£ (0 ; -  3), u ( y ;  3 jval> |— y ; —3j

nuqtalar ham shu kabi yasaladi. Faqat bu narsa<p = -  ~  = -60° burchak

manfiy bo‘lganligi uchun u soat strelkasi, ya’ni manfiy yo'nalish bo'ylab 
olinadi (31-rasm). ^

2
2- misol. Qutb koordinatalari sistemasida r = ,------- tenglamal-COS cp °

bilan berilgan chiziqni chizing va bu chiziqning tenglamasini dekart 
koordinatalarida yozing.

► <p ga qiymatlar berib, r ning unga mos qiymatlarini 
liisoblaymiz:

<P 4 ’
r = t nl~cos— 1- y/2 2 - J l

~ 6,828; 6 , 828
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V ( - t ; 3) A ( f ,  2

\  ' n/  

/  w _ ;« 0 ;- 3 > /  W -y 4

t \
\ ' 2

31- rasm.

(P

3n
T

5 n
<P = X ’ r  =

1%
<P = 1 T ’ r

-  ” r - 2 2
2 ’ 1-cos—

2
1-0

2 2 4

1-cos---
4 l + ^ 2

2
2+V2

w ’ r = = u
2

COS7T
2 _  2 

i + I  “  2

2 2 4
i 5711-cos—

4 l + ^
2

2+/2

37t r  - 2 2
2 ’ . 3tt1-cos---

2
1-0

2 2 4
In1-cos---
4 ■ 4

2-V2

2 2 II 1 II

1,172; M 3( ^ ;  1,172);

1,172; M 5( ^ ;  1,172);

= 1; M 6( ^ ;  l);

= 6,828; M 7( ^ ;  6,828);

9  = 2,t’ r  = M 4  = r +M; M ^  +0°)-

Topilgan qiymatlarga mos nuqtalami 1- misoldagi kabi yasaymiz. 
Ulami tutashtirsak, berilgan tenglamaga mos chiziqni hosil qilamiz. 
Ko'rinib turibdiki, u paraboladan iborat (32- rasm).
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32- rasm.

Endi chiziqning berilgan tenglamasini dekart koordinatalarida 
yozamiz, buning uchun (3) va (4) formulalardan foydalanamiz:

r  = -\Jx2 + y 2 , cos <p = j  =
sjx2+y2

Bulami chiziq tenglamasiga qo£ysak:

r  =
l-cos<p ; l x 2 + y 2 =

(\ j x 2 + y 2 -  x j ̂ jx1 + y 2

■Jx2+y2 

2y]x2 + y2;

yjx2 + y 2 - x  = 2; Ĵx2 + y 2 = 2 + x;

x 2 + y 2 = 4 + 4x + x 2; y 2 = 4(x + 1).

Bu uchi (—1; 0) nuqtada bo‘lib, abssissalar o ‘qiga nisbatan 
simmetrik parabolaning tenglamasidir. ^

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

9.1. A(5; 5), B(2; —3), C(—2; 3) nuqtalar berilgan. Koordinata 
o‘qlari yo'nalishlari o'zgarmay qolib, Jcoordinatalar boshi:
1) A nuqtagacha; 2) B nuqtagacha; 3) C nuqtagacha
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ko‘chirilgan. A, B, C nuqtalarning koordinatalarini yangi 
sistemaga nisbatan aniqlang.

9.2. Koordinata o‘qlari a — 30° ga burilgan bo‘lib, yangi koordinata- 
lar sistemasidagi: 1) ,4(1; 1); 2)2?(>/3;2); 3)C(0; 2^3) 
nuqtaning koordinatalarini eski sistemaga nisbatan aniqlang.

9.3. Koordinatalar boshini ko‘chirish yordamida quyidagi chiziq 
tenglamalarini soddalashtiring va eski, yangi koordinatal 
sistemalami hamda chiziqni yasang:

1)
( x - l)2 (> - l)2 _

9 4 4

3 ) (x+i)2 _ (y -3)2 _ . 
’ 16 4 4) (*-4 f

4 (y +1)2 = i;
5) x 2 + 4y2 -  6x + 8y = 3; 6 ) y 2 -  8y = 4 x .

9.4. Koordinatalar boshini siljitmasdan, koordinata o'qlarini 
a =  45°ga burish yordamida quyidagi chiziqlar tenglamasini 
soddalashtiring:

1) 5x2 -  6 xy + 5y 2 = 32;

2) 3x2 -  lO^y + 3y2 -  32 = 0.
9.5. Tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida berilgan chiziqni: 

a) yasang; b) chiziq tenglamasini dekart koordinatalar 
sistemasida yozing:

!) r = ^ ; 2) r =2a sincp;

3) r = f l( l + Cos<p); 4)

^) r  4- 5 cos9 ’ ^ ) r  l-c o s ip '

9.6. Tenglamasi dekart koordinatalari sistemasida berilgan chiziq 
tenglamasini qutb koordinatalarda yozing.

1) x 2 + y 2 = a2; 2 ) x 2 - y 2 = a2\

3) x 2 + y 2 = ax; 4) x 2 + y 2 = ay;

5) (x2 + y 2)2 = a2 (x2 -  y 2); 6 ) y  = x.
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Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqlarning javoblari

1- §. 1.4. ( -1 ; 0), (0; 1), (1; 0), (0; -1 ) . 1.5. 17. 1.6. (13; -2 ) ,  (13; 8).

1.8. 1 ) 2 )(§; ~ j ) .  1.9. 1) (1; 3), 2) (3; -2 ) . 1.10. V4l, 0,5^13, 

0,5^449. 1.11. (-5; -2). 1.12. C(12; 7), D(4; -1 ). 1.13. (2; -2 ). 1.14. ( - 10; 10), 

(6, 10). 1.15 C (—1; 3). 1.16. C (6; 2). 1.17. 9. 1.19. C(3; 0), C (-7; 0). 1.20. 13.

2- §. 2.1. l ) V = - ^ x ,  2) y = x ,  3 )y = -V 3 x , 4) y = - x ,  5 ) y = 2 x ,  

6) y  = - 3 x . 2.2. 1) 30°, 2) 120°, 3) arctg4, 4) arctg(-3). 2.3. 1) v = x + 3,
2) y = V3x + 3, 3 ) y = - x  + 3. 2 .4 . l ) V = - ^ x - 2 .  2 ) y = S x - 2 .
3 )  y = - V 3 x - 2 .  2.5. y = x + 1, = 1, b = 1. 2.6. l ) y = y X + 2 ,
k = l ,  b =2 . 2)y = ~ j x ,  = b =0.3)v = -2, A:=0, 6 = - 2 4 ) x = - 2 ,

6 = 0 .5 )v  = - | * + 4 ,  * = - ± ,  A=4.2&1)£ + £  = 1 .2 ) £  + ^  = 1.

3) |  + 2_ = 1. 2.9. 20. 2.10. 3x + 2 y -  12 = 0. 2.11. 3x + 4>>-12 = 0, 3x + 4y + 
+ 12=0, 3 x - 4 y +  12 = 0, 3 x -4 > ;-  12 = 0. 2.12. 1) V
2) v = x + 7. 3) v = V3x + 2-V3 + 5. 4) y  = x +  3. 5) y  =  5. 2.13. y  = —x  + 3. 

2.14. 1) 4 x - 3 y - 1 9  =  0 2 ) y = - x  + 2 3) V = j *  +  2. 2.15 .AB.x + y - 2  =  0, 

AC: 8x +  v + 5  = 0, BC: 3oc-4y- 20 =  0. 2.16. 5x+ 2y - 6 =  0 .2.17. a = 9 ,6  =  6.

3- §. 3.1. l ) a rc tg y . 2)arctg y . 3)arctg i .4 )  arctg 3.3. l ) y  =  2 x - l .  
2) v = yX + 4. 3.4. arctg i ,  7r - a r c tg y ,  a rc tg ^ . 3.5.y = 3x, V = jX . 3.6.45°, 
45°, 90°. 3.7. 9x— 2y-  28 =  0 .3.8. x - y -  6 =  0. 2x + 3 y - 17 =  0 .3.9. 3x-5y + 18 =  0, 
3x — 5v — 28 =  0, l lx  + 3 y  —29 =  0, l l x +  3y + 2 =  0. 3.10. x - 2 y  + 5 =  0.
3.11. 5x-  4y—18 = 0.3.12. (1; -1). 3.13. y =2,y  = 5 ,x = -5 ,x  = - 2  3.14. x + 2y -  
— 5 = 0, x — 3>> + 8 = 0 .

4 -  § .4 .1 .1 )  | x - i > > - 4 = 0. 2) = 0. 3) - ^ x - ^ - y -

- ^ .  = 0 .4 )^ x  + - ! > -V5 =0. 4.2. l )V2x+V2>- 6  = 0. 2) V2x+V2y +

+6 = 0. 3) V2x- V2>- 6  = 0. 4.3. 1,6; 1,4; 1,2; 4 . 4 . ^ -  4.5. fc=±2.  
4.6. 4x -  3y -  20 = 0, 4x -  3> + 20 = 0. 4.7. 8x -  15y+ 6 = 0, 8x  -15y  -  130 = 0.

4.8. 2 x - 3 y - 4  =  0, 6x - y - 1 2  =  0. 4.9. Vl0. 4.10. 3 x - 4 y +  10 =  0. 4.11. VlO.
4.12. 2V2.

5- §. 5.1.1) (x— 4)2 +  (y+ Tf  =  25.2) (x + 3)* + (y -  3)* = 1. 3) (x + l)2 + y 2 =  5.
4) (x+ l)2 + f  = 9.5.2. o'tadi. 53. (x-12)2 + (y+5)2 = 169. 5.4. (x+1)2 + +iy+2f = 34. 
5.5. (x - +  (y -  6f  = 169. 5.6. x2 + (y ~5f  =25. 5.7.Jx+ 9f+ (y+4f = 169. 53.

l 2)2+(y + 2)2 = 4. 5.9. ( x -2)? + (y -  612 = 25. 5.10. (x+ 5f+ ( y - 2 f  = 25.
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5.11. 1) C ( 4 ; - 6 ) , r  = 9 .2 )  C (-3 ;  -2 )/-= 7 3 0 .5 .1 2 . 1) (0; -1 ) , (0; -3 ) ,

(1; 0), (3, 0). 2) (0; - 1), (0; -10). 5.13. 17. 5.14. (-1; 0), ( - 6; -5 ). 5.15. ( x - 8 f  + 

+ ( y -  6)a = 36. 5.16. 3 x - 4 y - 32 = 0.

6-§.6.1. 1) (+5; 0), (0; +4), (±3; 0). 2) (±3; 0), (0; ±2), (±75; o).

3) (±3; 0), 1(0; ±4), (>); ± 77). 4) (±6; o), (0; ± 10), (0; ±8). 6 . 2 . ^  +

+ £  = 1. 6.3. .X2 y2 _ 1.
2 2 

6 .4 .^  + ^ = 1. 6.5. 2+r + 2-L = 1. 15£ = —. 6.6. —  +5 16 50 49 24 289 64 17 144
+ ±1 = 

108 1.6.7. X2
25 '+ = 1 r2■ 6.8. ^  + +2 _ 

8
V2

1.6.9. —100 + N>
|V< 1! 1. 6.10. (±72 ; 0),

> ''i =
4-V2

2 > r2 i+f .  6.11. h =4 1 , r2 = 5. 6.12 .
2 2 X y

9 5 = 1. 6.13.

fl = 150’ e = 60'

7- §. 7.1. 1) (±5; 0), 2a = 10, 2Z> =4^5, (+375; 0), e = ^ .  2 )(± 4 ;0 ) , 

2a = 8, 2b=  12, (±762; o), e = ^ .  3) (± 4; 0), 2 a = 8 , 2 6 = 6 , (± 5; 0)e = | .

4)(±2T7;0), 2a = 4 7 7  26 = 12 , (±8; 0), e = ^ - 7.2. 1) ^  - f  = 1.2) ^ - ^  = 1.

i,(±i3;o).7 . 3 . ^ - 4  = l, r ,* 273, r2 = 6 7 3 .7 .4 .^ - ^  = 1.7.5. = '

7.6. ^ - ^  = 1, + = ± 7 7 ,  7.7. ^ ! - ± ;  = l. 7.8. £ - £  = 1. 7.9. £ - £  = 1.

7-10- 5 - 6  = L 7-1L # - S  = 1- 7-12' ' i = 3, *i“ 7- 7-13' n = 6 +
>3 = 6 - ^ .

8- §. 8.1. 1) F(2; 0), x  + 2 = 0; 2) / ( - 6; 0), j c — 6 =  0; 3) /(0 ; 5), y  +^ 
+ 5 = 0; 4) F(0; - 8), y - 8  =  0. 8.2. 1) x2= 8y, 2) x ? = - 8 y ,  3) *? = - 2 0 y '  
4) y 2 = -14x. 8.3. y 2 = 48x, y 2 = ~48x 8.4. x2 = -18y, 6(0; -4,5). 8.5. x2 = -10y. 8.6. 
x 2 = 4y + 12, 8.8. r= 2.8.9.71/(3; ±3 7 2 ).

9- §. 9.1. 1) 4  (0;0), B ( - 3 ; - 8), C (-7 ;-2 ). 2) 4  (3; 8) , B  (0; 0), C (-4 ; 6).

3) A  (7; 2), 2,(4; 6), C (0; 0). 9 .1 .1 ) ( 4 +  4 ± l '  2 ) (); ));
3, (-V5; VS). 9 .3 .  1, 2 , l i l <  = , / 3 ,

4 )  ^ - - y 2 = l ;5 )  j r 2+ 4 F 2 =16; 6) y 2- 4 Z = 1 6 .  9 . 4 .  1) Z 2 + 4 F 2 =8; 
2) - X 2 + 4F2 = 8. 9.5.1) x = a; 2) x2 + y2 = 2ay; 3) x2 + y2 = = a (x + -Jx2 + y 1); 

4) 5yjx2 + y 2 =9 + 4x; 5) 4^x2 + y 2 = 9 + 5x; 6) _y2 =9 + 6x. 9.6. 1) r  = a;

2 ) r 3) r=acos<p; 4) r =acoscp;Jcos 2cp '
5) r  =aJcos2cp; 6) cos<p - s in cp = 0.

108

www.ziyouz.com kutubxonasi



V b ob . FAZODA ANALITIK GEOM ETRIYA

1- §. Tekislik. Tekislikka doir asosiy masalalar

Bu paragrafda tekislikka doir asosiy masalalar qaraladi. Asosiy 
formulalar keltiriladi.

1°. Tekislikning umumiy tenglamasi
Ax + By + Cz+ D -  0 (1)

ko‘rinishda boTib, u:
1) D — 0  da

Ax + By + Cz = 0

ko‘rinishni oladi (33- rasm). Bu koordinata boshidan o‘tadigan 
lekislik tenglamasi;

2) C = 0  da
Ax + By + D = 0
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ko‘rinishni oladi (34- rasm). Bu Oz 
o‘qiga parallel bo‘lgan tekislik
tenglamasi;

3) B =  0 da (4)

X
35- rasm.

Ax + Cz + D = 0

ko‘rinishni oladi. Bu Oy o ‘qiga 
parallel tekislik tenglamasi;

4) A = 0 da tekislik (-*)
By +Cz + D =0

tenglamaga ega bo‘lib, u Ox o‘qiga 
parallel bo‘ladi.

Umuman olganda, tekislikning
umumiy tenglamasida koordinatalardan qaysi biri qatnashmasa, 
tekislik o‘sha koordinata o‘qiga paralleldir. Agar (3), (4), (5) 
tenglamalarda D — 0 bo‘lsa, u holda tenglamalar

ko'rinishni oladi. (6 ) tenglama Oz o ‘qidan o ‘tuvchi tekislik 
tenglamasi (35- rasm), (7) tenglama Oy o‘qidan o‘tuvchi tekislik 
tenglamasi, (8 ) tenglama Ox o‘qidan o‘tuvchi tekislik tenglamasidir. 
Agar (1) tenglamada A — 0 va B = 0 bo‘lsa, u holda tenglamasi 
Cz + D = 0 bo‘lgan tekislik Oz o ‘qiga perpendikular va Oxy 
tekislikka parallel bo‘ladi.

Yuqoridagidek, By + D = 0 tenglama Oxz tekislikka parallel 
tekislikni, Ax + D = 0 tenglama esa Oyz. tekislikka parallel tekislikni 
aniqlaydi.

Nihoyat, (1) tenglamada uchta koeffitsiyent nolga teng bo‘lsa, 
m asalan, B=  0, C = 0 , D = 0, bo ‘lsa, A x=  0 yoki x = 0  
tenglama koordinatalar boshidan o ‘tkazilgan Oyz koordinata 
tekisligini aniqlaydi. Shuningdek, By = 0  yoki y=  0 tenglama 
Oxz koordinata tekisligini, Cz = 0  yoki z = 0 tenglama esa Oxy 
tekislikni aniqlaydi.

Ax + By = 0, 

Ax + Cz = 0 , 

By + Cz = 0

(6)
(7)
( 8)
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2°. Tekislikning normal tenglamasi

x cos a + y cos /3 + z cosy -  p = 0 (9)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda a, /3 va y — mos ravishda koordinata 
o‘qlari bilan koordinatalar boshidan tekishkka o‘tkazilgan perpendi- 
kular — normal orasidagi burchaklar, p — bu perpendikulaming 
(normalning) uzunligi (36- rasm).

3°. Tekislik tenglamasini normal tenglamaga keltirish.
Ax + By + Cz + D = 0  tekislikning umumiy tenglamsi bo‘lsin. 
Ushbu

4a 2+b 2+c 2 ( 1 0 )

son normallovchi ko ‘paytuvchi deyiladi. Bu yerda ishora ( 1) 
tcnglamadagi ozod had ishorasiga teskari qilib olinadi. Tekislikning 
umumiy tenglmasini (9) ko'rinishidagi normal holga keltirish 
uchun uning ikkala tomonini normallashtiruvchi ko‘paytuvchiga 
ko‘paytirish lozim.

4°. Tekislikning koordinata o‘qlaridan ajratgan kesmalari 
bo'yicha tenglamasi

0 1 )
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ko‘rinishda bo‘ladi, bu ycrda a, b va c — tekislikning koordinata 
o‘qlaridan ajratgan kesmalari qiymatlari.

Tekislikning (1) umumiy tenglamasini (11) ko‘rinisbga 
keltirish mumkin. Buning uchun D ni tenglikning o‘ng tomoniga 

o‘tkazib, ikkala tomonini D ga bodamiz: -zj)X + + ~zj)z = 1
va a = - ~  , b = - ~ ,  c = -  ~  deb olamiz. Natijada (11) hosilA .o  C
bo‘ladi.

5°. Berilgan nuqta orqali o‘tuvchi va berilgan normal vektorga 
ega tekislik tenglamasi

A ( x - x 0) + B ( y - y 0) + C(z - z 0) = 0 ( 1 2 )

ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda M(x0, y0; z0) tekislikning berilgan

nuqtasi, N  { d ; B ; C } tekislikka perpendikular vektor. (12)

tenglamada A, B va C koeffitsiyentlarga har xil qiymatlar berib, 
M(x0; yn; z() ) nuqtadan o‘tuvchi turli xil tekisliklami hosil

qilamiz. N  {d ;i?;C }  tekislikning normal vektori deyiladi.

6°. Ikki tekislik orasidagi burchak. Ikki tekislik

Axx  + Bxy + CjZ + Dx = 0, A2x + B2y + C2z + D2 = 0

tenglam alar bilan, yoki N i{A { Bx; CY}, Ni^A^; B2; C2} ni 
hisobga olgan holda ;

N h r + Dx -  0 , N 2, r
V ) )

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda /V j [A( ; ^ ; Cj }, 
N 2{A2; B2;C2} lar mos ravishda berilgan tekisliklarga perpen-
dukular vektorlardir (37- rasm). Bu tekisliklar tashkil etuvchi—►
ikki yoqli burchaklardan ixtiyoriy birini <p deb belgilaymiz. N{ va 
Ni vektorlar orasidagi burchakni 9 bilan belgilaymiz. U holda
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<P va 0  burchaklar, geometrik tushun- 
chalarga asosan, <p =  0  yoki <p= n — 0 
lenglik bilan bog‘lanadi, shuningdek, 
coscp = cos0 yoki cosq> = cos(^ -  9) = 

cos 9. Bu yerdan cos (p = ± cos 9 , 
ya'ni

........... - J & -

37- rasm.

cos 9 = ±
N\-N2

\ J
- » —>
Ni Ni

Bu tenglik yordamida tenglamasi vektor shaklda berilgan 
lekisliklar orasidagi burchakni topamiz.

Umumiy tenglamalari Axx  + Bxy + Cxz + = 0 va A2x  +

i Ihy + C2z + D2 = 0 bilan berilgan tekisliklar orasidagi bur- 
cliak

cosq> = ± AxA2 +BlB2+C]C2 

^Ai +Bi +C] -<Ja%+B2+C2
(13)

lonnu la  b ilan  h isoblanadi. Bu yerda va
N2 {A2,B2,C2} — tekislildarga o‘tkazilgan normal vektorlar.

Ikki tekislikning perpendikularlik sharti:

A^A2 + B^B2 + Ĉ C2 =s*0 '

ikki tekislikning parallellik sharti:
A  _  A _  c x 
a2 b2 c2

m ( 'hi/iqli algebra va analitik geometriyadan 
masalalar yechish
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7°. Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa. M(xn; y„; z(])

nuqtadan Ax + By + Cz + D == 0 
rasm)

. M o ( x o ; y o ;  z o )

tekislikkacha bo‘lgan masofa (38-

ff _  1-̂ *0 +Byp +Czp + j | , .
ylA2 +B2+C2 K ’

formula bilan hisoblanadi.
8°. Tekislikka doir masala- 

larni yechishda uch noma’lumli 
ikkita bir jinsli tenglama siste- 
masi

falx + bxy  + cyz = 0 , 
[a^x + b2y + c2z = 0

ni yechish tez-tez uchrab turadi. Bu kabi sistemalami yechish III 
bobda qaralgan edi. Uning yechimi formulasini keltiramiz:

x  = h  ci 
b2 c2

k, y  =
°2

■k, z = <h bx 
<h b2

■k, (15)

bu yerda k  —ixtiyoriy son hamda determinantlaming hech 
bo‘lmaganda bittasi noldan farqli.

9°. Berilgan uch nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi.
Berilgan M x(x{, y,; zx), M2(x2; y2; *2)v a  M3(x3; y3; z() nuqta- 
lardan o‘tuvchi tekishk tenglamasi

X -  xx y - y i Z - Z x

X2 Xx y2 - y i Z2 -Zi

X 1 >< y2 - y i Z3 -Zi

(16)

ko‘rinishda bo‘ladi.

1-misol. Mx(2; 3; 2) va M2(l; 1; 0) nuqtalardan o'tuvchi va 
Ox o‘qiga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1 1 4
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► Ox o‘qiga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi By + Cz+ D = 0 
ni olamiz. Agar tekislik berilgan nuqtadan o‘tsa, u holda uning 
koordinatalari tekislik tenglamasini qanoatlantiradi. M{ va M2 
nuqtalaming koordinatalarini tekislik tenglamasiga qo‘ysak,

f-3 B + 2C + D = 0,
B + D = 0

tcnglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. B, C va D koeffitsiyentlami 
aniqlash uchun, uch nom alum li ikkita bir jinsli tenglama 
sistemasiga ega bo‘ldik. Bu tenglamalar koeffitsiyentlari yordamida

(-3  2  n

matritsani tuzamiz. 8 °-bandda qaralgan formuladan foydalanib,

B
2  1 

0  1
k, C D =

-3  2 
1 0

■k,

B = 2 k, C = 4k, D = -2 k  larni topamiz. B, C va D ning topilgan 
qiymatlarini tekislik tenglamasiga qo‘yib, 2 ky + 4kz -  2k = 0  yoki 
y  + 2z -  1 = 0 ni hosil qilamiz. Bu tekislik tenglamasi.

2 - misol. 2x + y - z  + 6 = 0 tekislikkoordinata o‘qlarini qanday 
birliklarda kesib o‘tadi?

► Masalani ikki usul bilan yechamiz.
I usul. M a’lumki, Ox o'qida yotuvchi nuqtaning y  va z 

koordinatalari nolga teng. Tekislik tenglamasida y = 0, z = 0 desak, 
2x + 6  = 0 bo'lib, bundan x  =-3 . Bu tekislikning Ox o'qidan 
kesib o‘tuvchi kesmasi miqdori (birligi).

Xuddi shunday, x = 0, z = 0 desak, y  + 6  = 0 yoki y  = -6  
kesma o‘qidan kesgan bo‘lagi (birligi), x  = 0 , y = 0  desak, 
z ( 6  = 0 , z = 6 kesma Oz o ‘qidan kesgan bo‘lagi (birligi).

II usul. Tekishk tenglamasidagi ozod hadni tenglikning o‘ng 
lomoniga o‘tkazamiz: 2 x + y -  z = - 6. Tfcnglikning har ikkala 
lomonini — 6  ga bo'lamiz. ^  1 = 1- Bu yerdan a = - 3 ,  
h - —6  , c = 6  kelib chiqadi. ^
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3- misol. 5x + l y  -  34z + 5 = 0 tekislik tenglamasini normal 
ko‘rinishga keltiring.

Tekislik tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish uchun (10) 
formula yordamida normallashtiruvchi ko‘paytuvchini topamiz. 
Qaralayotgan hol uchun ko‘paytuvchining minus ishorasi olinadi. 
Berilgan tcnglamada A = 5, B = 7, C = -34 . Demak,

N  = -  l r------ = —- L - .
-y/52 +72 34)2 /̂1230

Endi berigan tenglamani shu songa ko‘paytiramiz. Natijada 
tenglama ushbu ko‘rinishni oladi:

5 7 , 34 5 n ^- - F= = x - - T= = y  + -F= = z - - i=== = 0. <4 
VI230 V1230 VT230 VI230

4- misol. Koordinatalar boshidan 15x-10y + 6 z-1 9 0  = 0 
tekislikka tushirilgan perpendikular uzunligini va bu perpendikular 
bilan koordinata o‘qlari orasidagi burchaklami toping.

Tekislik tenglamasini normal ko‘rinishga keltiramiz. (10) 
formula bilan N  = ^~ normallashtiruvchi ko‘paytuvchini topamiz.

19
Berilgan tekislik tenglamasining ikki tomonini ~  ga ko‘paytirib, 
tekislikning normal ko'rinishdagi tenglamasini olamiz:

0H x .
19

— y + —Z - 1 0  
197 19

buyerdap = 10, coscc = -^ , cos)3=--j^ cosy = ^ . Bu tenglik-

larning o ‘ng tomonidagi oddiy kasrlarni o‘nli kasrga aylantirib, 
a, /i, y larning qiymatini topamiz:

co sa  = 0,7894, a  = 3710', 
cos p = 0,5263, p = 58°44', <4 
cosy = 0,3157, y = 7T24'.

5 - m i s o l .  A /( 5 ; l ; - l )  n u q ta d a n  x - 2 y - 2 z  + 4 = 0 
tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.

116

www.ziyouz.com kutubxonasi



► Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa (14) formula bilan 
topiladi. Bu yerda A =  1, B = -2,  C = -2, x0 = 5, y0 = 1, z0 = -1,. 
Bu qiymatlami (14) ga qo‘ysak,

d = 1-5+(-2)-l+(-2)-(-l)+4 
Vl2+(-2)2+(-2)2

|5-2+2+4| _  9 
3 3

3

liosil bo'ladi.
6 - misol. M (2; 3; -  1) nuqtadan 2x — 3y + 5z ~  4 =  0 tekis- 

likka parallel tekishk o‘tkazing.
► M nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini ( 1 2 ) formulaga 

asosan yozamiz:

A(x -  2) + B(y -  3) + C(z + 1) = 0.

Ikki tekislikning parallellik shartiga ko‘ra, A = 2k, B = 3k, 
C = 5k b o 'la d i. B u larn i oxirgi ten g lik k a  q o 'y sak , 
2k(x -  2) -  3k(y -  3) + 5k(z  + 1) = 0 yoki 2x -  3y + 5z + 10 = 0 
kehb chiqadi. Bu izlanayotgan tekislik tenglamasi.

Masalani boshqa usul bilan ham yechish mumkin. Parahel 
tckisliklar bir-biridan faqat ozod hadlari bilan farq qihshi mumkin. 
Shunga asosan, berilgan tekislikka parallel tekishklar oilasi 
2x -  3y + 5z + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi.

Bu tenglamaga M  nuqtaning koordinatalarini qo‘yamiz va D 
ning qiymatini topamiz: 2 • 2 -  3 • 3 + 5 • (-1) + Z> = 0 =*► D = 1 0 ,bu 
qiymatni oxirgi tenglikka qo‘yib, 2x -  3y + 5z + 10 = 0 tenglamani 
olamiz. ^

7-misol. Mt( - 1; -2; 0)va M2(l; 1; 2) nuqtalardan o‘ta- 
diganx + 2y + 2 z - 4  = 0 tekislikkaperpendikular bo‘lgan tekishk 
tenglamasini yozing.

► Berhgan nuqtadan o‘tib, berilgan normal vektorga ega tekishk 
lcnglamasi ( 1 2 ) ko‘rinishda bo‘ladi. ( 1 2 ) fohnuladagi x0, y0, z0
lar o‘miga Mx nuqtaning koordinatalarini qo‘yib quyidagini 
olamiz:
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A(x + 1) + B(y + 2) + C(z -  0) = 0. (*)

Xuddi shunday, bu tekislik M, nuqtadan ham o‘tadi, u holda bu 
nuqtaning koordinatalari tekislik tenglamasini qanoatlantiradi:

-4(1 + 1) + B( 1 + 2) + C(2 -  0) = 0

bundan

2A + 3B+2C = 0.

Izlanayotgan tekislik berilgan tekislikka perpendikular bo‘lishi 
kerak. Shuning uchun ikki tekislikning perpendikularlik shartiga 
asosan,

l- A + 2- B + 2 C  = 0

bo‘ladi. Oxirgi ikki tenglikni birlashtirib, uch nomahumli ikkita 
bir jinsli tenglama sistemasini hosil qilamiz:

(2A + 3B + 2C = 0,
[A + 2B + 2C = 0.

Bu sistemani (15) formula bilan yechib, A = 2k, B = -2k,
C = k  lami topamiz. A, B  va C laming qiymatini (*) ga qo‘yib va k  
ga qisqartirib 2(x +1) -  2(y + 2) + z = 0 ni hosil qilamiz. Buni 
soddalashtirsak, izlanayotgan tekislik tenglamasi kehb chiqadi: 
2x  -  2y  + z -  2  = 0 . ^

( 5 x - 3 y  + 4 z - 4  = 0,
8 - misol. j 2x  -  4y  -  2z + 5 = 0  te^ s^ ar orasidagi o‘tkir bur- 

chakni toping.
Ikki tekislik orasidagi o ‘tkir burchak (13) formula bilan 

topiladi. Birinchi tenglamadan Ax = 5, Bx = -3, Q = 4. Ikkinchi 
tenglamadan Â  = 3, B2 = -4, C2 = -2,

15+12—8 19
C°S^  = ’ cos^ = 0,49; ,, = 6 0 - 0 4 '.^
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9-misol. Mj(l; -1 ; 2), M2(2; 1; 2)va M 3(l; 1; 4) nuqtalardan
o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

Izlanayotgan tekislik tenglamasi (16) formulaga asosan:

x - 1  y + 1 z ~  2 x — 1 y + 1 z - 2
2 - 1  1 + 1  2 - 2 = 0  yoki 1 2  0

1 -1  1+1 4 - 2 0 2  2

Determinantni hisoblaymiz: 4(x -1 ) + 2(z -  2) -  2(y + 1) = 0. Bu

yerdan 4x -  2y + 2z -1 0  = 0 yoki 2x -  y  + z -  5 = 0. Bu izlangan 
tekislik tenglamasi.

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

1.1. M,(2; l ; - 2 )v a  ¥ 2(-7; -2; 1) nuqtalardan o‘tuvchi va Oy 
o‘qiga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.2. M(  1; 2; -  4) nuqtadan o‘tuvchi va xOy tekislikka parallel 
bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.3. M(3; 7; - 1) nuqta orqali o'tuvchi va xOz o‘qiga perpendikular 
bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.4. M(2; -  3; 4) nuqtadan o'tuvchi va xOz tekislikka parallel 
bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

1.5. M(0; ~2; 3)nuqtadan va Ox o ‘qidan o‘tuvchi tekislik 
tenglamasini yozing. Tekislikni yasang.

1.6. M (2; -  4; 3) nuqtadan va Oz o‘qidan o‘tuvchi tekislik tengla- 
masini yozing. Tekislikni yasang.

1.7. Ox va Oy o'qlaridan a v a c  birlikda kesib o ‘tuvchi hamda Oy 
o‘qiga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing. Tekislikni 
yasang.

1.8. M (-2; 4; -  4) nuqtadan va Oz o 'qidan o‘tuvchi tekislik 
tenglamasini yozing.

1.9. M( 2; -5; 4) nuqtadan va Oy o ‘q^dan o'tuvchi tekislik 
tenglamasini yozing.

1 . 10 . x -  lOy + 2z  - 1 2  = 0  tekislikning koordinata o'qlaridan kesib 
o‘tgan kesmalarini toping.
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1.11. 2x + 3y -  4z + 24 = 0 tekislik tenglam asini o 'q lardan  
ajratgan kesmalar bo‘yicha tenglamasiga keltiring.

1.12. 3x -  4y + 5z -  24 = 0 tekislik tenglamasini o'qlardan ajratgan 
kesmalar bo‘yicha tenglamasiga keltiring.

1.13. 2x + 9y -  6z + 33 = 0  tekislik tenglamasini normal ko'ri- 
nishga keltiring.

1.14. Tekislik tenglamalarini normal ko‘rinishga keltiring:
1) 2x -  9y + 6z -  22 = 0;
2) lOx + 2y -1  l z  + 60 = 0;
3) 6x -  6y -  7z + 33 = 0.

1.15. 3x -  4y + 5z -1 4  = Otekislik tenglamasini normal ko‘ri nishga 
keltiring.

1.16. Koordinatalar boshidan 5x - y  + 3z + 12 = 0 tekislikka 
perpendikular tushirilgan. Bu perpendikulaming uzunligini 
va uning koordinata o‘qlari bilan tashkil qilgan burchaklarini 
toping.

1.17. M0 (2; 3; - 1) nuqtadan 7x -  6 y -  6z + 42 = 0 tekislikkacha 
bo'lgan masofani toping.

1.18. M 0(2; - 4 ;  2 )nuqtadan 2x +l l y  + 10z  —10 = 0 tekislik- 
kacha bo'lgan masofani toping.

1.19. A{3\ 4 ;-1 ) nuqtadan 3x + 4y -  5 = 0 tekislikkacha bo‘lgan 
masofani toping.

1 . 2 0 .  5x +3y - 4 z  +15 = 0, 15jc +9y -1 2 z  -  5 = 0 p a r a l l e l  
tekishklar orasidagi masofani toping.
Ko ‘rsatma: Birinchi tekislikdan ixtiyoriy nuqtani, masalan, 
(-3; 0; 0 )ni olib, bu nuqtadan ikkinchi tekislikkacha bol- 
gan masofa topiladi.

121 [2* -3 y  + 6z -1 4  = 0,
[2x -  3y + 6z + 28 = 0 parallel tekishklar orasidagi maso- 

fani toping.
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1.22. 4x + 3y — 5^ —8 = 0,
4 X + 3 _ 5 ^ + 12  -  o Para^e  ̂ tekisliklar orasidagi maso-

fani toping.
* 1.23. x - 2 y + 2z -  5 = 0  tekislikka parallel bo‘lib, undan 2 birlik

uzoqlikda joylashgan tekislik tenglamasini yozing.
1.24. M(~ 4; -1 ; 2) nuqta orqali o‘tib, 3 x + 4 y  -  £ -  8 = 0 tekis- 

likka parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.
1.25. (2; 5; -1 ) nuqta orqali o‘tib, x + 3 y - 4 z + 5  = 0 tekislikka 

parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.
1.26. (1; -3; 2) nuqta orqali o‘tib, 7 x - 4 y + z - 4  = 0 tekislikka 

parallel bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.
1.27. M\(l; 2; 3) va M n (~2; -1 ; 3) nuqtalar orqali o‘tib, x + 4y -  

-2 z  + 5 = 0 tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik tengla- 
masini tuzing.

1.28. M ( - 1; 2; -3 )vajV (l; 4; -5 )  nuqtalardan o‘tib, 3x + 5 y -  
- 6 z  + 1 = 0  tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik teng- 
lamasini yozing.

1.29. (-1; -1; 2) n u q ta d a n  o ‘tib , x - 2 y + z - 4  = 0 va 
x + 2 y - 2 z + 4  = 0 tekisliklarga perpendikular bo'lgan 
tekislik tenglamasini yozing.

1.30.  (0; 0; a) nuqtadan o ‘tib, x - y ~ z = 0  va 2y = x  
tekisliklarga perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini 
yozing.

1.31.5x -  3y + 5^ + 5 = 0 va x - 2 y + 3 ^ - 5  = 0 tek islik lar 
orasidagi burchakni toping.

1.32. Berilgan tekisliklar orasidagi burchakni toping:
1) 4x -  5y + 3z -  1 = 0 va x  -  4y - z  + 9 = 0;
2) 3x -  y + 2z + 15 = 0 va 5x + 9y -  3z - 1  = 0;
3) 6 x + 2y -  4z  + 17 = 0 va 9x + 3y - 6z -  4 = 0.

1.33. M x( 1; 2 ; - l ) ,M2(-l; 0; 4), M 3( -2; -  l^l)nuqtalardan o‘tuv- 
chi tekislik tenglamasini tuzing.

1.34. M x(1; -  3; 4), M2(0; -  2; -  1), M3( 1, 1, -1 ) nuqtalardan
o‘tuvchi tekishk tenglamasini tuzing.
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1.35. M x(1; - 2 ;  - 1 / 2 ) ,  M2(2; 1; 43), M 3(0; -1; -1) nuqta- 
lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

1.36. Mx(l; 3; 0), M2(4; -1; 2), M 3(3; 0; 1) nuqtalardan o‘tuv- 
chi teksilikdan N(4; 3; 0) nuqtagacha bo‘lgan masofani 
toping.

2- §. Fazodagi to‘g‘ri chiziq.
Fazodagi to‘g‘ri chiziqqa doir asosiy masalalar

Bu paragrafda fazodagi to ‘g‘ri chiziqqa doir asosiy formulalar 
va misol-masalalar keltirilgan.

1°. To‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamalari.

zl(u ;6 ;c)nuqtadan o‘tuvchi va p{m, n, p}  vektorga per- 

pendikular bo‘lgan to ‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz. B(x; y; z)

to ‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy nuqta bo‘lsin, u holda AB  va o
( -» >

vektorlaming AB \ p parallellik shartiga asosan

x - a  _  y  -b  _  z~c  
m n p (1 )

tenglamalami hosil qilamiz. Bu tenglamalar to‘g ‘ri chiziqning 
kanonik tenglamalari deyiladi. p{m,  n, p}  vektor to ‘g‘ri 
chizining yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi. m, n va p — to ‘g‘ri 
chiziqning yo ‘naltiruvchi koeffltsiyentlari yo‘naltiruvchi vektoming 
Ox, Oy, Oz koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari hisoblanadi.

Agar a, /3 va y — to‘g‘ri chiziq bilan mos ravishda Ox, Oy, Oz 
koordinata o‘qlari orasidagi burchaklar bo'lsa, u holda

■ fJt r, I ncos«  = ± ,.... ....... cosB = ± . . 7. ;
■Jm2+n2+p2 ijm2+n2+p2

+ p (2 )cosy = + y —  -
■Jm2+n2+p2

122

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo'ladi. cosa, cos (i va cosy lar to‘g‘ri chiziqning yo ‘naltiruvchi 
kosinuslari deyiladi. m, n va p yo'naltiruvchi koeffitsiyentlami to‘g‘ri 
chiziqqa parahel bo‘lgan vektorning koordinata o ‘qlaridagi 
proyeksiyalari deb qarash mumkin. m, n v a p  lar bir vaqtda nolga 
teng bo‘lmaydi. (1) tenglamalami

x - a  _  y - b  _  z - c  ^3)
cosa cos ft cos y

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
2°. To‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamasi (1) nisbatning 

har birini t parametrga tenglashtirib hosil qilinadi:

x = m t + a ,  y = n t + b ,  z = p t + c , (4)

bu yerda t — parametr.
3°. To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi. Ikkita kesishuvchi 

tckislik

+ D2 = 0

tcnglamalari bilan berilgan bo ‘lsin, bu yerda /Vi {A{, Bx, Q };

( -»
Ni,  r + Dy = 0 va Ni ,  r

V )

N i {A2, B2, C2}; r (x, y, z}. 
U holda

-A
Ni, r + 5 | = 0 ,

V z
(=> ->>

Ni , r + D2 = 0

•V J

tenglamalar sistemasini ikki tekislikning kesishish chizig‘idan 
iborat to‘g‘ri chiziq tenglamasi deb qarash mumkin. Bu tenglamalar 
sistemasi fazodagi to‘gri chiziqning vektor shaklida berilgan umumiy 
tenglamasi deb ataladi. Koordinatalaridan foydalanib ushbuni hosil 
qilamiz: V

\Axx  + Bxy  + Cxz  + Dx = 0, 
[A2x  + B2y + C2 + D2 = 0.

(5)
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Bu yerda Ax, Bx, C, koeffitsiyentlar A2, B2, C2 koeffi-t- 
siyentlar bilan proporsional emas. (5) — qaralayotgan to‘g‘ri chiziq 
ikkita tekislikning kesishish chizig‘i ekanini bildiradi.

4°. Bdd to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak. Fazoda ikki to‘g ‘ri chiziq 
orasidagi burchak deb, bu to ‘g‘ri chiqlarga parallel bo‘lgan 
yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.

Ikki to ‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

f  = n + sxt (ix),

buyerda r {x; y; z } , ^ ^ ,  Zi}, sx{mx; nx; p x} va

r = r2 + s2t (l2),

bu yerda r{x; y; z}, r2 {x2; y2; z2}, s2 {m2; n2; p2}.
(/,) va (l2) to ‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni <p bilan, ulaming 

sx va s2 yo‘naltiruvchi vektoriari orasidagi burchakni 9 bilan 
belgilaymiz. Unda

51 's2
V j

-> —>
s2

<p = 9 yoki <p = n —6 bo‘lganidan cos<p = ± cosO . Bulaiga asosan,

cos (p = ±
sx s2

V /
->

Si s2

kelib chiqadi. Agar to ‘g‘ri chiziqlar

x-xi _ y-V! _ z-Z\ . . 
m n p ’ '■ u /

x-x2 _ y - y 2 _ Z-Z2 
mx nx px ’ ' 2'
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kanonik tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u holda bu to ‘g‘ri 
chiziqlar orasidagi burchak

cos<p = + . m m\+n n\+p p\
\Jm2+n2+p2 -Jmf2+n2+p\

(6)

formula bilan aniqlanadi.
5°. Fazodagi ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik va perpendikularlik 

shartlari. Ushbu

x - xq _ y - y o _ z - z o
m n p ’

x-x\ _ y-y\ _ z-Z\ 
m\ n\ p\ (7)

tenglamalar bilan berilgan to ‘g‘ri chiziqlaming parallellik sharti:

m _ n _ p  
m\ m p \ ’

perpendikularlik sharti:
mm.\ + nnx + ppx = 0

( 8)

(9)

bo'ladi.
6°. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvch to‘g‘ri chiziq tenglamasi.

Berilgan ikki A(X\;y\,  Z\) va B( x2; y 2; z 2) nuqtalardan o'tuvchi 
to‘g‘ri chiziq tenglamasi

x-X\ _ y-y\  _ Z-Z\
x 2~x\ y2-y\ z2-z\

( 10)

ko'rinishda yoziladi.
7°. To‘g‘ri chiziqning proeksiyalar bo‘yicha tenglamasi. (5)

tenglamalar sistemasida bir marta y ni, ikkinchi marta x ni yo‘qotib, 
to‘g‘ri chiziqning proyeksiyalar bo yicha tenglamasini hosil qilamiz:

x = m z + a ,  y = n z + b .  ( 1 1 )

(1 1 ) tenglamalami kanonik shaklda
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x - a  _  y -b  _  ; - 0  
m n 1

ko‘rinishda yozish mumkin.

1 - misol. = -j j - to‘g‘ri chiziq bilan koordinata 0 ‘qlari

orasidagi burchakni toping.

► #2 = 4, n = -3, /> = 1 2 lami (2) formuladagi o‘miga qo‘yib 
topamiz:

4 4cos a  = ± — - = ± JT voki
V16+9+144 13 ^

4 0 _  3 ,1 2cosa = j j ,  cosp = + Yj, cosy = ± ~ .

To‘g‘ri chiziqning koordinata o'qlari bilan tashkil etgan o‘tkir 
burchaklari a = 72°55',p = 76°20',y = 22°22' bo'ladi. ^

2- misol. Ikki to ‘g‘ri chiziq orasidagi o‘tkir burchakni toping:

x - 2  _  y - 1 _  z - 3 x - 1  _  y +2 __ e+1
T “ - 1  _  T -  va 2 _  4 -2  '

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak (9) formula bilan topiladi. 
Bu yerda m = 3, n = - 1, p  = 2 va m = 2, « = 4, p = -2;

-32+(-1>4+2<-2) -+-_ - 2 ■
^ 32+ (- 1)2 +22 ->/22+42+(-2)2 VI4V24 ’

cos()9 = + — t  0,1091.
2V27

Masalaning shartiga asosan o‘tkir burchakni topish kerak, 
shuning uchun cos q> ning musbat qiymatini olamiz:

cos cp = 0,1091 yoki < <p = 88°44' ^
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

2. 1. 1) to‘g‘ri chiziqlaming

yo‘naltiriuvchi kosinuslarini toping.
2.2. A(\;-5; 3) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlari bilan mos 

ravishda 60°, 45°, 120° burchaklar tashkil qiluvchi to ‘g‘ri 
chiziq tenglamasini tuzing.

2.3. To‘g‘ri chiziqlar umumiy tenglamalari bilan berilgan. Bu to‘g‘ri 
chiziqlar uchun kanonik tenglama va to ‘g‘ri chiziqning 
proyeksiyalar tenglamasini yozing:

2.4. A(4; 3; 0)nuqtadan o‘tuvchi va p { - 1; 1; 1} vektorga parallel
to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing. T o‘g‘ri chiziqning yOz 
tekislikdagi izini toping.

2.5. x = 4, y -  3 to‘g‘ri chiziqni yasang va uning yo‘naltiruvchi 
vektorlarini toping.

to ‘g ‘ri chiziqlarni yasang va ularning yo‘naltiruvchi 
vektorlarini aniqlang.

2.7. To‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasining kanonik ko‘rinishga 
keltiring:

2.9. M q(2; 0; -3) nuqtadan o‘tuvchi va q(2; -3; 5) vcktorga:

(2x -  y + 2z -  3 = 0, 
[x + 2y - z ~ l  = 0,

x  + 2 y - 3 z - 5  = 0, 
2x - y  + z + 2  = 0;

2 .6 . 1) y = 3, z = 2; 2) y = 2, z = x  +1; 3) x = 4, z = y

2x -  3y + 2z -  9 = 0, 
x -  2y + z + 3 = 0.

to ‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi 
kosinuslarini toping,\

11 Tzl = y+^ -  T ll
^  5 2 “  -1 to ‘g‘ri chiziqqa; 2) Ox o'qiga;
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[3x - y  + 2z - 7  = 0,
3) Oz o'qiga; 4) \ x + 3 y __2 z - 3  = 0 t0 ‘8 ‘ri chiziW

5) x = -2  + /, y = 2t, z = 1 -  ^

to ‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan to ‘g‘ri chiziqning kanonik 
tenglamasini yozing.

2.10. >4(2; —5; 3 ) nuqtadan o‘tuvchi va:
1) 0Z o‘qiga parallel;

2 ) to ‘g‘ri chiziqqa parallel;

\2x -  y+ 3Z - l  -  0,
3) 15 ^ + 4y  _ z _ 7  _ o t0‘§<ri chiziqqa parallel to‘g‘ri chiziq 

tenglamasini yozing.
2.11. Quyidagi to ‘g‘ri chiziqlaming kesishishini tekshiring:

1)
x —1 _ y -1  _ z-5 . x-6 _ y+1 _ z .
~i i 4~ ’ va ” 3 +T -  r

|4 x + 2 + 1  = 0, \3x + y -  z + 4 = 0,
'  [x  -  2y + 3 = 0 va { y  + 2Z -  8 = 0.

2 . 1 2 . v4 (2 ; 3 ; l )n u q ta d a n  3^1 = Z. = t o ‘g ‘ri ch iz iqqa  

o‘tkazilgan perpen-dikular tenglamasini yozing.

2.13. xy -  = = - I 4 to‘g‘ri chiziqning koordinata tekislik laridagi

izining koordinatalarini toping.

2.14. = ~ -  = ^ v a |  = ^  = ^  to‘g‘ri chiziqlar orasidagi 

burchakni toping.

2.15. Quyida berilgan to ‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni toping:
[2x + 3y -  4Z + 5 = 0,

^  { x - y  + Z = 0  va

J x - y  + 2 z - 4  = 0,
| 2x + y -  ^ -  5 = 0;
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2)
x - y  + z~  4 = 0, 

2x + y - 2 z  + 5 = 0

x + y + z -  4 = 0, 
2x + 3y -  z -  6  = 0 ;

3x -  4y -  2z = 0, 
2 x + y -  2z = 0

f4x + y -  6 z -  4 = 0,
{ y -  3z + 2  = 0 .

2.16. /4(3; -1 ; 4) nuqtadan o‘tuvchi va Oz o ‘qiga parallel bo‘lgan 
to ‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

2.17. /4(1; -1 ; 2) nuqtadan o ‘tuvchi va 2L! = = i-il to ‘g‘ri

chiziqqa parallel bo‘lgan to ‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
2.18. /4(-l; 2; 3)va B(2; 6 ; - 2 )  nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq 

tenglmasini yozing.
2.19. /4(2; -1 ; 3) va B(2; 3; 3) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni 

yasang va uning tenglmamasini yozing.
2.20. /4(4; -3 ;  1) nuqtadan chiqib, v(2; 3; 1) tezlik bilan 

harakatlanuvchi nuqta trayektoriyasi tenglamasini yozing.
2.21. Berilgan M, va M2 nuqtalardan o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziq 

tenglamasini yozing:

1) M,( 1; -2 ; 1), M2(3; 1; -1);

2 )  M ,(3 ;-1 ; 0), M2 (l; 0 ; - 3 )

2.22. 1) (-2; 1; -1 ) nuqtadan o‘tib p {  1; - 2 ;  3} vektorga parallcl
bo‘lgan; \
2) /4(3;-1; 4) va 5(1; 1; 2) nuqtalardan o‘tuvchi to ‘g‘ri 
chiziqning parametrik tenglamasini yozing.

‘1 -  Cliiziqli algebra va analitik geometriyadan 
masalalar yechish
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2.23. x  = 2 z - l ,  y = -2 z + 1 to ‘g‘ri chiziq bilan koordinatalar 

boshi va (1; - 1; - 1) nuqtadan o‘tuvchi to ‘g‘ri chiziqlar 
orasidagi burchakni toping.

2.24. j  = j  = y to ‘g‘ri chiziq bilan x = z+ h  y = \~  z to ‘g‘ri 

chiziqning perpendikular ekanligini isbotlang.
2.25. (-4; 3; 0) nuqtadan o‘tuvchi va

\ x - 2 y  + z = 0 ,
[2x + y  -  z = 0

to ‘g‘ri chiziqqa parallel to ‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
2.26. (2; -  3; 4) nuqtadan o‘tib, Oz o‘qiga perpendikular bo‘lgan 

to ‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
2.27. N (2; -1 ; 3) nuqtadan

x+l _  y+2 _  z - 1
“1  4 5~

to ‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani toping.
Ko'rsatma. A ( -1; — 2; 1) nuqta to ‘g ‘ri chiziqda yotadi;

p{3; 4; 5} to‘g ‘ri chiziqning yo ‘naltiruvchi vektori. U holda, 
nuqtadan to‘g ‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa

d - \A » \  s m a -  W|^  ^

formula bilan topiladi.
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3- §. Fazoda to‘g‘ri chiziq va tekislik

Bu paragrafda tekislik va to‘g‘ri chiziq orasidagi munosabatlarga 
doir asosiy formulalar keltiriladi, misol-masalalar qaraladi.

1°. ~~~ = }’ n = -y -  to‘g‘ri chiziq bilan Ax + By + Cz + D = 0 

tekislik orasidagi o‘tkir burchak

sin<p = A m+Bn+Cp

'jA 2+B2 + C2-\jm2+n2+p2
( 1 )

formula bilan topiladi.
To‘g ‘ri chiziq va tekislikningparallellik sharti:

Am + Bn + Cp = 0.
To‘g ‘ri chiziq va tekislikningperpendikularlik sharti:

A = B_= C_ 
m n p '

(2)

(3)

[ A x+ By + Cz+D = 0,
2'. Berilgan . c - + fl| 0 to‘g‘ri chiriqdan o‘tnvchi

tekisliklar dastasining tenglamasi

Ax + By + Cz + D + X(Axx + B}y  + Cxz + Dx) = 0

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda X — ixtiyoriy haqiqiy son.
3°. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasi. To‘g‘ri 

chiziqning param etrik  tenglam asi x = mt + a, y = nt + b, 
z - p t  + c lami tekislikning umumiy tenglamasidagi x, y, z  lar 
o‘miga qo‘yib, Ax + By + Cz + D = 0 dan /0 ning qiymatini, so‘ngra 
x0, y0, z0 larni topamiz. Bu esa to ‘g‘ri chiziq bilan tekislikning 
kesishish nuqtasi bo‘ladi. \

4°. Ikki to‘g‘ri chiziqning bir tekislikda yotish sharti: 
a -  a{ b -1 \ c -  cx

m n P
mx «i Pi

(5)
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„ . , \ x + y + z -  4 = 0, . . . . . .  . . .
1 - misol. \ „ ,  „ to g n  chiziq bilan

[2 x - y  + 4z + 5 = 0

x + y + 3 z - l  = 0
tekislik orasidagi burchakni toping.

To‘g‘ri chiziq tenglamasini kanonik kohinishga keltirmasdan 
ham to‘g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni topish mumkin. 
Buning uchun to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topish 
yetarli.

To‘g‘ri chiziq tenglamasining koeffsiyentlaridan

' i  i n

l2 V
matritsani tuzib, / =  1 desak, 1- § dagi (15) formula yordamida

m =
1 1 

-1 4
= 5, n = 1 1 

4 2 = ~2, P =
1 1

2 -1 = -3

lami topamiz. Tekislik tenglamasidan =  1, 2?= 1, C = 3 n i  topib, 
(1) formula yordamida o‘tkir burchakni topamiz:

stntjo = -6
Vn-V38 V4I8

= 0,2935, <p = 17°04'.^

2- misol. Af (1; -1 ; 2) nuqtadan va
3x + y  -  4z + 5 = 0, 
x - y  + 2 z - l  = 0

to‘g‘ri

chiziqdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
Berilgan to ‘g‘ri chiziqdan o'tuvchi tekisliklar dastasining 

tenglamasi (4) formulaga asosan quyidagicha bo‘ladi:

3 x + y + -4  z  + 5+ X(x ~ y  + z~  1) = 0.

Bu tekisliklar dastasidan M ( 1; -1 ; 2) nuqtadan o‘tuvchi 
tekislikni ajratib olish talab qilinadi. Agar tekislik bu nuqtadan 
o‘tsa, u holda bu nuqtaning koordinatalari tekislik tenglamasini 
qanoatlantiradi. Tenglamaga M  nuqtaning koordinatalarini qo‘yib, 
X ning qiymatini topamiz:
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5A -1  = 0, A = 1 / 5 .
A ning qiymatini tekislik teglamasiga qo‘yib, ushbu tenglamani 
topamiz:

8x + 2y -  9z + 12 = 0. ^

3- misol. y + z ^ to ‘g‘ri chiziqdan o ‘tib,
[x + 2 y - z  + 2  = 0

x —\ _  y+2 _ j-1
i 2 2~

to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.
^  Birinchi to ‘g‘ri chiziqdan o ‘tuvchi tekisliklar dastasining 

tenglamasi

3 x - y  + z -  5 + A (x + 2 y - z  + 2) = 0
yoki

(3 + X)x + (2A -1  )y + (1 -  X)z -  5 + 2A = 0.

Bu tekisliklar dastasidan ikkinchi to‘g‘ii chiziqqa parallel bo‘lgan 
tekislik tenglamasini ajratib olamiz, buning uchun to ‘g‘ri chiziq 
va tekislikning parallellik sharti (2 ) bajarilishi kerak. (*) tenglikdan 
v4 = 3 + A, B = 2A -  1, C = 1 -  A. Ikk inch i t o ‘g ‘ri ch iziq  
tenglamasidan m = - 1, n = 2, p = 2. U holda to ‘g‘ri chiziq va 
tekislikning parallelik shartiga asosan:

(3 + A) • (-1) + (2A — 1) - 2 + (2 — A) -2 = 0
yoki

- 3 - A  + 4 A - 2  + 2 - 2 A  = 0, A = 3.

A ning bu qiymatini (*) ga qo‘yib, 6x + 5y — 2z + 1 — 0 tenglamani 
hosil qilamiz. ^

s,
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

3.1. Xy -  = - - | 2 = z'y  to‘g‘ri chiziq bilan 2x + y -  z + 4 = 0  tckislik 

orasidagi burcbakni toping.

3.2. 3; = 3x -  1, 2z = -3x  + 2 to‘g‘ri chiziq bilan 2x + y  + z - 4  = 0 

tekislik orasidagi burchakni toping.

3 .3 . ^  to ‘g‘ri chiziq bilan 2x + y — z — 0  tekislik- 

ning parallelligini, Xj -  = - y  = -y3 to ‘g‘ri chiziqning bu 

tekislikda yotishini ko‘rsating.

3.4. P(l; 2; -1 ) nuqtadan o'tuvchi va -y -  = yy- = y p  to ‘g‘ri 
chiziqqa perendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

3.5. (—1; 2; — 3) nuqtadan 0 ‘tuvchi va x = 2, y ~ z  = 1 to ‘g‘ri 
chiziqqa perendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

jx  - 4 y  + 5z~  1 = 0 ,
3.6. P (2; -  4; -  2) nuqtadan o‘tuvchi va j 2x + y + 3 = 0

to ‘g‘ri chiziqqa perpendikular bo‘lgan tekishk tenglamasini 
yozing.

3.7. (2; 1; 6 ) nuqtadan o‘tuvchi va x -  4y + 5z = 0 tekislikka 
perpendikular bo‘lgan to ‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing va 
uning yo‘naltiruvchi kosinuslarini aniqlang.

3.8. (1; - 1; 2) nuqtadan o‘tuvchi va 3x -  y  -  5z -  8 = 0 tekishkka 
perendikular bo‘lgan to ‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

3.9. = = to ‘g ‘ri chiziq bilan x + y - 2 z - 4  = 0
tekislikning kesishish nuqtasini toping.

3.10. Kesishish nuqtasini toping:
1) = - y  = |  to ‘g‘ri chiziq bhan 3x -  3y + 2z -  5 = 0 
tekislikning;
2 ) y to ‘g‘ri chiziq bilan x + 2 y -  4 z + 1 = 0o 1 5
tekishkning;
3) 14 = - y  to‘g‘ri chiziq bilan 3 x - y  + 2 z - 5  = 0 
tekishkning.
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3.11. (2; -  1; 3) nuqtadan o‘tuvchi va x + 3y -  4z -  13 = 0 tekislikka 

perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

3.12. (3; 4; 0) nuqtadan va to ‘g‘ri chiziqdan

o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3.13. x-)- 1 = - y  = z-+y  to‘g‘ri chiziqdan o‘tuvchi va 2x + 3y — z ~  4 =0 

tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

3.14. = j  = va ~ parallel to ‘g‘ri chiziqlar

orqali o ‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3.15. 2x + y -  3z + 1 = 0 tekislik bilan
x -3  _ y - 5  _  z +1 x - 5  _  y - 3 _  z+4
~1 =5 T ' Va ~2 2 =6”
to ‘g‘ri chiziqlaming kesishish nuqtalaridan o‘tuvchi to ‘g‘ri

chiziq tenglamasini tuzing.

3.16. A ning qanday qiymatida Ax + 3y -  5z + 1 = 0 tekislik bilan

= ----- to ‘g‘ri chiziq parallel bo‘ladi?

3.17. A  va B ning qanday qiymatida Ax+ By + 6z~  2 = 0  tekislik

bilan to ‘g‘ri chiziq o ‘zaro perpendikular

bo‘ladi?

3.18. (3; -  2; 4) nuqtadan 5x + 3y -  l z  + 1 = 0 tekislikka perpen- 

dikular o‘tkazing.

3.19. Koordinatalar boshidan “  to ‘g‘ri chiziqqa

perpendikular o‘tkazing.
\x  -  y  + 3z -  1 = 0 , ■'

3.20. M (2; -1 ; 0) nuqtadan va \ 2x + y - z  + 2 = 0 t0 < 8  n

chiziqdan o‘tuvchi tekislik tenglama^ini tuzing.

3.21. (1; 1 ; - 2 )  nuqtadan va = ~ f  to ‘g‘ri chiziqdan

o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
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3.22. =  ~  t o ‘ g ‘ r i  c h i z i q d a n  o ‘ t i b ,  3 x - y  +  2 z - 2  =  0  

t e k i s l i k k a  p e r p e n d i k u l a r  b o ‘ l g a n  t e k i s l i k  t e n g l a m a s i n i  

y o z i n g .

3 .2 3 .  \ ^  t o  g  r i  c h i z i q d a n  o  t i b ,

[ x + y + z - 4 = 0

f x -  y  + 2z + 1 = 0 ,
| 2 x + y -  3 z + 4  -  0  § ^  chiziqqa parallel bo‘lgan tckislik

tenglamasini yozing.

3 .24 . ^ p  = ^ p  = -yp to ‘g ‘ri ch iziqdan  o ‘tib , x + 4y -  

-3 z + 7 = 0  tekislikka perpendikular b o ig an  tekislik 

tenglamasini yozing.

3.25. { X ^  + to ‘g‘ri chiziqdan o‘tib, 2 x + 2 y ----
[ x ~ y + z + 5 = 0

£ + 5  = 0  tekislikka perpendikular b o ig a n  tekislik 
tenglamasini yozing.

3.26. ^  ^  = |  va = = Parallel to ‘g‘ri chiziq-

lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3.27. ~  ~  = |v a  x- -  = -y = parallel to‘g‘ri chiziqlardan

o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3 .2 8 . j  = t o ‘g‘ri ch iziqn ing  x - y - 3 £ + 8  = 0

tekislikdagi proyeksiyasini toping.

3.29. y  = ----- = y ' 1 va ~  = ~  = z-~ parallel to‘g‘ri chiziqlardan 

o‘tuvchi tekislik tcnglamasini yozing.
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3.30. ~ = j  = ~  va = — ^parallel to ‘g‘ri chiziqlardan

va P(4; -  3; l) nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini 
yozing.

3.31. - y  ■ = —j— = —j- to g n  chiziqdan o tib, - y  = ^y - = -y- 

to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

3.32. = y —- = ~ to ‘g‘ri chiziqdan o‘tib, x + y -  z + 15 = 0 

tekislikka parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

3.33. P(7; 9; 7) nuqtadan |  to ‘g‘ri chiziqqacha

bo‘lgan masofani toping.

4- §. Ikkinchi tartibli sirtlar

Bu paragrafda ikkinchi tartibli sirtlar tenglamalari bayon 
qilinadi, ular yordamida misol-masalalar yechish qaraladi.

Koordinatalari F(x, y, z) = 0 ko'rinishdagi tenglamani 
qanoatlantiradigan nuqtalaming geometrik o‘mi sirt deb ataladi. Agar 
bu tenglama z ga nisbatan yechilsa, u  holda sirt tenglamasi 
Z = f ( x ,  y) ko‘rinishda bo‘ladi. Sirt tenglamasida har doim ham 
uchala o‘zgaruvchi bir vaqtda qatnashavermasligi ham mumkin.

1°. Sferik sirt. Markaz deb ataluvchi nuqtadan bir xil uzoqlikda 
joylashgan nuqtalaming geometrik o‘mi sfera deb ataladi. Sferaning 
kanonik (sodda) tenglamasi:

(x -  a)2 + O  -  b)2 + ( z - c ) 2 = R2 (1)
/'

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda a, b, c — sfera markazining 
koordinatalari, R — uning radiusi.

Sferaning markazi koordinatalar boshida bVlsa, uning tcnglmasi

x 2 + y2 + z2 = R2 (2 )
ko‘rinishda bo‘ladi.
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Sferaning umumiy tenglamasi:

Ax2 + Ay2 + Az2 + 2 Bx + 2Cy + 2 Dz + E = 0 , ( A*0) .

1 - misol. x 2 + y 2 + z2 -  x  + 2y + l = 0 tenglama bilan berilgan 
sferaning markazi koordinatalarini va radiusini toping.

Berilgan tenglamani, x, y, z o‘zgaruvchilarga nisbatan to‘la 
kvadrat ajratib, sferaning kanonik ko‘rinishdagi tenglamasiga 
keltiramiz:

(x2 -  x + i )  -  ~ + (y2 + 2y + l) - 1 + z2 + 1 = 0

yoki

( * - j ) J + 0 ’ + l)3 +z 2 = I .

Bu yerdan ko‘rinadiki, sferaning markazi C ( l / 2 ; - l ; 0 )  
nuqtada, radiusi R = 1 /2  ga teng. ^

2- misol. Markazi nuqtada C(l; 1; -1 ) va radiusi R — 8 ga teng 
bo‘lgan sfera tenglamasini yozing.

( 1) formulada a = 1, b = 1, c = -1 va R — 8 bo‘lsa, sfera 
tenglamasi

(x - 1)2 + { y - 1)2 +{z + \)2 = 64 

yoki x 2 + y 2 + z2 - 2 x ~ 2 y  + 2 z ~ 6 l  = 0  ko‘rinishda bo‘ladi. ^

. \ { x - 3 ) 2 + {y + 2)2 + { z - \ f  = 1 0 0 , .
3- misol. 1 0 „ n „ aylana markazi[ 2 x - 2 y - z  + 9 = 0

ning koordinatalari va radiusini toping.

► Sfera markazi C(3; —2; 1) nuqtadan tekislikka perpendikular 
olkazam iz, uning tenglamasi

xi l  = y f l  = ^±  (*\2 - 2 - 1  1 >
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ko‘rinishda bo‘ladi. Tekislikning normal vektorini perpendikulaming 
yo‘naltiruvchi vektori deb qabul qilish mumkin.

Endi (*) to ‘g‘ri chiziq bilan 2 x - 2 y - z  + 9 = 0 tekislikning 
kesishish nuqtasi koordinatalarini topamiz. Bu nuqta koordinatalari 
sfera bilan berilgan tekislikning kesishishidan hosil bo‘lgan aylana 
markazining koordinatalari bo‘ladi. To‘g‘ri chiziq tenglamasini

x = 2t + 3, y = -2t  -  2 , z = ~t + 1

parametrik shaklda yozib, tekislik tenglamasidagi x, y, z lar o‘miga 
ularning t orqali qiymatini qo‘ysak,

2(21 + 3) -  2 (-21 -  2) -  {-t + 1) + 9 = 0,

ya’ni t = — 2 ni olamiz. Bunga asosan aylana markazining 
koordinatalari

x = 2(-2) + 3 =-1 ,  y = -2(-2 ) - 2  = 2, ^ = -(-2 )  + 1 = 3
yoki C (-l; 2; 3) bo‘ladi.

Endi sfera markazi C(3; -2 ;  1) nuqtadan 2 x - 2 y ~ z  + 9 = 0 
tekislikkacha bo‘lgan masofani topamiz:

d  _  |2-3-2 (-2)-l+9| _  18 _  6 
■»/4+4+1 3

Aylana radiusi r ushbu r1 = R2 -  d2 tenglikdan topiladi, bu yerda 
R — sfera radiusi. Shunday qilib, r2 = 100 -  36 = 64, ya’ni R =  8 . ^  

2°. Silindrik sirt. Yasovchi deb ataluvchi to ‘g‘ri chiziqning 
yo‘naltiruvchi deb ataluvchi biror egri chiziq bo‘ylab berilgan 
yo‘nalishga parallell holda harakatlanishidan hosil bo‘lgan sirt 
silindrik sirt deyiladi.

Yasovchi Oz o ‘qiqa parallel, yo‘naltimvchi chiziq esa xOy 
tekislikda yotadigan va

F(x; y) = 0 ^

tenglama bilan aniqlanadigan holni qaraymiz (39- rasm). Sirtning 
yasovchisida ixtiyoriy A(x; y; z) nuqta olamiz, uning birinchi ikkita 
koordinatasi B(x; y; 0) nuqta koordinatalari bilan bir xil bo‘ladi.
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z

Shu sababli silindrik sirtning A(x; y; z) nuqtasining koordinalari 
yo‘naltiruvchi chiziq tenglamasi F(x; y) = 0  ni qanoatlantiradi. 
Demak, bu tenglama yasovchilari Oz o‘qiqa parallel bo'Igan silindrik 
sirtning tenglamasidir. Shunday qilib, z koordinatani o‘z ichiga 
olmagan F(x; y) = 0 tenglama fazoda yasovchilari Oz o‘qiqa parallel 
va yo‘naltiruvchisi xOy tekislikda o‘sha tenglama bilan aniqlanadigan 
silindrik sirtni ifodalaydi.

Shunga o‘xshash, x koordinatani o‘z ichiga olmagan

F(y; z) = 0

tenglama va y  koordinatani o‘z ichiga olmagan

F(x; z) = 0

tenglama yasovchilari mos ravishda Ox va Oy o ‘qlarga parallel 
bo‘lgan silindrik sirtlarni aniqlaydi.

1- misol. x 2 + y 2 = R2 tenglama qanday sirtni aniqlaydi?

Berilgan tenglama bilan aniqlanadigan sirt silindrik sirt bo‘lib, 
u doiraviy silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qiqa parallel,
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xOy tekislikdagi yo‘naltiruvchisi esa radiusi R va markazi koordinataiar 
boshida bo‘lgan x 2 + y 2 = R2 aylana tenglamasidir. ^

3*. Fazoda chiziq. Ikkita sirtning kesishishi fazoda chiziqni 
ifodalaydi. Agar bu sirtlaming tenglamalari F(x ; y; z) = 0 va 
F{ (x; y; z) = 0 bo‘lsa, u holda bu ikki tenglama sistemasi

j  F(x,y,  Z) = 0,
[Fi(x, y, z) = 0

fazodagi chiziqning tenglamasi bo‘ladi. Shunday qilib, bu 
tenglamalar sistemasini qanoatlantimvchi nuqtalaming geometrik 
o‘rni chiziq bo‘ladi.

. . . \x2 +y2 + ( z -  7)2 =16, .
1- misol. 1 _ g  tenglamalar sistemasi

qanday chiziqni ifodalaydi?
Birinchi tenglik sferani, ikkinchi tenglik xOy tekislikka parallel 

bo‘lgan tekislikni ifodalaydi. Berilgan sferani berilgan tekislik bilan 
kesilganda aylana hosil bo‘ladi. Demak, masalada qaralayotgan chiziq 
z — 6  tekislikda yotuvchi aylanadan iborat ekan.

Bu aylana tenglamasini tuzamiz. z — 6  qiymatni birinchi tenglikka 
qo‘yib ushbuni hosil qilamiz:

Jx2 + y2 + ( 6 -  7)2 = 16, Jx2 + y2 + 1 = 16.
U  = 6  h  = 6 .

Natijada

J x 2 + y 2 = 15,
[z  = 6 .

Birinchi tenglik o ‘qi Oz o ‘qidan iborat bo‘lgan doiraviy 
silindrdan, ikkinchisi xOy tekislikka parallel tekislikdan iborat. Bu 
sistemaning birinchi tenglamasi x 2 + y2 = l5 S h u  xOy tekislikdagi 
aylana tenglamasi bo‘ladi. ^

4#. Aylanish sirtlari. yOz tekislikdagi F(y, z) = 0  tcnglama bilan 
berilgan L chiziqni qaraylik. Bu chiziqning Oy o ‘qi atrofida
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aylanishidan hosil bo‘lgan sirtning tenglamasini topamiz. Bu sirtda 

ixtiyoriy M(x; y; z) nuqtani olamiz va u orqali aylanish o‘qiga 

perpendikular tekislik o‘tkazamiz. Kesimda markazi aylanish 

o‘qidagi N( 0; y; 0) nuqtada bo‘lgan aylana hosil bo‘ladi. Bu aylana 

radiusi yjx2 + z2 ga teng. Lekin, ikkinchi tomondan, bu radius 

berilgan L chiziq M,(0; y; z) nuqtasi applikatasining absolut 

qiymatiga teng. Demak, berilgan tenglamada

Y = y, Z  = ±yjx2 + z2

(M nuqtaning koordinatalari) deb, izlanayotgan aylanish sirtning 

ushbu F(ys + y]x2 + z2) = 0  tenglamasini hosil qilamiz.
Shunday qilib, L chiziqning Oy o ‘qi atrofida aylanishidan hosil 

bo‘lgan sirt tenglamasini olish uchun bu chiziq tenglamasida z ni 
±s]x2 + z} ga almashtirish kerak. Shunga o ‘xshash qoida 
chiziqlaming boshqa koordinata o‘qlari atrofida aylanishidan hosil 
bo‘lgan sirtlar uchun ham o‘rinlidir.

Aylanish sirtlari tenglamalarini quyidagi jadvalda keltiramiz:

Chiziq tenglamasi Aylanish o 'qi Aylanish sirti tenglamasi

| F(x, y) = 0, Ox F(x, J y 2 + z2) = 0
U = o. Oy F(slx2 + z2,y) = 0

\F{x, Z) = 0, Ox F(x, sjy2 +z2) = 0
[z = 0. Oz F(<Jx2 + y2,z) = 0

\F (x , j) = 0, Oy F(y, sjx2 + z2) =  0
\ z  = 0. Oz F( Jx2 +  y 2,z) =  0
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5°. Konussimon (konik) sirtlar. Konussimon sirt deb, konusning 
uchi deb ataladigan berilgan nuqtadan o‘tuvchi va konusning 
yo ‘naltiruvchisi deb ataladigan berilgan chiziqni kesuvchi barcha 
to ‘g‘ri chiziqlardan tashkil topgan sirtga aytiladi. Konussimon sirt 
tashkil etadigan to ‘g‘ri chiziqlaming har biri konusning yasovchisi 
deb ataladi.

Konussimon sirtning uchi koordinatalar boshida, yasovchisi

F(x; y) = 0 esa z = h tekislikda bo‘lsin. U holda yasovchi tenglamasi
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: — = — = \  , bu yerda (x0; y0; h)

* 0  yo n
yo‘naltimvchi nuqta. Bu yerdan xn va y0 ni topib, F(x; y) = 0 
tenglikka qo‘ysak, uchi koordinatalar boshida bo‘lgan konussimon 
sirt tengamasini olamiz:

Agar konusning uchi (a; b; c) nuqtada bo‘lsa, u holda uning 
tenglamasi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

(3) tenglama x, y  va z  o ‘zgamvchiga nisbatan bir jinsli, (4) 
tenglama esa x - a ,  y - b ,  z - c  o‘zgaruvchiganisbatanbir jinsli. 
Tenglamaning bir jinsliligidan uning konussimon sirt ekanligini 
bilish mumkin.

(3)

+ (y- ^ h z ^  + b =o.
Z-C Z-C (4)
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

4.1. Markazi koordinatalar boshida boigan va radiusi R =; 5 boigan 
sfera teglamasini tuzing.

4.2. Markazi C (-l; 2; -  3) nuqtada va radiusi R -  3 ga boigan sfera 
tenglamasini tuzing.

4.3. Markazi C (-l; -  2; -  4) nuqtada va radiusi R = 6 boigan sfera 
tenglamasini tuzing.

4.4. x 2 + y 2 + z 2 -  6x + 8y + 10z + 25 = 0 sfera markazining koordi- 
natalarini va radiusini toping.

4 .5.4x2 +4y2 +4z 2 ~4x+  1 2 j - 1 6 z  + 1 = 0 sfera markazining 
koordinatalarini va radiusini toping.

4.6. x 2 +y2 +z2 + x - y  + Z = 0 sfera markazining koordinatalarini 
va radiusini toping.

4.7. Tenglamasi bilan berilgan sferaning markazi koordinatalarini 
va radiusini toping:

1) (x + l ) 2 + (y + 2 f  + r  = 25;
2) x2 + y2 + z2 -  4x  + 6 y + 2z + 2 = 0;
3) 2x2 + 2y2 + 2Z2 + 4 y - 3 z  + 2 = 0;
4) x 2 + y 2 + z2 = 2x; 5) x 2 +y2 + z2 =4z~  3.

4.8. Agar M(4; -1; -3 )  va N ( 0; 3 ; - l )  nuqtalar sferaning birorta 

diametrining oxirlari bo‘lsa, uning tenglamasini tuzing.

4.9. j * 2 + y 1 + Z2 -  ÔO, aylananing markazi koordinatalari va 
j  2 x + 2y -  z = 18
radiusini toping.

x 2 v24.10. ^  + = 1 tenglama qanday sirtni aniqlaydi?

4.11. y 2 =2px tenglama qanday sirtni aniqlaydi?

V2 X2
4.12. +2 ” =  ̂ lcnglama qanday sirtni aniqlaydi?

4.13. Quyidagi tenglamalar qanday sirtni aniqlaydi:
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4.14. Quyida berilgan tenglamalar qanday sirtni ifodalashini 

aniqlang va ulami yasang:

4.15. x 2 + y 2 + z2 -  2ax = Osferaga tashqi chizilgan va yasovchilari:
1) Ox o ‘qiga, 2) Oy o ‘qiga, 3) Oz o ‘qiga parallel bo‘lgan 
silindrik sirt tenglamasini yozing.

4.16. Yo‘naltiruvchisi y 2 = 4x, z -  0 va yasovchisi p{  1; 1; 1} 
vektorga parallel bo‘lgan silindrik sirt tenglamasini yozing.

4.17. Yo‘naltiruvchisi x 2 + z2 = 4x, z  = 0 vayasovchisi p{l; 2; 3} 
vektorga parallel bo‘lgan silindrik sirt tenglamasini yozing.

4.18. y 2 = 4x, z  = 0, z  = 4, x  = 4 sirtlar bilan chegaralangan 
jismni yasang va x = 4 tekislikda yotuvchi yog'ining diagonali 
tenglamasini yozing.

1) x 2 + y 2 = 4; 

3) x 2 -  y 2 = 1; 

5) z2 = y;

7) x 2 + y 2 = 2y; 
9) x 2 -  z2 = 0;

4) y 2 = 2px;

6 ) z  + x2 = 0 ;

8) x 2 + y 2 = 0; 

10) y2 = xy.

4.19.' - tenglam alar sistem asi qanday ch iziqn i
Z = 5

ifodalaydi?

laydi?

10— Chiziqli algebra va analitik geometriyadan 
masalalar yechish.
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Z = X~ +  y ,
4 .2 1 . \ _ g tenglamalar sistemasi bilan qanday chiziqm

aniqlasa bo‘ladi?
4.22. x2 + y2 = R2 aylana Ox o‘qi atrofida aylanadi-Aylanish sirti 

tenglamasini yozing.
4.23. x  = z to‘g‘ri chiziq Oz o‘qi atrofida aylanadi. Aylanish sirti 

tenglamasini yozing.
4.24. y = z  to ‘g‘ri chiziq Oy o ‘qi atrofida aylanadi. Aylanish sirti 

tenglamasini yozing.
4.25. y = 3x to‘g‘ri chiziqning Cbc o‘qi atrofida aylanishdan hosil 

bo‘lgan aylanish sirti tenglamasini yozing.
4.26. z  = x 1, y  = 0 chiziqning: 1) Ox o ‘qi atrofida; 2) Oz o ‘qi 

atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamalarini yozing.

Bu sirtlami yasang.

4.27. A  + = 1 ellipsning: 1) Ox o‘qi atrofida; 2) Oy o‘qi atrofida
a1 b2

aylanishidan hosil bo‘lgan aylanish sirti tenglamasini yozing.
2 2

4.28. + £=- = 1 ellipsning: 1) Ox o ‘qi atrofida; 2 ) Oz o‘qi atrofida
a2 c2

aylanishidan hosil bo'lgan sirt tenglamasini yozing.
2 2

4.29. i . - - L  = l giperbolaning: 1) Ox o ‘qi atrofida; 2) Oz o ‘qi
a2 c2

atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.

4.30. y2 = 2pz parabola Oz o‘qi atrofida aylanadi. Aylanish sirti 

tenglamasini yozing.

4.31. y2 ~ x  parabolaning Ox o ‘qi atrofida aylanishidan hosil 

bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.
4.32. Yo‘naltiruvchisi x2 + y2 = a2, z = c bo‘lib, uchi koordina- 

talar boshida bo‘lgan konussimon sirt tenglamasini yozing. 
Sirt tasvirini yasang.
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4.33. Uchi /1(0; -  a\ 0) nuqtada va yo‘naltiiuvcbisi x2 =2py, z = h 
bo£lgan konussimon sirt tenglamasini yozing. Sirt tasvirini 
yasang.

4.34. Yo‘naltiruvchisi z = a tekislikda bo'lgan x 2 + (y -  a)2 -  
- z2 = 0  konusning uchini toping va uni yasang.

4.35. Yo'naltiruvchisi z = h tekislikda bo‘lgan x2 = 2yz konus- 
ning uchini toping va uni yasang.

4.36. Uchi 0(0; 0; 0) nuqtada, yo'naltiruvchisi x2 + ( y - 6 )2 + 
+Z2 =25, y  = 3 bo'lgan konussimon sirt tenglamasini 
yozing va sirtni chizing.

4.37. Uchi C(0; ~a; 0) nuqtada, yo‘naltiruvchisi x 2 + y 2 + 
+Z2 =25, y  = 3 bo‘lgan konussimon sirt tenglamasini 
yozing va sirtni chizing.

4.38. z 2 = xy konus bilan x + y -  2a tekislikning kesishish chizigh 
ellips ekanligini ko‘rsating va uning yarim o‘qlarini toping.

5- §. Asosiy ikkinchi tartibli sirtlar tenglamalarimng 
kanonik shakli

Asosiy ikkinchi tartibli sirtlar tenglamalarining kanonik 
shakllarini qaraymiz. Bu sirtlaming xususiyati shundaki, koordinata 
o‘qlari ular uchun simmetriya o'qlari bo‘ladi, ulaming uchi yoki 
simmetriya markazi esa koordinatalar boshi bilan ustma-ust 
tushadi.

1°. Ellipsoid. Kanonik tenglamasi

a2 b2

ko'rinishda bo'lgan ikkinchi tartibli sirt ellipsoid deb ataladi, bu 
yerda a, b, c — berilgan o‘zgarmas musbat sonlar bo‘lib, ular 
rllipsoidning yarim o ‘qlari deb ataladi. Agar a, b, c sonlar 
orasida tenglari bo‘lmasa, ellipsoid uch yoqli ellipsoid deb ataladi.
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Agar a, b, c sonlar orasida qandaydir dddtasi o‘zaro teng bo‘lsa, 
u holda aylanish ellipsoidiga ega bo‘lamiz. Ellipsoidning z — 0, y  =  0, 
x —Q, ya’ni xOy, xOz yOz koordinata tekisliklari bilan kesimlari 
ellipslardan iborat (40- rasm).

2°. Bir pallali giperboloid. Kanonik tenglamasi

x2 , y1 z2 _ i

bo‘lgan sirt bir pallali giperboloid deb ataladi, bu yerda a, b, c — 
berilgan musbat sonlar.

Giperboloidning koordinata tekisliklari bilan kesishishi natijasida 
quyidagi chiziqlar hosil bo‘ladi (41- rasm):

2 2

1) xOy(z = 0 ) tekislik bilan: + p - = 1 elhps;

2) xOziy = 0 ) tekislik bilan: = 1 giperbola;

X2 z2
3) yOz(x = 0 ) tekislik bilan: _ - 2- = 1 giperbola.

Berilgan gipeiboloidning Oxy koordinata tekisligiga parallel z = h 
tekishk bilan kesimida ellips hosil bo‘ladi. a = b da bir pallali 
aylanma giperboloid hosil bo‘ladi:
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2 2

3°. Ikki pallali giperboloid. Kanonik tenglamasi
2 2 * , r

U  + U

bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt ikki pattali giperboloid deb ataladi, bu 
yerda a, b, c — berilgan o'zgarmas musbat sonlar.

Ikki pallali giperboloid xOy tekislik bilan kesishmaydi. 
Giperboloid bilan xOz va yOz teki sliklar kesishuvidan, mos 
ravishda,

giperbolalar hosil bo‘ladi (42- rasm). a — b da ikki pattatt aylanma 
giperboloid hosil bo‘ladi:
10- Chiziqli algebra va analitik 
geometriyadan masalalar yechish
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42- rasm.

2 2 x+y
- 1 .

4°. Ikkinchi tartibli konus. Kanonik 
tenglamasi

^T + ZT - ^ T  = 0 I? c1
bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt konus deb 
ataladi. Bu konusning uchi koordinatalar 
boshida joylashgan bo‘lib, u uchining ikki 
tomonida joylashgan ikki qismdan iborat 
bo‘ladi. Bu konusning yo‘naltiruvchilaridan 
biri (43- rasm)

2 2
x  + y  - i  ~T ' T2 a b
Z = C

ellipsdan iborat bo‘ladi.
5°. Elliptik paraboloid. Kanonik 

tenglamasi

b o ‘lgan ikkinchi tartibli sirt elliptik 
paraboloid deb ataladi, bu yerda p  va q 
bir xil ishorali berilgan sonlar. (Masalan 
p > 0, q > 0 ). Buning o‘qi Oz o‘qidan 
iborat. Xuddi shunday,

elliptik paraboloidning o‘qi Oy o ‘qi;

43- rasm.

2 2
Zl + i l
2 q 2 p

=  X
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clliptik paraboloidning o‘qi Ox o‘qi 
bo‘ladi.

Elliptik paraboloidning kanonik 

tenglamasida:

jc = 0  bo‘lsa, y2 = 2 qz parabola;

y = 0  bo‘lsa, x 2 = 2 pz parabola,
2 2

z = h bo‘lsa, Yph + J q h ^ 1 elliPs 

hosil bo‘ladi.

p = q bo‘lsa, z = h, h> 0  tekislik-

dagi kesimi markazi 0 Z o ‘qidan iborat 
bo‘lgan aylanadan iborat bo‘ladi (44- rasm).

6 °. Giperbolik paraboloid. Kanonik tenglamasi

X
p

■ £ = 2 z 
1

bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt giperbolik paraboloid deb ataladi, bu 
yerda p va q bir xil ishorali berilgan sonlar. (Masalan p > 0, q > 0.)

Giperbohk paraboloidning y  =  0 tekishk bilan kesimida (45- 
rasm)
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x- - - ^ -  = 2 z,P 9
y = o

Y o k i  y = 0

2 PZ,

x  = 0  tekislik bilan kesimida
2 2 x y- — = 2z,P 9 

x  = 0
yoki

y 2 = -2qz, I
x = 0

parabolalar hosil bo'ladi.
Giperbolik paraboloidning z -  h tekislik bilan kesimida

Z =  h yoki
z = h

chiziqlar hosil bo‘ladi.
Agar h > 0 bo'lsa, u holda markazi (0; 0; h) nuqtada va haqiqiy 

o‘qi Ox o‘qiga parallel bo'lgan giperbola hosil bo‘ladi. h — 0 bo‘lsa, 
kesimda giperbolik paraboloidning to ‘g‘ri chiziqli yasovchisi deb 
ataluvchi to ‘g‘ri chiziqlar hosil bo‘ladi:

yoki

2 2 1 
^ - ^  =  0 , '  P 9

o
ii

II o II O

J L - J L  =  o
fp  f9  ’ 
Z = o

J L  +  J L  
rp 49
Z = 0 .

Agar h < 0 bo‘lsa, kesimda haqiqiy o‘qi Oy o‘qiga parallel 
bo'lgan giperbola hosil bo‘ladi. Giperbolik paraboloidning yOz 
tekislikka parallel kesimini topamiz. 

x  =  h tekislik bilan kesimida

P Q
x  = h

2 z,
yoki

k 2 = - 2  q

x  = h

,2 \h_
2p
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u ch i h: 0 ;
u 2 \

2 P nuqtada, simmetriya o‘qi Oz o‘qiga parallel

bo'lgan parabola hosil bo‘ladi. Parabolaning tarmoqlari pastga 
yo‘nalgan.

Qolgan tekisliklarga parallel kesimlari ham xuddi shunday 
parabolalar bo‘ladi.

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

5.1. -y  + -r  = h y = 0 ellipsning o‘qi atrofida aylanishidan hosil

bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.
2 2

5.2. ~ = 1> y ~ 0 chiziqning: 1) Oz o ‘qi atrofida; 2) Ox
o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini yozing. 

Sirtni yasang.
X2 V2 Z25.3. -  -y  = 1 giperboloid bilan koordinata tekisliklari- 

ning va z — 2, x  = 3 tekisliklarning kesishish chiziqlarini 

toping.
5.4. Quyidagilar qanday sirt tenglamalari:

'  6 15
2 2 2

2> t - t  + t - '  = 0’

3 ) - x2 + £  + ^ 0 ;

4) z = -(x 2 + y 2); 5) z = \ - x 2 -  y 2 ?

5.5. Quyidagi tenglamalar qanday sirtni ifodalaydi:

1) 2x2 - 5 y 2 - 8  = 0; v

2) 4x2 -  8y2 + I6z2 =0;
3) 8 x 2 -  4y2 + 24z2 -  48 = 0;
4) y 2 = 6 x -  4;
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5) 2x2 - y 2 - z 2 = 0;
6 ) 3x2 + 5z2 = 12z;
7) x 2 +4y2 - 8  = 0;

8 ) z2 ~4x  = 0 ;

9) 2 x2 -  3z2 = - 1 2 y;
10) 4 x 2 -1 2 y2 - 6 z 2 =12?

5.6. Sirtni yasang:
1) x2 +y2 - z 2 = 4;
2) x 2 -  y 2 + z2 + 4 = 0.
ji

5.7.
< . 2  2

~  + ~ - ~  = l giperboloidni yasang va uning (4; 1; —3) 
16 4 36

nuqtadan o ‘tuvchi yasovchisini toping.
5.8. Sirtni yasang:

1) 2 z = x 2 + 2-; 2) z = c 1
„2 "N

5.9. x -  y 4z sirtni yasang va uning (3; 1; 2) nuqtadan
o‘tuvchi yasovchisini toping.

5.10. Har bir nuqtasidan x = a tekislikkacha bo‘lgan masofaning 
F(a; 0; 0) nuqtagacha bo'lgan masofaga nisbati 2 ga teng 

bo‘lgan nuqtalaming geometrik o‘mi tenglamasini yozing. 
Sirtni yasang.

5.11. F(-a; 0; 0) nuqtadan va x = a tekislikdan bir xil uzoqlikda 
joylashgan nuqtalarning geometrik o ‘m i tenglamasini 
yozing. Sirtni yasang.

5.12.
2 2 2

—  + L.  + L- = 1 ellipsoidning eng katta doiraviy kesimini 
169 25 9

topmg.
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Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqlarning javoblari

l-§ . M . x + 3z + 4 = 0. 1.2. z + 4 = 0. 1.3. Jt -
TtOII>S + 3 = 0.

1.5. 3y + 2x = 0. 1.6. 2 x  + y = 0. 1.7. — + a
Z _  
c

1 1.8. 2x + y = 0. 1.9.

2x -- z  = 0. 1.10. a = 12, * 6b = - ~ ,  c = - 6. 1. 11. J L  + 2 L  + £ = 
-1 2  - 8  6 1 1.12.

f+ 2L + _L =
- 6  4,8 1 1.13. - 2 9 6 

i i x - n ^ + n
z - 3 - = 0. 1.14. 1) 2

1TX-
9
11

6
v + TTz - •2 = 0 .2 ) - ! * - . 2 7 ,

n^  + n * - ^ 0. 3) - 6 6 7 : - 3  = 0.

1.15. ~V50 x ~-j=y  + -t==£ V50 V50 -  - jL  = 0. 1V50 .16. 12p = - = ,  cosa V35
5

VU’
cos y = -  AA=. V35 1.17. rf = 4. 1.18. d = 2. 1.19. d =-4. 1.20.

rf = IV 2. 1. 21. ^  = 6. 1.22. d = 2>/2. 1.23. X - 2 y  + 2z = \, x - 2 y  +

2z = - l . l .2 4 .3 x  + 4 y - z  + 18 = 0 .1 .2 5 .x  + 3 y - 4 z - 2 l  = 0. 1.26. 7 x - 4 y  + 
+ Z -  21 = 0. 1.27. 2 x - 2 y  - 3 ? +  11 = 0. 1.28. x - 3 y - 2 z  + \ = 0. 1.29. 2x + 
+3y + 4z = 3. 1.30. 2 X + y  + z  = a. 1.31.coscp = 0,9046; cp = 25°14\ 1 . 3 2 .  

1) <p = arccosO, 7. 2) 1. 3) 11. 1.33. x - y  + 1 = 0. 1.34. 15x -

-5_y -  4  ̂-  14 = 0. 1.35. 5x -  3y -  4z -  1 = 0. 1.36. d = y/6.

2 -

cos/J = 25

2 .1 . 1) a  = 73°24', /3 = 64°37', /= 3 1 ° ! ’. 2) cosa = g ,  

cosy = H . 2.2. x - \  = ^ -  = - ( z - 3 ) .  2.3. 1) ^  = ^ 2  =

*-o , \5 x  + 3 y - 7  = 0
: — -  kanomk, j 4z _ 5 y _ ] = 0  proyeksiya.

x ~ 5  y~T z-o /, [ 5 x - e - l  = 02) - ^  = - ^  = ~  -kanom k, pm yetoya.
5 5 1 +

2.4. ^  = ^  = f .  2.5. ^{0; 0; 1}. 2.6. 1) p = i. 2) p + i+ /t.

3)  p = j + k .  2.7. f  = f  = ^ -  2.8. c o s a = A ,  cos/3 = ^ ,  cosy = A .  2.9.

n x - 2  _ y_ _ £+3 x - 2  _  y_ _ z+3 x- 2  _ > _ £+3 .. x- 2  _ y_ _ £+3 -.
• ' 2  -2 5 ; 5 2 -1 ' -1 0 0 ‘ 0 0 1 ‘

x - 2  _  y 
i ~ 2

•Z+3
_ i ’ 2.10. 1)

2

x -  2 = 0,
y  +  5 = 0.

x-2 _ y+5 _ 3 x-2 >»+5 _ £ - 3
4 -6  9 ’ ^  -11 17 “ 13

2.11. 1) kesishadi. 2) kesishadi. 2.12. T ^  = T A  = 't± .  2.13. (1; -5 ; 0), 

0; lo j ,  (0; -7 ; - 4 ) .  2.14. cos<p = ™. 2.15. 1) cos<p = 0,9445; 

=  19°11'.2) cos9 = g ;  3) cosV = § •  2.16. x - 3  = 0, y + l  = 0. 2.17. ^  =
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~ T ~  = ~ 4~  =  ^ T '  ^ . 1 9 .  <p =  24°5’. 2 . 2 0 .  t v a q f  o ' t g a n d a n

so'ng M  nuqtasining koordinatalari x  = 4 + 2t, y = —3 + 2t,

x - 4  _ y+3 _ z - 1  7 - 7 1  i \ *~1 _ y+2 -J=l 7 . *-3 y  +1 _—  -  3 “  ̂ 2 - 3 _2 • Z-' -2 ~T
1) x = - 2  + t, y = l - 2 t ,  Z = - 1  + 3/. 2) jc =  1 + t, y = \ - t ,  

2.23. coscp=~=. 2.24. p = 7V, x N 2 = /' = 3y' = 5k yo'naltiruvchi 

^ 1  = ^ 1  = 1 .2 .2 7 . 0,3^38.

?= 1

^  2 . 22 .

2 = 2 + /; 

vektorlar.

3- §. 3 .1 . q> = 24”5 ’. 3 .2 .  sin0 = -jjj. 3 .4 .  x - 3 y  + 4 z + 9 = 0. 3 .5 .  y  + 

+? + l = 0. 3 .6 .5 x - 1 0 y - 9 z -6 8  = 0.3.7. ^  = 2̂  = £^ ;  cosa = ± 7 | f ’ 

e° s P = y -^ = , cosy = +-^L. 3.8. = 3.9. (-2; 0; 3). 3.10.

1) To'g'ri chiziq va tekislikparallel. 2) Kesishish nuqtasi aniqlanmagan. To‘g ‘ri

chiziq tekislikda yotmaydi. 3.11. ^ Z -  3

3 .1 3 .  8 x - 5 y  + z -1 1  = 0. 
y + l

3.12. x - 2 y +  + 2 + 5  = 0. 

3 .1 4 .  x + 2 y - 2 2 = 1 .  3 . 1 5 . ^ - ^  =

-7
3.16. A = 3.17. A =4,  B = - 8. 3.18. ~  = ^1 4 5 3 -7

3.19. 4x +5y - 2  z  = 0. 3.20. x  -  l y  + 172 - 9  = 0. 3.21. 2x  + y  -  2 -  5 = 0.

3.22. 4x + 2y -  52 = 0. 3.23. I x  - 4 y  + l z  + 49 = 0. 3.24. l l x - 1 7 y -  

-192 +10 =0. 3.25. 4x -  3y + 2z + 26 = 0. 3.26. 19x -  14j> + z  + 23 = 0. 

3.27. 4x + 13>> - 2 - 5  = 0. 3.28. 3.29. 17x -  I3y -  I 6 z ~  ~

10 = 0. 3.30. 16* -2 7 y  +142 -1 5 9  = 0. 3.31. 23x -  16y + 102 - 153 = 0. 

3.32. x + y - 2 + 3  = 0. 3.33. d = V22.

4 - § . 4 . 1 .  x 2 + y 2 + 2 2 =25. 4.2. x 2 + y 2 + z 2 + 2 x - 4 y  + 6 2  +5 = 0. 

4.3. x 2 + y 2 + z2 +2x  +4y  + 8 2  -1 5  =0. 4.4. C (3; -4; -5 ) , R= 5. 4.5. 
c (b  ~T> 2)> R = T * .6. c(-I; I; 4.7. 1) C ( - l ; -2 ; 0),

2) C (2; -3; -1 ), R = 4. 3) C (0; -1; 3), 7 ? = |.4 ) C ( 1 ;  0; 3;), R = 1. 
5) C (0; 0; 2), R = 1. 4.8.(* -  2)2 + (y -  l)2 + (2 + 2)2 = 9- 4.9. C (4; 4; - 2 ) ,  

i? = 8 .  4.15. 1) x 2 + y 2 = 2ax. 2) x 2 + 2 2 =2ox. 3) >>2 + 2 2 = a 2. 4.16. 
( 3 j ; - 2 2 ) 2 = 1 2 (3 x - 2 ). 4 . 1 7 .  (x -  z )2 + [y -  z f  = 4 (x  -  z ) .  4 . 1 8 .
x = 4 , z ± y = 2 .  4 . 2 2 .  x 2 + y 2 + z 2 = 7?2 (Sfera). 4.23.  x 2 + y 2 -

-Z 2 = 0  (K onus). 4.24. x 2 + y 2 -  z 2 = 0. 4.25. j ;2 + z 2 - 9 x 2 = 0. 4.26.
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1) z=x2+y2, 2) yjy2 + z2 = 16>'2. 4 .27. 1) y*+ z* 1. 2) 4.28.
,.2

1)^- +r +y
fl c‘

4 .2 9 .  1)

= 1. (Aylanma ellipsoid). 2) 1- (Aylanma ellipsoid).

= I (Ikki pallali giperboloid). 2) x '+ y

= 1. (Bir pallali giperboloid). 4 .3 0 . Z = a (x 2 + y 2j ,  ~  = a. 4.31.
2 . v2 ,2
-i— = ^T- 4 .3 3 . h 2x 2 =/T+ /**x  = y 2 + z 2 (Aylanma paraboloid). 4 .3 2 .

= 2pz \h  (h + a ) -  f l j] . 4.34. /4(0; a; 0), z = a ,  x 2 + (y -  a f  = a2.
4.36. 9 (x 2 + z 2) = I 6 y 2. 4.37. x 2 + z 2 = z (y + a).  4.38. O xva Oy o'qlami 
Oz o'qi atrofida 45° ga burib, 2z? = x2 - y 2 sirt va x  = a j l  tekislik tenglamasini 

olamiz. Bu yerda kesim: yarim o ‘qlari a-Jl va a lardan iborat boigan ellips: 

x  = a-Jl, i l  + z - ir r  1 j—2 a a
5- §. s . l . i ^ l  + 4

al  c

2 2 2

; l . 5.2. I) * V’— z-j ~ 1 (b‘r pallali giperboloid)

2 )
x 1 y 2+z2 71 1 (Ikki pallali giperboloid). 5 .1 0 .

y2+;2 _
2aJ

= 1. 5.11.

x  = - ^ f - 5-12- 9x = ±13j .
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