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Ўзбекистон Республикаси муста- 
қиллигининг етти йиллигига ба- 
ғишланади.

СУЗ в о ш и

Азиз ва муҳтарам Китобхон эътиборига ҳавола қнлинаётган маз- 
кур «Олий математика» дарслигинипг тўртинчи жилдида одаий диф- 
ференциал тенгламалар ҳақидаги мавзулар Сагн этилган.

Дарсликнинг туртинчн жилдини ёзишда ҳам техника олий ўқув 
юртларининг инженерлик на қишлоқ хўжалик мутахассисликлари 
учуп математик фанларнинг амалдаги даетурига асосланплди. Шу 
дастурдаги соатлари меъёрланган оддий дифференциал тенгламалар 
махсус ҒоС.и учуи тагсня қилинган ясссий ва қўишмча адабиётлардан 
ҳамда кейинги йилларда ўзбек тилида чоп зтилган дарслик ва ўқув 
қўлланмалардан кепг фойдаланнллн.

Дарсликда келтирилган мавзу А ва Б  қисмларга бўлипган. 
А қисмнда олнй математика курсн дис1ференциал тенгламала[) боби- 
нинг асосий марзулари атрофлича баён этилган ҳамда мисол ва ма- 
салалар ечшп асоснда мустахкамлашан. Ь қнсмда маЕзуларга оид 
амалий машғулотлар берилган.

Муаллиф дарсликни тузишда, назарнй га амалнй миссл Ҳамда 
масалаларни танлашда бгрган маслахатлари ва ёрдамлари учун 
Тошкент архитектура-қурилиш институти «Олий ва амалий матема- 
тика» кафедраси ўқитувчиларига ўз миинагдорчилигини билдиради.

Ўзбекистон ФА нинг академигн В. Қ. Қобулсвга дарсликда келти- 
рилган оддий дифференциал тенгламалар махсуо бобининг мазмуиини 
яхшилаш мақсадида берган танқидий фикр ва мулоҳазалари учун 
муаллиф самимий миннатдорчилик изхор ьтади.

Муаллиф) холис тақриз бериб, қўлёзмадаги камчиликларни кўрсат- 
ганлари учун Тошкент қишлоқ хўжалигинн механизациялаш ва 
ирригациялаш инетитути «Ҳисоблаш математикаси ва математик 
моделлаштириш» кафедрасининг ўқитувчилари ва унинг мудири про- 
фессор X. Эшматовга, Тошкент электротехника алсқа институти 
«Олий математика» кафедраси ўқитувчилари еэ унинг мудири 
дсцент Б. Зргашевга, таҳрир ҳайъатининг аъзолари физика-мате- 
матика фанлари доктори, проф)фессор С. Абдиназаров Еа доцентлар 
Н. М. Ҳусанбоев, Р. >К. Йсомсв, А. Омоновларга ўз ташаккурнни 
билднради.

Дарсликиинг амалий машғулот қисмига киритилган мисол ва 
масалаларни танлашда, ечимларини текширишда Р. Ж . Исомсв ҳам ча 
А. Омоновларнинг сидқидилдан берган ёрдамларини муаллиф ҳ\рмат 
билан эътироф этади.

Дарслик ҳақидаги танқидий фикр га мулоҳазалар билдирган 
китобхонларга муаллиф олдиндан ўз миннатдорчилигипи изҳор этадн.

Муаллиф
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ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

А. НАЗАРИЙ МАВЗУЛАР

1-§. Дифференциал тенгламаларга келтириладиган 
механик, физик ва геометрик масалалар

Табиатшунослик ва техниканинг кўпгина масалалари қаралаётган 
ҳодиса ёки жараённи тавсифлайдиган номаълум функцияни топишга 
келтирилади. Бир нечта мисол кўрамиз.

1 - ма с а л а .  Массаси т бўлган моддий нуқта оғирлик кучи таъ- 
сирида эркин тушмоқда. Ҳавонинг қаршилигини ҳисобга олмай, бу 
моддий нуқтанинг ҳаракат қонунини топинг.

Е ч и ш. Моддий нуқтанинг вазияти ОМ = з 
координата билан аниқланиб, у / вақтга боғлиқ 

0 равишда ўзгаради (1-шакл). Нъютоннинг иккинчи 
қонунига кўра:

та = Ғ,
бу ерда т — моддий нуқтанинг массаси, а — 
моддий нуқтанинг тезланиши, Ғ — таъсир этувчи 
куч. Шартга кўра, моддий иуқтага фақат оғирлик 
кучи таъсир этади, демак, Ғ = т§, бу ерда § — 
оғирлик кучи тезланиши, а тезланиш эса йўлдан 
вақт бўйича олинган иккинчи тартибли ҳосиладан 
иборат, натижада қуйидагига эга бўламиз:

1- шакл
<1г 5 _т —  =  та еки —  
д/2 5 Л2 ( М )

(1.1) тенглик номаълум 5 =  5 (/) функциянинг иккинчи тартибли ҳо- 
силасини ўз ичига олган тенгламадан иборатдир. Бу тенгламани 
I бўйича икки марта интеграллаб, изланаётган функцияни осонгина 
топамиз:

1 Г = * + С‘-
(1.2)

з = ^ + С ^  +  С2. (1.3)

(1.3) тенглик биз излаётган ҳаракатнинг умумий қонунини беради, 
унда иккита интеграллаш доимийси: Сг ва Сг қатнашади. Уларни 
нуқтанинг бошланғич ҳолати ва бошланғич тезлигини билган ҳолда 
аниқлаш мумкин. Бошланғич 1 = 0 пайтда моддий нуқтанинг тезлиги 
ц0 га, унинг саноқ боши 0  дан узоқлиги эса 50 га тенг бўлсин,
дейлик. —  тезликни ифодалагани учун (1.2) дан Сх = ь 0 ни, (1.3)
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дан эса С, =  5„ ни топамиз. У ҳолда (1.3) ҳаракат қонунининг ху- 
сусий кўриниши қуйидагича бўлади:

вр5 =  — +  1)а( +  50.

2 - м а с а л а .  Ҳаво боснмини денгиз сатҳига нисбатан баландликка 
боглиқ равишда аниқланг.

Еч и ш.  Денгиз сатҳидан ҳисобланган баландлик к (м), ҳаво 
босими эса р (Н/м2) бўлсин. Масала босимнинг баландликка боглиқ- 
лигини кўрсатувчи р = р(к) функцияни топишдан иборат. Денгиз 
сатҳида жойлашган 1 м2 юзга эга горизонтал квадрат майдончага 
таянган призматик ҳаво устунини қарайлик.

Агар к баландликда қаралаётган устуннинг кесиминн ўтказсак 
(2-шакл), у ҳолда бу кесимдаги ҳавонинг босими устуннинг кесим- 
дан юқоридаги қисмининг огирлиги билан апиқланади. Иккинчи гори- 
зонтал кесимни к +  д к баландликда 
ўтказайлик. Бу кесимдаги ҳаво босими 
иккала кесим орасидаги устунда бўлган 
ҳаво оғирлигига тенг А р миқдорга ки- 
чик бўлади. Шунинг учун

Д р =  — <7Д к
деб ёзиш мумкин, бу ерда д катталик 
р босимдаги бир кубометр ҳаюнинг 
оғирлиги. Лекин <7 катталикнинг ўзи
босимга пропорционал. Ҳақиқатан ҳам, 
д0 биркубометр ҳаюнинг р0 =  1 (Н/мг) 
босимдаги оғирлиги бўлсин. Бойль—Ма- 
риотт қонуни рУ = раУ0 га биноан
бундай миқдордаги ҳаю р босимда V =

бўлиб, аввалгича д0(Н) оғирликда бўлади. У ҳолда бир кубометр
ҳаюнинг ^ оғирлиги д = — = д0р га ёки, умуман, д = кр  га тенг

бўлади (к— пропорционаллик коэффициенти). Шундай қилиб, қуйи- 
даги муносабатни ҳосил қиламиз: '

Д р = — крАк. (1.4)

(1.4) тенглик к ва к -\- А к  орасидаги ҳамма кесимларда босим ўзгар- 
мас ва р га тенг деб ҳисобланган фаразга асосланиб чиқарилганлиги 
учун аниқ эмас. Аслида эса, бу кесимларда босим турлича бўлиб, 
к ортиши билан у камаяди. Бироқ р =  р (к) функцияни узлуксиз деб 
фараз қилиш табиий бўлганлиги учун (1.4) тенгликнинг хатоси унча 
катта бўлмайди ва Д к катталик қанчалик кичик бўлса, у шунчалик 
кичик бўлади. Энди (1.4) тенгликнинг иккала томонини А к  га 
бўлиб

2-шакл

— кубометр ҳажмга эга
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А Л 0 да лимигга ўтсак, ундаги хатолик
биз аниқ тенгликка эга бўламиз:

йр_
ан — кр.

ҳам нолга интилади ва 

(1.5)

Бу (1.5) тенглик р{к) функция ва унинг ҳосиласини боғловчи диф- 
ференциал тенгламадир. Бу тенгламанинг ечими ҳаво босими р нинг 
к баландликка боғликлигини ифодаловчи функциядан иборат. Ниҳоят
(1.5) тенгламани бкр марта интеграллаб ва к = 0  да р = р 0 берилган 
қийматини эътиборга олиб, ҳаво босими р нинг денгиз сатҳидан 
баландлик к га боғлиқлиги

р = рае~кН ( 1-6)
формула билан ифодаланишига ишонч ҳосил қилиш мумкин.

3 - ма с а л а .  Ихтиёрий нуқтасида ўтказилган уринманинг ордина- 
талар ўқидан кееган кесмаси уриниш нуқтаси ординатасининг икки- 
ланганига тенг бўлган ва М0(3; 2) нуқтадан ўтувчи эгри чизиқнинг 
тенгламасини топинг.

Е ч и ш. Изланаётган эгри чизиқда ихтиёрий М (х, у) нуқта ола- 
миз (3-шакл). М нуқтада ўтказилган уринманинг тенгламаси

У - у = у ' ( Х - х )

еки

кўринишда бўлади, бунда X, V — 
уринма нуқталарининг ўзгарувчи 
координаталари, у ’ — изланаётган 
функциянинг берилган нуқтадаги 
ҳосиласи. Уринманинг Оу ўқдан 
ажратадиган Ь кесмасини топиш 
учун унинг тенгламасида X  = 0 дей- 
миз, у ҳолда Ь = ¥  = у — ху' ҳо- 
сил бўлади. Иккинчи томондан, ми- 
солнинг шартига кўра Ь = 2 у. Ь 
кесма учун икки ифода ҳосил қилин- 
ди, уларни тенглаб,

У — ху' = 2  у,

х у '+ у  = 0 (1.7)
дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз. (1.7) тенгламанинг иккала 
томонини йх га кўпайтириб, —  =  у' эканлигини эътиборга олсак,

ёки
хйу + у й х  = 0

Уни интеграллаб
й (ху) = 0. 

ху = С

( 1.8)

(1.9)
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ифодани топамиз, бунда С — ихтиёрий ўзгармас. Унинг қийматн эгри 
чизиқнинг М0 нуқтадан утиш шартидан топилади: С =  6. Шунинг 
учун изланаётган эгри чизиқнииг теигламаси

ху — 6 ёки У = — (1. 10)X
кўринишга эга бўлади. Бу эгри чизиқ асимптоталари коорднната ўқ- 
ларидан иборат бўлган ва М0 (3; 2) нуқтадан ўтувчи гиперболадир.

2-§. Дифференциал тенгламалар назариясининг асосий 
тушунчалари

1- т а ъ р и ф .  Эркли ўзгарувчи ва номаълум функция ҳамда унинг 
ҳосилалари ёки дифференциалларини боғловчи муносабат дифферен- 
циал тенглама дейилади.

Агар номаълум функция фақат битта ўзгарувчига боғлиқ бўлса, 
бундай дифференциал тенглама оддий дифференциал тенглама дейи- 
лади.

Агар номаълум функция икки ёки ундан ортиқ ўзгарувчиларга 
боғлиқ бўлса, бундай дифференциал тенглама хусусий ҳосилали диф- 
ференциал тенглама дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Дифференциал тенгламага кирган ҳосилаларнинг энг 
юқори тартиби тенгламанинг тартиби дейилади.

Масалан, ушбу у" — у ’совх — х2у =  0 дифференциал тенглама, 
иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама, * ( 1 — у)2 йх +  
+  1/(1 +  + )  йу =  0 дифференциал тенглама эса биринчи тар-
тибли оддий дифференциал тенглама, х —  =  у —  дифференциал

дх ду
тенглама биринчи тартибли хусусий ҳосилали дифференциал тенг- 
ламадир. Юқоридаги дастлабки иккита тенгламада у — номаълум 
функция, х  эса эркли ўзгарувчи, учинчи тенгламада эса номаълум 
функция г иккита х ва у ўзгарувчига боғлиқдир.

я-тартибли оддий дифференциал тенглама умумий кўринишда 
қуйидагича ёзилади:

Ғ(х, у, у', ў", , у(л)) =  0. (2.1)

Бу ерда х — эркли ўзгарувчи, у — номаълум функциява у ', . . .  , у(п) 
лар номаълум функциянинг ҳосилаларидир. Хусусий ҳолларда п- тар- 
тибли тенгламада п дан паст тартибли ҳосилалар иштирок этмаслиги 
мумкин, шунингдек, номаълум функциянинг ўзи ёки эркли ўзгарув- 
чи ҳам иштирок этмаслиги мумкин.

3- т а ъ р и ф .  Дифференциал тенгламанинг ечими ёки интеграли 
деб тенгламага қўйганда уни айниятга айлантирадиган ҳар қандай 
дифференциалланувчи у =  <р (х) функцияга айтилади.

1- м и с о л .  Ушбу у = 3 ех ва у = 4е~х функциялар у" — у =  0 
дифференциал тенгламанинг ечими бўлишини текширинг.

Е ч и ш.  1) у = 3ех функцияни текширамиз. у ’ ва у" ларни топа- 
миз:
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У '= 3 е х, у" = Зех.
Буларни берилган тенгламага қўямиз:

Зех — Зех =  0, 0 =  0.

Демак, у — 3ех функция у" — у =  0 тенгламанинг ечими экан.
2) Иккинчи функция учун ҳам тегишли ҳосилаларни топиб, тенг- 

ламага қўямиз:

У =  4 е~х, у' =  — 4 е~х, у" =  4 е_д:.

4е~х— 4е~х =  0, 0 =  0.
Демак, у = 4 е~х функция ҳам у" — у =  0 тенгламанинг ечимп 

экан.
4 - т а ъ р и ф .  Дифференциал тенглама ечимининг графиги ишпеграл 

эгри чизиқ дейилади.
Дифференциал тенгламанинг ечимини топиш жараёни кўпинча 

интеграллаш билан боғлиқ бўлгани учун бу жараён дифференциал 
тенгламани интеграллаш деб юритилади.

3-§. Биринчи тартибли дифференциал тенглама
Ушбу Ғ{х, у, у') = 0 тенглама умумий [кўринишдаги биринчи

тартибли дифференциал тенглама деб аталади. Агар уни у' га 
нисбатан ечиш мумкин бўлса, бу қуйндагича ёзилади:

У' = !(х , у).
Ҳосилага ниебатан ёзилган бу шаклдан дифференциаллар иштирок 

этган
й у — !(х, у )д х=  0

шаклга ёки, умуман,
М {х, у)йх + И {х, у) йу = 0

шаклга ўтиш осон, бу ёзув симметрик ёзув деб аталади, чунки бу 
ерда х ва у ўзгарувчилар тенг ҳуқуқлидир.

Дифференциал тенгламани, умуман айтганда, битта функция эмас, 
балки функцияларнинг бутун бир тўплами қаноатлантириши мумкин. 
Улардан бирини ажратиб кўрсатиш учун унинг аргументнинг бирор- 
та қийматига мос қийматини кўрсатиш керак, яъни х = х0 бўлганда 
У —Уо кўринишдаги шарт берилиши керак. Бу шарт бошланғич 
шарт дейилади, у кўпинча қуйидагича ёзилади:

У\х=х,=Уо-

1 - та ъриф.  Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг уму- 
мий ечими деб қуйидаги шартларни қаноатлантирувчи у — ф {х, С) 
функцияга айтилади, бунда С — ихтиёрий ўзгармас сон.

а) у ихтиёрий ўзгармас С нинг ҳар қандай қийматида дифферен- 
циал тенгламани қаноатлантирэди;
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б) бошланғич у\х=х =  уп шарт ҳар қандай бўлганда ҳам, ихти- 
ёрий ўзгармас С нинг шундай С0 қийматини топиш мумкинки, 
у =  ф (х, С„) функция берилган бошланғич шартни қаноатлантиради, 
яъни

Уо=Ц>(ха, С0).
2 - та ъ р и ф .  Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан ихти- 

ёрий ўзгармаснинг мумкин бўлган қийматларида ҳосил қилинадиган 
ечимлар хусусий ечимлар дейилади. _

Умумий ечимни ошкормас ҳолда аниқлайдиган ф (лг, у, С) = 0  
муносабат умумий интеграл деб аталади.

Хусусий интеграл деб, умумий интегралдан ихтиёрий ўзгармас- 
нинг мумкин бўлган қийматида ҳосил бўладиган ечимга айтилади.

Умумий ечим (умумий интеграл) геометрик жиҳатдан битта 
С параметрга боғлиқ интеграл эгри чизиқлар оиласи кўринишида 
тасвирланади. Хусусий ечим (хусусий интеграл) бу оиланинг интег- 
рал чизиқларидан биридир.

Дифференциал тенгламаларнинг ечимларини топишнинг ягона усу- 
лп мавжуд эмас, шунинг учун дифференциал тенгламаларнинг айрим 
турларини қараб чиқишга ўтамиз, уларнинг умумий ечимларини то- 
пиш интегралларни ҳисоблашнинг одатдаги оддий усулларига келти- 
рилади.

4»§. Ўзгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламалар

Дифференциал тенгламанинг энг содда тури ўзгарувчилари аж- 
ралган тенгламадир:

М\(х) йх +  N (у) йу =  0. (4.1)
Унинг ўзига хос томони шундаки, йх нинг олдидаги кўпайтувчи 

фақат х  га боғлиқ бўлиши мумкин бўлган функция, йу нинг олди- 
даги кўпайтувчи эса фақат у га боғлиқ бўлиши мумкин бўлган функ- 
циядир. Бу тенгламанинг умумий интеграли уни ҳадлаб интеграллаш 
орқали ҳосил қилинади:

\М (х)йх +  ^ ( у ) й у  = С.
Ихтиёрий ўзгармасни берилган тенглама учун қулай бўлган исталган 
кўринишда олиш мумкин.

1- ми с о л .  Ўзгарувчилари ажралган қуйидаги тенгламани ечинг: 
х йх +  у йу =  0.

Еч иш.  Уни интеграллаб,' умумий интегрални топамиз:

-  +  ^  =  С. ,_  2 2 1
2 С =  С2 деб белгилаб, хг +  у2 =  С2 га эга бўламиз.
Бу — маркази координата бошида, радиуси С бўлган концентрик 

айланалар оиласидан иборатдир.
Ушбу

М г (х) (у) йх +  М2 (х) (у) йу = 0  (4.2)
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кўринишдаги дифференциал тенглама ўзгарувчилари ажраладиган 
тенглама дейилади.

(4.2) тенгламани Л/х (у) ■ М2 (х) Ф 0 ифодага бўлиб, уни ўзгарувчи- 
лари ажралган (4.1) кўринишдаги тенгламага келтириш мумкин:

Ох + ^ -
М 2 (х) ЛҲ (у)

йу =  0 .

Буни интеграллаб, умумий интегрзлни ҳосил киламиз:

Г ах +  { ау =  с.
3 М ,(х  3 ^ ( у )  *

Э с л а т м а .  Ушбу

У' (х)-Му)
кўринишдаги тенглама ҳам ўзгарувчилари ажраладиган тенгламадир. 

2-мисол.  Ушбу
х(\ + У3) — У2( 1 + х 2)йу  =  0 

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш.  Тенгламани (1 + л :г)(1 +  у3) ф 0 га бўлиб, ўзгарувчилар- 

ни ажратамиз (1 + у3 = 0 ҳоли алоҳида ҳаралади):
хйх ___  у2Ау ^

1 +  <* 1 +У3 '
Интеграллаб, қуйидагига эга бўламиз:

— 1п 11 + л :2| — -  1п|1 +  у3| =  — 1пС.2 1 1 1  з 1 1 я 1 6
Келгуси шакл алмаштиришларни осонлаштириш учун ихтиёрий

ўзгармас сифатида — 1п С олинди. Юқоридаги ифодани потенцирлаб,
6

умумий ечимни ҳосил қиламиз:
(1 -М2)3 = с  
(1 +У3Г

Энди у3 +  1 =  0 ҳолни қараймиз. Бундан у =  — 1, йу =  0. Булар- 
ни тенгламага қўйиб, у =  — 1 ҳам тенгламанинг ечими эканини кў- 
рамиз.

е*
3 - ми с о л .  Ушбу у'у = -------  дифференциал тенгламанинг

_  1 +е*
у1х=о =  У"2 бошланғич шартни қаноатлантирувчи хусусий ечимини 
топинг.

Е ч и ш. Тенгламани й.х га кўпайтириб, ўзгарувчиларни ажратамиз:

Уйу = ех йх 

1 + е х

Интеграллаб, умумий интегрални ҳосил қилами?:
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У- = 1п 11 +  ех\ +  1п С

еки
у = У 2 \п С ( \+ е х). (4.3)

Хусусий ечимни топиш учун бошланғич шартдан фойдаланиб, ихти- 
ёрий ўзгармаснинг қийматини аниқлаймиз. (4.3) умумий ечимга х = 0 , 
у = У  2 нн қўйиб, V 2 =  У 2 1п (2 С) ни ҳосил қиламиз, бу ердан
С =  — .

2
Демак, изланаётган хусусий ечим

2 1п —— (1 + е х) 
2

бўлади.

5-§. Ўзгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламаларнинг амалий татбиқи

Техниканинг турли соҳаларида учрайдиган қатор амалий муҳим 
масалалар учун ўзгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама- 
ларни тузиш ва таҳлил қилиш йўлларини кўрсатайлик.

5.1. Эркин моддий нуқтанинг тўғри чизиқли ҳаракати. Эркин 
моддий нуқта тўғри чизиқли ҳаракат қилиши учун унга таъсир 
этувчи кучларнинг тенг таъсир этувчиси ўзгармас йўналишга эга 
бўлиши ва бошланғич тез/шк эса тенг таъсир этувчи куч йўнали- 
ши бўйича йўналиши ёки нолга тенг бўлиши керак. Ҳаракат х  ўқи 
бўйича содир бўлса, нуқта тўғри чизиқли ҳаракатининг дифферен- 
циал тенгламасини Ньютоннинг иккинчи қонунига биноан

еки
=  Ғ ( х ’ Ш

т х= Ғ (дг, V, I)
(5.1)

кўринишларда ёзиш мумкин.
_ сРх йуБунда =  —  тезланиш ҳаракат қонунидан вақт буиича олин-

ган иккинчи ва V тезликдан I вақт бўйича олинган биринчи тартибли 
ҳосилалар, т — ҳаракатланаётган нуқта массаси, Ғ — тенг таъсир 
этувчи кучнинг алгебраик қиймати.

а) Моддий нуқтага миқдор ва йўналиш жиҳатдан ўзгармас
бўлган Ғ куч таъсир қилсин. Нуқтанинг бошланғич тезлиги Ғ 
кучнинг таъсир чизиғида ётсин. х ўқни Ғ кучнинг таъсир чизиғи 
бўйлаб йўналтирамиз. У қолда (5.1) тенгламани қуйидагича ёзиш 
мумкин:
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т х = Ғ, (5.2)

бунда Ғ — кучнинг алгебраик қиймати. (5.2) да х =  эканлиги-
си

ни ҳисобга олиб, ўзгарувчиларни ажрьтамиз ва интеграллашдан сўнг

й х =  — й1, 
т (5.3)

X =  — I +  Сх 
т

ни ҳосил қиламиз.

(5.3) да ҳам х =  —  эканлигини эътиборга олиб, ўзгарувчиларни
с11

ажратамиз:

йХ =  (т  * +  С ^ й и

буни интеграллашдан сўнг

х = — -Т Сх/ +  С2 (5.4)
т

ни топамиз.
(5.4) ифода (5.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечимидир. 
Ҳаракатнинг бошланғич шартлари Ь = 0 да х = х0, V =  о0 кўри- 

нишда бўлсин. У ҳолда уларни (5.3) ва (5.4) ифодаларга қўйиб, ин- 
теграллаш доимийлари С, ва С2 ларни аниқлаймиз: Сг = о0, С, =  х0. 
Топилган қийматларни (5.4) га қўйиб, нуқтанинг ҳаракат қонунини 
аниқлаймиз:

х = х0 +  у01 +  — 1й. (5.5)

(5.5) дан нуқта ўзгармас куч таъсири остида текис ўзгарувчан 
ҳаракатда бўлишини тушуниш қийин эмас.

б) Моддий нуқтага фақат вақтга боғлиқ куч таъсир этсин. 
Ғ куч фақат I вақтнинг функцияси сифатида берилган бўлсин. 
У ҳодда (5.1) тенгламани қуйидагича ёзиш мумкин:

тх = Ғ (*)

ёки тўғри чизиқли ҳаракатда х = -^- = V, х =  -^- 

ни учун

(5.6)

т }  -  *  6улга-

~Ғ{1). (5.7)Iа

(5.7) тенгламани I = 10 да V = о в бошланғич шартда иьтеграллаб, 
хусусий ечимни ҳосил қиламиз:
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!
V = — Г ғ  (т) й т +  о0.

т 3
и

Бу ечимни қуйидагича қайта ёзиш мумкин:
I

то — т^и = (' Ғ {т)ёт. (5.8)
'ь

(5.8) дан кўринадики, нуқтанинг бирор чекли вақт оралиғидаги ҳара- 
кат миқдорининг ўзгариши таъсир этуьчи кучнинг шу вақт оралиғи- 
даги импульсига тенг (ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳақидаги қо- 
нун). Ғ {!) маълум функция бўлгани учун охирги интегрални ҳисоб-
лаб, вақтнинг функциясвдан иборат бирор

Н1) = \Ғ { т) с1т 
'и

(5.8)

функция билан алмаштирсак, натижада (5.8) ни
ту — тц 0 =  /  {() (5.9)

кўринишда ёзиш мумкин. (5.9) "дан нуқтанинг тезлиги V ни аниқлай- 
миз:

. 1 . .и - о 0-г— [{I). 
т

Бу тенгламада V =  —  бўлгани учун

<1х
а =  о. +  - / ( 0т

ёки ўзгарувчиларни ажратсак,

ё.х «0 +  — /  (0 т
<а

бўлади.
Бошланғич I = 10 пайтда х = х0 дейлик. Бу бошланғич шартлар- 

да охирги тенгламани интеграллаймнз:

X = |  [у0 +  /  (о | <Н +  С
<9

еки
!

х = х0 +  у0 {I — *„) +  — Г / (0 <11.
т ^

<а
Бу тенглама вақтга боғлиқ функция тарзида берилган ўзгарувчан 

куч таъсирвдаги нуқтанинг тўғри чизиқли ҳаракат қонунини ифода- 
лайди.
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в) Моддий нуқтага фақат нуқтанинг ҳолатига боғлиқ куч 
таъсир қилсин. У холда (5.1) тенгламани

т —  = Ғ(х)01 '
еки

Ои Ох г , , . т — • —  = Ғ(х)
Ох 01

кўринишда ёзиш мумкин. Бунда —  =  V бўлгани учун
01 '

т о ^ - = Ғ  (*),
Ох

ўзгарувчиларни ажратсак,
тойо = Ғ (*) йх.

(5.10)

(5.11)

Бошланғич 1=1п да х = х а, о = о0 бўлсин. (5.11) тенгламани бу 
бошланғич шартларда интеграллаймиз ва қуйидаги хусусий интеграл- 
ни топамиз:

то2 тц1 С
~2 — 2 ~ = ^ Ғ (х )й х .  (5.12)

дг0
(5.12) тенглик нуқтанинг х — х0 масофага кўчишида унинг кинетик 
энергиясининг ўзгариши кучнинг шу ўтган йўлда бажарган ишига 
тенг эканлигини кўрсатади. Бу муносабат куч кўчиш функцияси 
кўринишида берилган ва нуқтанинг тезлигини ҳам кўчиш функцияси 
каби ифодалаш талаб қилинган ҳолларда жуда қулайдир.

Ҳақиқатан ҳам, (5.12) нинг ўнг томонидаги интегрални /(х) билан 
белгилаймиз, у ҳолда

бундан нуқтанинг тезлигини аниқлаймиз:

о =  ± | / '  гҒ0+ ~ / ( х )

(илдиз олдидаги ишора нуқтанинг х ўқнинг мусбат ёки манфий йўна- 
лишида ҳаракатланишига қараб мос равишда танлаб олинади) ёки

0хо =  —  бўлгани учун

^ - ± 1/  ”5+  £ ' < *> •

ўзгарувчиларни ажратсак,
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± йх___________  =  <И
У  »0+ — /(*>г “ т

бўлади.
Берилган бошланғич шартларни эътиборга олиб, бу тенгламани 

интегралласак,

±  Г  **, . ■_ = * - / .

.)  V  ^ + « ,(х)
X,

бўлади.
Бу тенгламанинг чап томонидаги интегрални ҳисоблаб, дс ни 

/ вақтнинг функцияси сифатида |ифодалаймиз ва нуқтанинг ҳаракат 
қонунини топамиз.

г) Моддий нуқтага таъсир этувчи куч фақат нуқтанинг тез- 
лигига боғлиқ бўлсин. Бундай ҳоллар одатда қаршилик кучини ҳи- 
собга олиш лознм бўлган масалаларни ечишда учрайди. Ғ  =  /  (у) 
бўлганда нуқтанинг тўғри чизиқли ҳаракати дифференциал тенглама- 
сини икки усулда интеграллаш мумкин.

1 - усул .  Моддий нуқта ҳаракати дефференциал тенгламасини

(5.13)а(

кўринишда олиб, ўзгарувчиларни ажратамиз:
тйо
Ш

= с11.

Бошланғич I = (0 пайтда V = о0 эканини эътибсрга олиб, тенгла- 
мани интеграллаймиз:

т Г 777 = /  — /«• (5-14)
.) Ж

(5.14) нинг чап томонидаги интегрални ҳисоблаб, олинган и;|юда- 
ни V га нисбатан ечсак,

У =  ^ 7 = ф ( 0  (5.15)а1

бўлади. Бошлангич I =  (0 пайтда х = х0 эканини ҳисобга олиб, бу 
тенгламани интеграллаб, нуқтанинг ҳаракат қонунини аниқлаймиз:

I
х = х0 + 1 ф (() <и.

и
2 - у с у л .  Нуқта ҳаракатинннг дифференциал тенгламаснни яна 

қуйидагича ёзиш мумкин:
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тоу- = / ( к ) .  
ах

Ўзгарувчиларни ажратамиз:
пкйи

/(»)
=  йх,

тенгламани юқоридаги бошланғич шартларда интегралласак,
V
Ст \ —  = х — х„
3 П»)

(5.16)

ҳамда (5.16) нинг чап томонидаги интегрални ҳисоблаб, олинган 
тенгламани V га нисбатан ечсак, тезликни масофанинг функцияси 
сифатида аниқлаймиз: 0 - £ “ *(*)■
бундан

—  =еи. (5.17)
Ч>(*>

Бу тенгламани берилган бошланғич шартларга интеграллаймиз:
X

1 ^ , = ' - ' -  (518)

(5.18) нинг чап томонидаги интегрални ҳисоблаб, олинган тенглама- 
ни х га нисбатан ечсак, х ни ваҳтнинг функцияси кўринишида ифо- 
далаш мумкин. __

1- ма с ала .  Ўқ о0 =  400 м/с тезлик билан ҳаракатланиб, Н =  
=  20 см қалинликдаги деворни тешиб, ундан V, =  100 м /с  тезлик 
билан учиб чиқсин. Деворнинг қаршилик кучи ўқнинг ҳаракат тез- 
лиги квадратига пропорционал бўлса, ўқнинг девор ичидаги ҳара- 
катланиш вақти Т ни топинг.

Еч иш.  Ньютоннинг иккинчи қонунига биноан ўқ ҳаракатининг 
дифференциал|тенгламаси

т ^ - =  — ксг ((5.19)ае 1
кўринишга эга (манфий ишора деворнинг қаршилик кучи ўқнинг 
тезлигига қарама-қарши йўналган бўлгани учун олинган).

(5.19) тенглама ўзгарувчилари ажраладиган дифференциал тенг- 
ламадир. Ўзгарувчиларни ажратсак,

ёи
I?

= — кги ку=  —
т

ни ҳосил қиламиз, бундан 
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V
— — кх1 — С

еки

-  =  к ,(+ С .'

Интеграллаш доимийси С ни I =  0 да V =  у0 бошланғич шарт-
дан аииқлаймиз: С = —. У ҳолда 

«0
-  =  М  +  (5.20)
V  1)0

Ағар I = Т  да V =  бўлса, изланаётган Т  вақт

-  = к ,Т  + ±
I»! У0

тенгламадан топилади, яъни

Т = -Ч 1 - - ч1̂ \У1 1'о)
(5.21)

Энди ку катталикнн к, о0 ва гқ орқали ифодалаймиз. Бунинг 
учун (5.20) ни қуйидагича ёзиб оламиз:

— =  цо 
(И [ ] —(—

бунда V тезлик — билан алмаштирилган, уни интеграллаб топамиз: <и

х = — 1п (1 +  £+ 0* ) + С1- к 1
* =  0 да х =  0 (ўқ деворга кирадп) ва шунинг учун Сх =  0; 

1= Т  ва х = к (ўқ девордан чиқяпти), демак,

к =  — 1п (1 + 611>о Т)

бўлади.
(5.21) тенгликдан

«0
1 +  к-ууаТ

бундан — =  1 + к л 0Т, шунинг учун к нинг ифодаси қуйидагича
VI

бўлади: 

бундан

к = — 1п —,

_1_
1п Ь

VI

2—2939 17
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нинг топилган қийматини (5.21) ифодага қўйиб, изланаётган Т 
вақтни топиш учун формула ҳосил қиламиз:

Л /1 _1_

«о.
Т =

1п —
«I

(5.22)

Масала шартида берилган у0 =  400 м/с, о, =  100 м/с, Н =  20 см 
қийматларни (5.22) га қўйиб, керакли ҳисоблашлардан сўнг Т =  
=  0,00108 с эканини топамиз.

5.2. Реактив ҳаракат. Массаси ўзгарувчи жисмлар (масалан, ра- 
кеталар) учун массаси ўзгармас жисмлар динамикасининг асосий қо- 
нунларини (Ньютоннинг иккинчи қонуни) бевосита қўллаш мумкин 
эмас. Бундай ҳолда кучни тезланиш билан боғловчи бошқа тенглама 
қўлланилади.

Массаси т = т(() бўлган моддий нуқта (ёқилғи сарф бўлиши 
натижасида массаси узлуксиз равишда камайиб борувчи ракета мод- 
дий нуқта деб олиняпти) вақтнинг ( пайтида V тезликка эга бўлсин. 
Ракетанинг шу пайтдаги ҳаракаг миқдори

< ? о = т в

бўлсди. й( вақт ичида ракетадан абсолют тезлиги и га тенг йт 
массали зарралар ажралсин. Ракетанинг массаси т камаювчи функ- 
циядан иборат бўлгани учун йт<  0 ва | йт | =  — йт бўлади. ( +  
+  й( вақтдан сўнг система (ракета ва ундан ажралган зарралар) нинг 
ҳаракат миқдори

<2 =  [т — (— йт)\ ( ц^+ й V ) — йт и
бўлади.

<К вақт ичида ҳаракат миқдорининг ўзгаришини ё. билан белги- 
ласак,

2 =  <2-<2о
ёки

й <2 = (т +  йт) ( о +  й а) — йти — то =

=  тйгз +  йт(у  — и)-\-йт йу. (5.23)

Агар ракетага таъсир этувчи ташқи кучларнинг бош вектори Ғ 
билан белгиланса, система ҳаракат миқдорининг ўзгариши ҳақидаги 
теоремага кўра *

* 0 _  = ?  
<11 '

18
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(5.23) ни (5-24) га қўкиб, йт-йи иккинчи тартибли кичик миқдор- 
ни эътиборгп олмасак,

т 0± .  +  ^  ( 'у  — '~и ) =  7  (5.25)ш <и

ёки и — V =«„ ажралувчи зарраларнинг нпебнй тезлнги эканлигини 
ҳисобга охак ,

й V 7*" , “*■ йт т?±- = /•  + г / п — 
ш ш (5.26)

тенгламага эга бўламиз.
(5. 25) ёкн (5-26) тенгламалар ўзгарувчан массллн нуқтанинг ҳа- 

ракат дифференциал тенгламасинн ифодалайди. Бу тенглама И. В. 
Мешчерский тенгламаси деб агалади.

~  > 0  да нуқтанинг массасн ортшшшн (зарралар қўшилади),

—  <  0 да камайишини (зарралар ажралиб чикади) зслатиб ўтамнз.

—  — 0 да нуқта массаси ўзгармас ва бу ҳолда Мешчерский тенг-<и '
ламасндан Ньютоннинг иккинчи қоиунн келиб чиқади.

Мешчерский тенгламасига бошқача кўриниш бериш ҳам мумкин:

(1(111 г1
си

(5.27)

Хусусан и — 0 бўлганда (5.27) тенгламани

(1 (т ь)  уЎ

кўринишда ёзиш мумкин. Демак, и =  0 бмлганда (5-27) тенглама 
билан Ньютоннинг иккинчи қопунини ис|юдаловчи тенгламанпнг кў-
ринишлари бир хил бўладн. Агар ип =  0 бўлса, (5.26) дан яна 
Ньютоинииг иккпнчи қонунини ҳосил қичшадп. • и0 ифода ре~

актив куч деб аталади. Уни Я орқали белгиласак, А)ешчерсчий 
тенгламаси қуйидагича ёзишди:—>-

т ‘1 ^ ^ 7 + 7 .  (5.28)йс
(5-28) тенгламадан кўринадики, ҳар онда ўзгарувчан массали нуқ- 

та массасиии унинг тезланишига кўпайтмаси мазкур нуқтага таъсир 
этувчи ташқи кучлар бош вектори билан реактив кучнинг геометрик 
йиғиндисига тенг.

Массаси ўзгарувчи нуқта ташқи кучлар бўлмаганда ҳам тезла- 
ниш билан ҳарэкатлана олишинн эслатамнз. Ғ = 0 бўлганда
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т±0- = К. 
й(

Реактив куч катталиги

М ?1  =
йт
<И 1“ о /•

Массанинг вақт бирлигида ўзгариши йт
А1

(«секунд масса») га ва

ажралиб чиқадиган ёки қўшиладиган зарраларнинг нисбий тезлигига 
пропорционалдир.

5.3. Ракетанинг бўшлиқдаги тўғри чизиқли ҳаракати ҳақида 
Циолковский масаласи. Бошланғич массаси т0 бўлган ракета ундан 
ажралиб чиқаётган газларнииг узлуксиз жараёни таъсирида тўғри
чизиқли ҳаракат қилади. Газларнинг ажралиб чиқиш тезлиги и0 (ра- 
кетага нисбатан) катталиги жиҳатдан ўзгармас ва ракетанинг бош-
ланғич о0 тезлигига қарама- қарши йўналган. Оғирлик кучи ва ҳаво- 
нинг қаршилигини ҳисобга олмасдан ракетанинг ҳаракат қонунини 
аниқлаш масаласини қараб чиқайлик.

(5.26) шаклдаги Мешчерский тенгламасидан фойдаланиб ва Ох
ўқни о0 бошланғич тезлик йўналишида танлаб ҳамда Ғ =  0 эканли- 
гинй эътиборга олиб, ракета ҳаракатипинг шу ўқдаги проекцияси 
бўйича дифференциал тенгламасини ҳосил қиламиз:

ёи Лтт — — и0 — ,
<11 0 <11 (5.29)

бунда —  =  р — «секунд масса», — ёнилғи массасининг ҳар бир се- 
<а '

кунддаги сарфи; ёнилғи барқарор ёниш жараёнида р =  сопз!, т — 
ракетанинг ўзгарувчи массаси. (5.29) да ўзгарувчиларни ажратиб 
, 6т -№ =  — и0 —  ни ҳосил қиламиз, бу ердан 

т

V = — и0 1п т + С

ни топамиз.
Ихтиёрий С ўзгармасни / =  0 бўлганда V =  о0, т = т0 бошлан- 

ғич шартдан топамиз. У ҳолда С = и а 1п т0 +  и0 ва

V — и0 1п — + у0 (5.30)
т

ҳосил бўлади.
Агар ракета корпусининг массасини тк, ёнилғи массасини т - би- 

лан белгиласак, ракетанинг бошланғич пайтдаги массаси т0 = тк +  
+ /лё, ёнилғи ёниб бўлгандан кейкнги массаси т = тк бўлади. 
Ёнилғи ёниб бўлган пайтда ракета энг катта тезликка эришади ва 
бу тезлик (5.30) га асосан
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^шах =  +  +  «о 1П I 1 + ти (5.31)

формуладан аниқланади.
Циолковский сони деб аталадиган г —

тк
(5.31) ни қуйидагича ёзиш мумкин:

УшаХ= У0 + М0 1П 2.

катталикни киритсак,

(5.32)

(5.30) ва (5.31) формулалар биринчи бўлиб Циолковский томонидан 
топилган ва шунинг учун унинг номи билан юритилади.

(5.32) формуладан о0, м„ ва г ортган сари ракета тезлигининг 
ортиши кўриниб турибди. и0 ва г ларни ошириш ракета конструк- 
цияси ва ёнилғи турига боғлиқ.

Агар ц0 =  0 бўлса, (5.32) ни қуйидагнча ёзиш мумкин:

Уш а х = « 0 1 п 2 - (5 -33)
Бу формула ҳам Циолковский формуласи деб аталади. (5.33) дан

V

г =  еи° муносабатни ёзиш мумкин.
Ракета ҳаракати тенгламасини топиш учун Циолковский форму-

ласида V ни — га алмаштириб, ушбу тенгламани ҳосил қиламиз:
йх = и0 1п — +  о. 
а( т

I =  0 да х = 0 деб, уни интеграллаймиз ва ракета ҳаракати тенг- 
ламасини топамиз:

х =  и0 Г 1п —  йх +  о0(.
Д т 
о

(5.34)

(5.34) дан х йўл массанинг ёнилғи ёниш тезлиги билан аниҳланувчи 
ўзгариш қонунига боғлиқлиги келиб чиқади.

Ракета массаси
т = т 0( 1 — а(),

бу ерда а  =  сопз!, а  >  0 чизиқли қонуниятга биноан ўзгарса, 

х = и0 Г 1п — — -  дх +  Оо/
' т0 (1 — ат)

ёки
I

х = — и0 11п (1 — ат) йх +  о01 
о

бўлади.
Охирги ифодада
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Г 1п (1 — ат) йт = ------ [(1 — а?) 1п (1 — а/) +  а  1]
•1 а

бўлгани учун

х = — [(1 — а() 1п (1 — а() + а / ]  +  а0/.

Агар ракета массаси
т = тие~'иу X = сопз!, X >  0 

кўрсаткичли (экспоненциал) қонун бўйича ўзгарса,

х = «о \ 1п — &  +  и0(
т0е

еки

демак,

I
х = и0Х |  тйх +  и„1,

о

х  = (5.35)

Механика қонунларидан фойдаланиб космик тезликларнинг қий- 
матларини аниқлаш мумкин. Биринчи космик тезликни, яъни раке- 
та Ер атрофида йўлдош бўлиб доиравий орбита бўйича айланиши 
учун зарур бўлган тезликни аниқлайлик. Бунинг учун ракета- 
нинг марказдан қочма кучи Ернинг тортиш кучига тенг бўлиши ке- 
рак, демак,

т к —  =  т к£<

бунда г — орбита радиуси, яъни Ер марказидан орбитада ҳаракат 
қилаётган йўлдошгача бўлган масофа, д — оғирлик кучи тезлани- 
ши. Агар г ни тақрибан Ер радиуси Кер га тенг деб олсак, у хрл- 
Да

I»! =  ]/цг «  У £/?ер «  У̂ Ю • 6400000 8 км/с.

Яна ҳам эниқроғи =  7,93 км/с.
Орбита бўйлаб ҳаракат қилаётган йўлдош Ер сатҳидан анча узоқ- 

лашганда, яъни г +  /?ер бўлганда баландлик ўзгариши билан оғир- 
лик кучи тезланишининг ҳам ўзгаришини ҳисобга олмоқ керак. Тор- 
тишиш қонунидан келиб чиқадики, Ер марказидан г масофада бўл-7 т т 0
ган т массали жисм Ерга Ғ =  — ^ -  куч билан тортишади, бунда

тер — Ер массаси. Бироқ, иккинчи томондан эса Ғ =  т§г(ёТ — Ер 
марказидан г масофада оғирлик кучи тезланиши) бўлгани учун
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у т т{ер

мак, £ =

7шер „
■/Я£г, буидан £г= — Агар г =  /?ер булса, £г =  £, де-

п*7 п27™гп „ г^с-Р £ « е
бундан V =  ' шунинг учун §г = — —. Бундай 

г2' чер ер
ҳолда марказдан қочма кучнинг ва оғирлик кучининг тенглигидан:

бундан

У1 «"ерт„ — = тк — -гк г к г2

экани келиб чиқади.
Охирги формуладан, г қапча катта булса, яъни йўлдош Ердан 

қанчалик кўп узоқлашган бўлса, йўлдошнинг тегишли орбитада 
айланиши учун зарур бўлган биринчи космик тезлик о, шунчалик 
кичик бўлиши келиб чиқади. Масалан, 10000 км (г «  16400 км) ба- 
ландликда =  5 км/с, 380000 км (Ердан Ойгача бўлган тақрибий 
масофа) баландликда эса о, =  1 км/с. Шундай қилиб, Ой Ерга қу- 
лаб тушмаслиги учун унинг тезлиги 1 км/с бўлиши етарлидир.

Ракета Ернинг тортиш доирасидан чиқиб кета олиши учун у гҳ 
дан катга тезликка эга бўлиши керак. Бу тезлик иккинчи космик 
тезлик (ёки Ернинг таъсир доирасидан чиқиб кетиш тезлиги) 
дейилади ва а, орқали белгиланади. Уминг қийматини топайлик. Бу- 
нинг учун Ер марказидан г масофада бўлган ракетанинг Еп =  ткгдг 
потенциал энергиясини тезлиги бўлган ракетанинг Ея =

ть 4  „= --------кинетик энергиясига тенглаимиз, натижада

бундан

тк -7Г = тк-г -ёг<

ь2 = У  2ёгт =  У  =  цх / 2

келиб чиқади.
Шундай қилиб, иккинчи космик тезлик биринчи космик тезлик- 

дан тахминан 1,4 марта катта экан.
5.4. Оғирлик кучи ҳисобга олинган ракета ҳаракати учун 

Циолковский масаласи. Бошланғич массаси т0 бўлган ракета 
ажралиб чиқувчи газларнинг тепки кучи таъсирида юқорига верти- 
кал ҳаракат қилмоқда. Ракетанинг т массаси I вақтга боғлиқ ра- 
вишда т = [(() қонун (ёнилғи ёниш қонуни; бўйича ўзгаради. Газ- 
ларнинг ракета ҳаракат тезлигига нисбатан ажралиб чиқиш тезлиги
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ўзгармас ва пастга йўналган бўлиб, и0 га тенг. Агар ракетанинг 
Ер сатҳидаги бошланғич тезлиги о0 га тенг бўлса, ракетанинг кўта- 
рилиш баландлигини ( вақтнинг функцияси сифатида аниқлаш маса- 
ласини кўриб чиқайлик.

Ҳаво қаршилиги ва оғирлик кучи тезланишининг ракета кўтари- 
лиш баландлигига мос равишда ўзгариши ҳисобга олинмайди.

Оу ўқни юқорига йўналтирамиз. У ҳолда ракета ҳаракатининг 
дифференциал тенгламаси қуйидаги кўринишда ёзилади:

П() (()-£[({), (5.36)ас

бунда [' (() =  —  — «секунд масса». (5.36) тенгламада ўзгаруЕЧИлар- 
61

ни ажратамиз:

(IV = — — и0 й(,
°/ (0

бундан
V = — £/ — и0 1п /  (/) +  С.

( =  0 да ракета массаси т =  /  (0) =  т0, тезлиги V = лади, шу 
нинг учун С = и0 1п т0 +  ц0, демак,

V = ~ ё (  + иа 1п +  ц0.

V = — бўлганлигидан, охирги тенгликни ўзгарувчилари ажралган
6.1

ушбу дифференциал тенглама кўринишида ёза оламиз:

Ау = 1— В( +  «о 1п +  о0] Л,

буни интегралласак,
I

У ~^2~ + и‘> § 1п уў) т̂ "I" +А-
о

/ =  0 да кўтарилиш баландлиги у = 0, шунинг учун =  0 ва, де- 
мак,

у =  — —  +  и0 Г 1п йх +  у0Л 
о

Агар ракета массаси т = [(()=  т0(1— а(), бунда а =  сопз1, 
а >  0, чизиқли қонунга биноан ўзгарса,

У = — у -  — «о |1 п  (1 — ах)йх +  о0/,

интегрални ҳисоблагандан сўнг 
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у = ---- —  +  — [(1 — а/) 1п (1 — а() +  а/] +  V0{
2 а

бўлади. Масалан, о0 =  0, и0 = 2000 м/с ва а  =  —  с~' бўлса,

у = — + 2 -Ю5
* 2

экани келиб чиқади.
Бундай ҳолда ракета 10 с дан кейин 0,54 км баландликка, 30 с 

дан кейин 5,65 км га, 50 с дан кейин эса 18,4 км га кўтарилади.
Ракета массаси т = [{() = т0е~и, X = сопз!, X > 0  кўрсаткичли 

қонунга биноан ўзгарганда қуйидагини ҳосил қиламиз:

йт +  и0{ = ипХ ̂  +- 12 +  у0/,

V =  —  =  (и0Х — £) / +  и0 бўлганлигидан I = (к, яъни бутун ёнилғи <и ■
захираси ёниб тамом бўлиш пайтида

^ = \  = (^0Х — В)(к + и 0, у = ук +  уо *к>

тезланиш эса

[иа = —  = и0Х — д = сопз!

бўлади.
Демак, ракета ўзгармас тезланиш билан ҳаракат қилади. (и0Х — 

— £) <  0 да ҳаракат текис секинланувчан, (и0Х — д) > 0  да текис 
тезланувчан, и0Х — § =  0 да эса ҳаракат текис бўлиб, тезлиги у0 
бўлади.

(и0Х — §) <  0 да ( =  — —  бўлганда нуқта тезлиги нолга тенг 
ё — и0Х

бўлади, бу пайтда ракета максимал утзх баландлик-а кўтарилади:

тах 2 ( £ - и 0Х)

Бутун ёнилғи ёниб тамом бўлгандан сўнг ракета ҳаракати 

5 =  - ^  +  ^  +  Ук

қонун бўйича давом этади.
Ракетанинг у =  ук баландликдан энг катта узоқлашиши 5тах ни

°кфункциянннг ( = —  стационар нуқтадаги максимуми сифатида то- 
ё

памиз:
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5тах  —  ^  +  Ук-

Ракетанинг Ер сатҳидан максимал балэндликка кўтарг.лиши утах 
ни

Ута х  5тах +  Ук ~  +  2Ук

формула бўйича ҳисоблаймиз.
кк ва г/к ларни ульрнинг «0, а  ва /к орҳали ифодалари билан 

алмаштириб, узил-кесил қуйидагини ҳосил қиламиз:
(и0>, — ц)Ч{

У  п 2ё

=  —  (и{ К 
2ц '  0

+  — ё) +  2х}0 К —

■ * Х  +  2«о*к-

5.5. Кўп босқичли ракета ҳаракати. Кўп босқичли ракетанинг у 
йўлдошни орбитага чиқариб қўйгандан кейинги ак тезлигини аниқлаш 
талаб қилинсин. Бунда реактив жараённинг тезлиги ўзгармас ва 
унинг катталиги ип га, тезлик йўналишининг горизонтга нисбатан 
оғиш бурчаги Э (/) га, аэродинамик қаршилик X  (() га тенг, деб 
қабул қилинади.

Агар ракетанинг вақтга боғлиқ бўлган жами массасини С (() ор- 
кали белгиласак, ракета массасининг ўзгариш тезлкги (ёнилғининг 

. .  аомасса сарфи) — га, реактив тортиш эса
с11

р  =  _ [ ( о _ л £
8о &

га тенг бўлади, бунда §0 — Ер сатҳида оғирлик кучи тезланиши (Н 
баландликдаги тезланишни §н орқали белгилаймиз).

Огирлик кучи ва тезлик (атака бурчаги) йўналишларининг бир 
хилда эмаслиги натижасида ракета тезлигининг камайиши жуда Ҳам 
кичик бўлганлиги учун уни эътиборга олмаслик мумкин, натижада 
ракета ҳаракатининг унинг траекториясига уринмасидаги проекция- 
сининг дифференциал тенгламасини

0_

£о

йг) — „  0  .— =  Р — X -------е. 51П 0
й( ёо Н

кўринишда ёки Р ни унинг I орқали ифодаси билан алмаштириб Еа

тенгламанинг иккала томонини — га бўлиб,
Во '

—
!й

и0 с10 X  ■ п— ----------е0 -------51П 0о си о н
(5.37)

кўринишда ёза оламиз.
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Старт пайти I = 0 да ракета тезлиги V = 0 (бошланғич шарт), 
ракета йўлдошни орбитага чиқаргандан кейинги ( = (к пайтида унинг 
тезлиги V =  ок. Шунинг учун I бўйича интеграллашдан сўнг изла- 
наётган тезликнинг қиймати қуйидагича бўлади:

п (к ( к

=  ^  и{ 1п у - -----£„ | ён 51П 0 й1 (5.38)

бунда п — ракета босқичлари сони, и ., О0;, Ок; — мос равишда оқим 
тезлиги, ҳар қайси айрим босқич учун бошланғич ва охирги масса- 
лар.

(5.38) формулада ўнг томондаги биринчи ҳад Циолковский фор- 
муласига мос келади ва ракетанинг характеристик тезлигини, яъни 
ракета ташқи кучлар таъсир этмагандаги тезлигини англатади. Фор- 
муланинг ўнг томонидаги иккинчи ва учинчи ҳадлар мос равишда 
аэродинамик қаршилик кучларипи енгишда йўқотилган тезликни бил- 
диради.

5.6. Радиоактив емирилиш. Баъзи кимёвий элементлар атомла- 
рининг ядролари альфа-, бета- ва гамма- нурлар чиқариб бошқа эле- 
ментлар ядроларига ўз- ўзидан айланиши радиоактив емирилиш 
дейилади. Радиоактив емирилиш статистик моҳиятга эга: атомлар 
ядроларининг ҳаммаси бирданига емирилмай, балки изотопнинг бу- 
тун мавжуд бўлиш даврида емирилади. Бунда бирлик вақт ичида 
емириладиган атомлар сони ҳар бир изотоп учун ўзгармас бўлиб, 
унинг емирилмаган атомлари миқдорининг бирор қисмини ташкил 
этиши аниқланган. Бу катталик (қисм) емирилиш доимийси дейи- 
лади ва К ҳарфи билан белгиланади.

Шундай қилиб, й( вақт давомида емирилган йК атомлар сони 
ШсИ га тенг, бу ерда N сон I вақт пайтида емирилмай қолган 
атомлар сонидир. Натижада ушбу дифференциал тенгламага эга бў- 
ламиз:

<Ш = — ЛЛГЛ. (5.39)
Манфий ишора емирилмаган атомлар сони N вақт ўтиши билан 

камайишини кўрсатади.
(5.39) да ўзгарувчиларни ажратамиз:

Буни интеграллаб, қуйидаги ифодани ҳосил қиламиз:
1п N =  — и  +  1п С

еки
N =  СегК

Агар атомларнинг дастлабки сони М0 {I =  0 да N =  М0) маълум 
бўлса, ихтиёрий ўзгармас (интеграллаш доимийси) С ни аниқлаш 
мумкин: М0 =  С ва, демак,
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N = (5 .40)

Мзотоп атомлари миқдорининг ярми емирилиши учун керак бўл- 
ган Т вақт шу изотопнинг ярим емирилиш даври дейилади. Турли 
изотоплар учун ярим емирилиш даври турличадир. Масалан, радий 
учун Т =  1590 йил, уран учун Т =  4,6 млрд. йил, радиоактив ко- 
бальт (Со60) учун Т = 5,3 йил, радон учун Т = 3,82 сутка.

Т  ва X орасида осонгина топиш мумкин бўлган богланиш бор.

Вақтнинг 1 = Т пайти учун N = у - , ва демак, у - =  М0е кт, бун-

дан е~х т = — ва Т = «  0,693 , сўнгра Я =  »  0,693 Т
2 X X Т

Бу N ни К орқали эмас, балки Т орқали ифодалашга имкон бе- 
ради, чунончи

1 I п 2

М =  М0е г
Масалан, ярим емирилиш даври Т = 1590 йил бўлган радий учун_ 1 |п 2

N = N,6 1590 =  М0 е0'00044'.
Бу формуладан атомнинг, айтайлик, 200 йил ичида қанча қисми 

емирилишини аниқлаш мумкин: I = 200 бўлса, 200 йилдан кейин 
N |(=200 =  А̂0е-°>088 =  0,915 М0 атом қолишини, яъни бу вақт даво- 
мида бор бўлган атомларнинг 8,5% емирилишини кўрамиз.

Изотопнинг радиоактив емирилиш тезлиги бу изотопнинг (ёки 
, „ I (1М Iунинг препаратининг) акпшвлиги деиилади. а активлик а = \ —  га

I |
ёки (5.39) дкфференциал тенглама ва унинг ечимига кўра а =  ЯМ =  
=  ЯМ0 е~и га тенг.

Активлик ярим емирилиш даври орқали
N 1п 2 0,693 N

формула билан ифодаланади.
Агар аа =  ХМ0 препаратнинг бошланғич пайтдаги активлиги бўл- 

са, у ҳолда
а = аае~и.

Радиоактив модда битта атомининг ўртача яшаш даврини ҳисоб- 
лайлик. I вақт ичида сақланган ва кейинги 6.1 вақт оралиғи ичида 
емирилган атомлар сони йИ қуйидагига тенг:

— М  = Ш 0е~и сИ.

Бу атомлар I га тенг бўлган ўртача яшаш даврига эга. Битта атом- 
нинг ўртача яшаш даврини топиш учун ни I га кўпайтириб, I бў- 
йича 0 дан <» гача интеграллаш ва атомларнинг бошланғич сони М0 га 
бўлиш керак:
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Г X Л/„ 1е~и  <11 
о 1 Т

Nо X 1п 2'
Масалан, радон (Т = 3,82 сутка) учун атомнинг ўртача яшаш 

даври V =  5,552 суткага тенг.
5.7. Қимёвий реакция. Агар кимёвий реакцияда А ва В модда- 

нинг ҳар бири ўтадиган С модданинг микдори х бўлса, у ҳолда ўз- 
гармас температура ва бошқа баъзи шартлар бажарилганда реакция
тезлиги — қуйидагиларга пропорционал деб ҳисобланади. д.1 '

1- ҳол.  А модда С моддага ўтганда — А модданинг қолган миқ-
(1хдорига, бунда — = к (а — *) дифференциал тенглама келиб чиқади, д1

бунда а билан А модданинг бошланғич миқдори белгиланган, к — 
пропорционаллик коэффициенти, к >  0;

2 -  ҳол.  А ва В моддалар С моддага ўтганда тегишли массалар 
кўпайтмасига пропорционал бўлади, бу ҳолда

^  = к(а  — х)(Ь— х)
0.1

дифференциал тенғлама келиб чиқади, бунда а ва Ь лар А ва В 
моддаларнинг бошланғич миқдори, к — пропорционаллик коэффи- 
циенти, к >  0.

Ҳар иккала ҳол учун х нинг I  вақтга боғланишини топайлик. 
Тузилган дифференциал тенгламалар ўзгарувчилари ажраладиган 
дифференциал тенгламалардир. Бошланғич шартлар иккала ҳолда ҳам 
1 = 0 да х = 0 дан иборат.

Биринчи ҳолда ўзгарувчиларни ажратгандан сўнг ------ =  — кб.1
тенгламани ҳосил қиламиз, унинг умумий ечими х = а +  С е~м дан 
иборат. Бошланғич шартдан С =  — а эканлигини топамиз, биноба- 
рин, хусусий ечим х = а( 1 — е~м) кўринишда бўлади. Бу ечимдан 
} ->■ оо да х ->-0 эканлиги келиб чиқади.

Иккинчи ҳолда ўзгарувчиларни ажратгандан сўнг
йх ■ = ксИ

ва
(х — а) (х —  Ь)

1 = ____ 1 / _ |_______ 1_
: — а) (* — Ь) Ь — а \ х  — а х  —

экгнлигини эътиборга олиб, интеграллашдан сўнг 

— 1п х—  = — Ш + —  1п С
Ь — а х  — Ь Ь — а

еки
х  — а 
х — Ь

=  С е ~* <ь~ а>‘
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умумий интегрални хосил қиламиз. Бошланғич шартдан фойдаланиб
аС =  — эканлигини ь топамиз, унинг қийматини умумий ечимга

қўйиб
X — а _  а с_к 1Ь_а> {
х — Ь Ь

ёки
1 Р—к (6—а) г

(5.41)

хусусий ечимни ҳосил қиламиз.
Ь >  а бўлсин, яъни В модданинг бошланғич миқдорь А модда- 

нинг бошланғич миқдоридан ортиқ бўлсин, у ҳолда бу ечимда I оо 
да х^>-а эканлиги келиб чиқади.

Агар а> Ь  бўлса, (5.41) тенгликни
х — ь _  ь_ е_ к (а_ ь) (
х — а а

кўринишда қайта ёзиб, I оо да х Ь бўлишини кўрамиз.
Худди шу натижанинг ўзини хусусий ечимдан, уни

х = аЬ ■
е-  к (а—ь) I_|

Ье-К(а-^г _ а

шаклда ёзиб олиб ҳам ҳосил қилишимиз мумкин.
5.8. Суюқликнинг идишдан оқиб чиқиши. Фараз қилайлик, кўн- 

даланг кесим юзи 5  баландлик Н нинг маълум 5  =  5 (Н) функцияси 
бўлган идиш Н сатҳгача суюқлик билан тўлдирилган бўлсин. Идиш 
тубида юзи со бўлган тешик бўлиб, ундан суюқлик оқиб чиқади. 
Суюқлик сатҳи дастлабки Н ҳолатдан исгалган Н гача пасайиш вақ- 
ти / ни ва идишнинг тўла бўшаш вақти Т ни аниқлаймиз. Бунда 
идишдаги суюқлик миқдори (ҳажми) нинг ўзгариш тезлиги V идиш- 
даги суюқлик сатҳи Н нинг (босимнинг) маълум V — V {Н) функция- 
си деб фараз қиламиз.

Бирор I пайтда идишдаги суюқлик баландлиги Н га тенг бўлсин. 
I ва I +  <И гача бўлган сН вақт оралиғида идишдан оқиб чиқадиган 
суюқлик миқдори йУ ни асосининг юзи со, баландлиги V (Н) бўлган 
цилиндр ҳажми сифатида ҳисоблаб чиқиш мумкин. Шундай қилиб,

й V =  соо (Н) (Н.
Суюқликнинг ана шу ҳажмини бошқа усул билан ҳам ҳисоблаш 

мумкин. Суюқлик оқиб чиққанлиги сабабли унинг идишдаги Н сат- 
ҳи Шг катталикка пасаяди, демак, й V =  — 3(Н)ёН(йН< 0 бўлгани 
учун манфий ишора олинди). й V учун иккала ифодани бир-бирига 
тенглаб, қуйидаги дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз:соу (Н) <Н =  — 5  (Н) йН. (5.42)

Ўзгарувчиларни ажратиб,
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Л1 = — анШу (Н)

эканини топамиз, бундан:

. 1  Л  =  
ш  ̂ V (Н) ш ч (Л)

я  л
Идиш тамоман бўшаганда Н =  0, шу сабабли унинг тўла бўшаш

вакти

71 = -  Г -Ш . V

5(Н)
ш ,1 »(Л) 

о
&Н

н

формулага асосан топилади.
Агар суюқлик кичик тешикдан ёки қисқа найчадан оқиб чиқаёт- 

ган бўлса, у ҳолда Торичелли қонунига мувофиқ V =  р У'2§Н, бун- 
да § — оғирлик кучи тезланиши, р — эмпирик коэффициент (сарф 
бўлиш коэффициенти). Бу ҳолда ҳосил қилинган формулалар қуйи- 
даги кўринишда ёзилиши мумкин:

н н
I =

шц )г 2§— Г т =  — йН-2§ ,) ] Н шц | 2§ ,1 ] Н
(5.43)

Бу формулаларни татбиқ қилишга доир бир нечта масалаларни 
қараб чиқайлик.

1 - ма с а л а .  Суюқликнинг вертикал доиравий цилиндрик идиш- 
дан оқиб чиқиши. Диаметри Д, баландлиги Н бўлган вертикал ўқли 
доиравий цилиндрик идкш сув билан тўлдирилган. Идиш тубидаги а 
диаметрли доиравий тешик орқали идишнинг тўла бўшаш вақтини 
аниқланг (4-шакл).

с1 К
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Е ч и ш.  Бу ҳолда кўндаланг кесим юзи 5  (/г) ўзгармас ва га
4

тенг. Худди шунга ўхшаш, тешнк юзи га тенг. Демак,
н  _

£>2 р йн 2 С2|/'Ят =
ага

___ Г* _  2 Р г у  Н
УТ8 3 К/Г _  а2(х УТц '

Масалан, Д =  1,0 м, Я  =  1,5 м, а =  0,05 м бўлганда ва сарф бў- 
лиш коэффициенти ц =  0,62 (сув учун) деб олинса,

Т =
_  2 • (1,0)2 Қ 1.5 _

(0,05)2-0,62- V 19,62
356 с =  5 мин 56 с

ни ҳосил қиламиз.
2 - м а с а л а .  Керосиннинг цистерна остидаги жўмрак орқали оқиб

чиқиши. Узунлиги Ь ва диаметри Д бўлган темир йўл цистернаси 
керосин билан тўлдирилган. Керосин цистерна остида жойлашган ва 
кесим юзи ш бўлган қисқа чиқиш найчаси (жўмраги) орқали оқизиб 
юборилганда, цистерна қанча вақтда бўшашини аниқланг (5-шакл).

Е ч и ш. Нефть маҳсулоти сатҳининг юзи 5  (Н) ўзгарувчан катта- 
лик бўлиб,

5(Н)= 2 x 1  = 2 1  У К 1 — (Н — /+- =  2  £  V  (О—Н) Н
формула орқали аниқланади, шу сабабли

о ________ _
Т  =  2 1  Г  у  м  =  4 1 0  У р“ 11 V 2§  3 У1Г  ЗШ(Х V 2 §  '

Масалан, Ь =  12 м, О = 2 ,6  м, и  =  0,01 м2 ва сарф бўлиш коэф- 
фициенти ц =  0,6 (керосин) бўлса,

4-12-2,6 Қ2. 6  
3-0,01-0,6- /19^62

=  2520 с =  42 мин.

3 - м а с а л а .  Сувнинг коник ре- 
зервуар тубидан оқиб чиқиши. Уст- 
ки (катта) асосининг диаметри Дг 
пастки асосининг диаметри Д ,  ба- 
ландлиги Н бўлган коник резер- 
вуар сув билан тўлдирилган. Сув 
резервуар тубидаги а диаметрли те- 
шик орқали оқизиб юборилганда 
унинг қанча вақтда бўшашини аниқ- 
ланг (6-шакл).

Е ч и ш . Конуснинг горизонтал 
кесим юзи:

$ ( & ) =  д  [ о 2 + ( Д - Д ) | ] 2 

шу сабабли
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т = -  г -иа ^ 2(; $ УН йн =

2 V  н
=  ( 3 ^  +  4В Д  +  8Д22)-15а-ц V  2ё

Масалан, Ог =  0,8 м, С2 =  0,3 м, Н = 1 м, а =  0,03 м ва ц =  
=  0,62 (сув) бўлганда

Г  =  2-1М0.вР+4.<0.8)(0.31 +8.(0..3)- =  , 94с =  3  „ „„  , 4с.
15-(0,03)2-0,62 /1 9 ,6 2

Агар суюқлик оқиб чиқадиган тешик юзи вақтга боғлиқ, яъни 
ш =  ш (0 бўлса, у ҳолда (5.42) дифферендигл тенглама ўзгарувчи- 
ларни ажратгандан сўнг

ю ({) й1 =  — йН 
о (Л)

кўринишни олади, бунинг интеграли қуйидагича бўлади:

(5.44)

Ғ ю (1)й( =  — Г 8-^-йН .
! 3 »(*)

(5.45)
I Л

4- м а с а л а . Сувнинг вертикал ўқли цилиндрик идиш тубидаги 
диафрагмадан оқиб чиқиши. Сув билан тўлдирилган вертикал ўқли 
цилиндрик идиш тубида дшфрагма билан беркитилган (фотоаппарат 
объективидаги каби) ю0 (см2) юзли кичик тешик бор. Бошланғич пайт- 
да диафрагма очила бошлайди, бунда ҳосил бўлган тешик юзи ю (см2) 
вақтга пропорционал, яъни ю =  к1. Диафрагмя " с дан сўнг тўла 
очилади. Диафрагма тўла очилганда идишдаги сув баландлиги Нх ни 
аниқланг. Цилиндрнинг баландлиги Н (см), асос юзи 5  (сма).

Е ч и ш . Шартга кўра, 1 =  " да ю =  ю0, демак, ю0 =  &г, бундан
к =  — ва шунинг учун ю =  — .X X

ю нинг қийматини (5.45) интегралга қўйиб, топамиз:

Шо
т

I

\ ш =
о

н
_  Р йк_

ц / 2̂  ,) у ь 'н
бундан

1 =  т да сув сатҳи баландлиги Н =  Шунинг учун
ЮотрУг 8 = у ~ _ у - '

(см).

3—2939
4
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Айтайлик, идишдан суюқлик оқиб чиқиб кетиши билан бир пайт- 
да вақг бирлигида <7 миқдорда (ҳажм бирлигида) доимий равишда 
суюҳлик идишга келиб турсин. У ҳолда &1 ваҳт давомида идишдаги 
суюқликнинг умумий камайиши &У чиқиб кетувчи суюқлик миқдори 
ш{Н)(И ва келиб қуюлувчи суюқлик миқдори нинг айирмасига 
тенг, яъни:

&У =  [м у (Н) — с/]Ш.
Шу сабабли, дифференциал тенглама

[(о о \Н) —д\ <11 =  — 5  (Н)йН (5.46)
кўринишга келади.

Суюқлик сатҳининг Н дан Н гача 
интеграли орқали

1 = I 5(й)
ш  (Ь.) — <7

пасайиш вақти I тенгламанинг 

&Н (5.47)

кўринишда ифодаланади.
Агар қуйиладиган сув миқдори ц ни оқиб кетадиган сувнинг ўз- 

гармас Н* босими орқали ифодаласак: д =  рсо У 2§Н*, у ҳолда
н

{ 1 _  Г 5№)
ИЦ V )  У~Н — Ун*

йН (5.48)

бўлади.
Призматик (ёки цилиндрик)

1 =
о>|*-/2£

резервуар учун [5 (Н) =  5 0 =  сопз!]

' (5.49)25„ (  ,—  V  Н — V Н *  г -
Ъ  У н *  1п +  У Н - У ЙУн —Ун*

Қовушоқлиги катта бўлган суюқлик чиқиш найи орқали оқиб чи- 
қаётганда ламинар оқим кузатилиши мумкин, бунда оқиб чиқиш тез- 
лиги босимга пропорционал, яъни V =  кН бўлади. Ингичка узун най- 
ча орк^али суюқлик оқиши ҳам ана шундай қонун бўйича содир бў- 
лади, V нинг бу қийматини (5.42) га қўйиб, дифференциал 1енглама

Ш = — 8- ^ й Н  (5.50)шМ
кўринишни, интеграли эса

/ - 1  ?  8(Н) 
сок .) Л 

/>
&Н

кўринишни олишини кўрамиз. Хусусан, 5  (Н) =  5 0 =  сопз! бўлган 
призматик (ёки цилиндрик) идиш учун

бўлади.
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5.9. Жисмнинг совиши ҳақидаги масала. Массаси т, иссиқлик 
сиғими с ўзгармас бўлган жисм бошланғич пайтда Т0 температурага 
эга бўлсин. Атроф муҳит температураси ўзгармас ва Т (Та >  Тм) 
га тенг. Жисмнинг чексиз кичик й( вақт ичида берган иссиқлиги 
жисм ва унинг атрофидаги муҳит температуралари орасидаги фарқ- 
қа, шунингдек, вақтга пропорционал эканлигини (Ньютон қонуни) 
эътиборга олган ҳолда жисмнинг совиш қонунини топиш талаб қи- 
линсин.

Совиш давомида жисм температураси Т0 дан Г ч гача пасаяди. 
Вақтнинг I пайтида жисм температураси Т  га тенг бўлсин. Чексиз 
кичик й( вақт оралиғида жисм берган иссиқлик миқдори юқорида 
айтилганига кўра

й(3 =  - а ( Г  — Г м) й(
га тенг, бунда а  =  сопз! — пропорционаллик коэффициенти.

Иккинчи томондан, жисм Т температурадан Т „ температурагача 
совиганда берадиган иссиқлик миқдори (? =  тс {Т — Тм) га тенг, де- 
мак, йС1 = тссТГ Энди й(} учун топилған ҳар иккала ифодани тақ- 
қослаб

тсй Т  =  — а  (Т — Тм) й( (5.51)
дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз. Ўзгарувчиларни ажратиб

Т — Тм тс

интегралласак,
_а 1

1п(Г — Тм) =  — -  * +  1пС ёки Т — Тм = Сетстс

экани келиб чиқади.^
( =  0 да Т = Т0 бошланғич шартдан фойдаланиб С = Т0 — Тм 

эканлигини топамиз, шунинг учун жисмнинг совиш қонуни (хусусий 
ечим)

_  а/
Т = Тм + (Т0- Т м)е "* (5.52)

кўринишда бўлади.
а  коэффициент ё бевосита берилиши ёки қўшимча шарт, маса- 

лан, ( =  (г да Т  =  7 \  орқали берилиши керак 
Бундай ҳолда

аи
Тх- Т „ = ( Т й- Т Д е  ™

бўлади, бундан

Демак,
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(

Т = Т м +  ( Т ,~ Т м)
V  0  —  1  М /

Агар муҳит температураси Тм =  20°С бўлса ва =  10 мин ичи- 
да жисм Т„ =  100°С дан Тг =  60°С гача совиса, у ҳолда

£
/ I \10Т  =  20 +  80- -

бўлади.
Агар жисм температураси қанча вақт ичида 25°С гача пасайи- 

шини топиш керак б\ лса, формулада Т =  25 деб олиб, 25 =  20 +
I " <

+  80 ни еки аГ=(1 Гни ҳосил қиламиз, бундан 1= 40 мин.

5.10. Қуйманинг қизиши ҳақидаги масала. Температураси Та бўл- 
ган пўлат қуймани прокатка қилишдан аввал температураси бир соэт 
ичида Та дан Ть гача бир текис ортадиган печь ичига жойланади. 
Агар печь ва қуйманинг температуралар фарқи Та бўлганда қуйма 
к-Та град/мин тезлик билан қизиса, унинг қизиш қонунини аниқлаш 
талаб қилинади. _

Печнинг вақтнинг I пайтидаги температурасини Г_орқали белги- 
лаймиз. У ҳолда қуйманинг Т температураси Т = Т — Та фарққа 
тенг бўлади. Масала шартидаги печь температурасининг ўзгариш қо- 
нуни Т =  А1 + В ни топамиз, бунда А ва В доимийлар Т  |,=0 =

— Та, Т ) (=60 =  ТЬ шартлардан аниқланади, улар мос

Т° ва В =  Та га тенг.
60 °

Масалаиинг дифференциал тенгла.иаси
йТ_
й( =  к.Т0

равишда А =

кўринишда бўлади, сўнгра
ат
<11

= ^ т - т а) -  (А1 +  В — Та) = А — —  
<11 ’ й1

бўлгани учун юқоридаги тенглама

А — —  =  кТ0 ёки —  +  кТа — А =  0 й( 0 й(

кўринишни олади. Бу тенгламада ўзгарувчиларни ажратиб, умумий 
интегрални топамиз:

1п (кТ0 — А) + [/ =  1п С ёки кТ0 — А =  Се~к‘

Г 0|< = 0 =  0 бошланғич шартдан С =  — А ни аниқлаймиз, демак,

36

www.ziyouz.com kutubxonasi



То =
А_
к (— « )

Т0 = Т — Т = А1 + В  — Т алмаштиришни бажарсак,

Т = А 1 + В — —  (1 — е~к1) 
к

ёки
7’ т  __ь/

7  =  7  ±5— £« (1_ е _ « )
° 60 А

ни ҳосил қиламиз.
Қуйманинг I = 60 мин дан кейинги температураси

Ц - п = Т , Ть ~- Т-° (1 — е-60* — 60*) =

= ТЬ Т» — Тп (1 е -60*) 
60*

бўлади.
5.11. Ёруғликнинг сув орқали ўтишида ютилиши. Ёруғлик оқи- 

мининг юпқа сув қатлами томонидан ютилиши қатлам қалинлиги ва 
қатлам сиртига тушаётган оқимга пропорционалдир. 2 м ли қатламдан
ўтишда дастлабкн ёруғлик оқимининг — қисми ютилишини билган

3
ҳолда унинг неча проценти 12 м чуқурликка етиб боришини аниқ- 
лаш ҳақидаги масалани кўриб чиқайлик.

к чуқурликдаги сиртга тушаётган ёруғлик оқимини 0  орқали 
белгилаймиз. Қалинлиги сОг бўлган сув қатламидаи ўтишда ютилган 
ёруғлик оқими с1С1

=  — к0.(1к (5.53)

га тенг, бу ерда к — пропорционаллик коэффициенти, к >  0.
Бу дифференциал тенгламанинг умумий ечими <3 =  Се~кк бўлади. 

Дастлабки ёруғлик оқими га тенг бўлсин. У ҳолда к = 0 да <3 =  
=  <30 бўлган бошланғич шартдан С = <30 ни топамиз, шу сабабли <3 =  

-у . 2С?0
=  <30е бўлг.ди. Масала шартига кўра к =  2м да <2 = 3 ’

_1_ л

шунинг учун |  (2 =  <30(е-*)2, бундан е~* =  ( у )  ва <3 =  <Э0

Л - 12м чуқурликка « , - < 3 . ( |) * « 0 ,0 8 7 8 д ога тенгб?лга„ « ,  ёрук-

лик оқими етиб боради, бу дастлабки ёруғлик оқими <30 нинг 8,78% 
ни ташкил қилади.

5.12. Газнинг ионланиши. Ўзгармас (доимий) нурланиш таъсири- 
да газли муҳитда ионланиш жараёни рўй беради, унда бир секунд 
ичида берилган ҳажмдаги газда ц та мусбат ва шунча манфий ион 
ҳосил бўлади. Мусбат ва манфий ионлар яна ўзаро бирлашганликла-

37

www.ziyouz.com kutubxonasi



ри (ионларнинг рекомбинацияси) учун уларнинг миқдори камая бо- 
ради.

п та мусбат ионнинг умумий миқдоридан ҳар секундда уларнинг 
миқдори квадратига пропорционал бўлган қисми бирлашишини на- 
зарда тутиб, ионлар миқдори п нинг I га боғлиқлик қонунини то- 
пиш масаласини куриб чиқайлик (пропорционаллик коэффициенти а  =  
=  сог.з! газнинг табиати ва ҳолатига боғлиқ).

Ионланиш жараёнининг
йп = цй1 — ап2й( (5.54)

дифференциал тенгламаси бевосита масала шартидан чиқарилади. 
(5.54) тенгламада ўзгарувчиларни ажратиб

1  _ Ё ^ _ + л  =  о,

а
унинг умумий интеграли

1п - У \= + /
2 п +  У ±

ни топамиз, бундан

« _ - К | = с + « ,

ёки

=  1пС

_  1/  еУач1 
п ~  V  а у — (

+  Се —Уач I
У'ая I __£ е — Уач<

I — 0 да л = 0  бўлганлигидан С = — 1 ва ионлар сонининг вақт- 
га боғланишини аниқловчи хусусий

/г =  | / 1 . 1Ь(|Л х<70

ечимни топамиз.
5.13. Цехни вентиляциялаш. Сиғими 10800 м3 бўлган цехдаги ҳа- 

водаО, 12% карбонат ангидрид гази бор. Вентиляторлар таркибида 
0,04% карбонат ангидрид бўлган тоза ҳавони а м3/мин миқдорда бе- 
риб туради. Карбонат ангидриднинг концентрацияси цехнинг ҳамма 
қисмида вақтнинг ҳар қайси пайтида бир хил деб ҳисоблаб (тоза ҳа- 
вонинг ифлосланган ҳаво билан қўшилиши жуда тез бўлади), 10 мин 
дан сўнг карбонат ангидрид 0,06 % дан ошмаслиги учун вентилятор- 
ларнинг қуввати қандай бўлишини топиш талаб қилинади.

Вақтнинг I пайтида ҳаводагн карбонат ангидрид миқдорини х (%) 
орқали белгилаймиз. I пайтдан бошлаб ўтган й( вақт оралиғи учун
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цехдаги карбонат ангидрид балансини тузамиз. Шу вақт ичида вен- 
тиляторлар 0,0004 ай( м3 карбонат ангидрид олиб кирган бўлса, цехда 
0,01-шй/м3 карбонат ангидрид чикиб кетади. Бинобарин, й( мин нчи- 
да ҳаводаги карбонат ангидрид йд =  (0,0\х — 0,0004) -аШ м3 камай- 
ди. Ҳаводагн карбонат ангидрид миқдорининг процентларда камайи- 
шини йх орқали белгиласак, бу миқдорни бошқа йўл билан

йд = — 10800- 0,0 1йхм3

формула бўйича ҳисоблаш мумкин (манфий ишора йх<  0 бўлгани 
учун олинди). <̂7 учун топилган иккала ифодани тенглаб,

(0,0\х — 0,0004) ай( =  — 10800 • 0,01 -йх (5.55)
дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз. Ўзгарувчиларни ажратиб:

а-сИ _ Длг
10800 лг — 0,04 ’

умумий интегрални топамиз:

х — 0,04 =  Се
й(

10800

/ =  0 да х = 0,12 бўлгани учун С =  0,08 ва хусусий ечим

* _ 0 ,0 4  =  0,08-е 10800 (5.56)

кўринишда бўлади.
Вентиляторларнинг қуввати а ни аниқлаш учун х =  0,06 ва I = 

=  10 деймиз. У ҳолда

0,02 = 0 ,0 8 -е  1иии,
Д

л  1080 *
бундан е — 4 ва а =  1080 1п4«1500 м8/мин.

5.14. Газни тозалаш. Бирор газли аралашмадан газни тозалаш 
учун уни скруббер (у ёки бу ютувчи модда бўлган идиш) орқали 
ўтказилади. Ютқичнинг (аппаратнинг маълум тайин режимида) юп- 
қа қатлами ютадиган газсимон аралашма миқдори аралашма концен- 
трациясига, шунингдек, қатламнинг кўндаланг кесими қалинлиги ва 
юзига пропорционалдир. Скруббер асосининг радиуси Я, баландлиги 
Н бўлган конус шаклига эга. Газ конус учидан киради. Агар кела- 
ётган газда аралашма концентрацияси а%, чиқиб кетаётган газда эса 
Ь% бўлса, скруббердаги газли аралашма концентрациясини қатлам- 
дан конус учигача бўлган масофанинг функцияси сифатида аниқлаш 
талаб қилинади.

Аралашма концентрациясини ц% орқали, қатламдан конус учи- 
гача бўлган масофани Н орқали белгилаб

йд =  кдл г2йН
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дифференциал тенгламани тузамиз, бунда г — конуснинг юпқа қат-
ри  ‘

лами кесимининг радиуси, у конус ўлчамлари билан г =  — муноса- 
бат орқали боғланган, демак,

йд — кдл —•Н2йН.

Бу тенгламанинг умумий ечими
кпҒ>гк'„  з н ‘д =  Се

кўринишда бўлади. Н =  0 да <7 =  а, шунинг учун С =  а, демак,
кпЯЧI*

„ 3я»<7 =  ое
Н = Н  бўлганда ? =  & шартдан /г коэффициентни аииқласак ки- 

фоя. Қуйидагига эгамиз:

Ь =а-е зн*

бундан /г ни эмас, балки /г қатнашган ифодани аниқлаш қулайроқ

е-мт = / А ) " ‘

Узил-кесил қуйидаги ифодани ҳосил қиламиз:
А»

Агар скруббер Н радиусли шар шаклида бўлса, <2<7 =  кдпНйН, 
б\ нда г — шарнинг юпқа қатлами кесимининг радиуси, у шар радиу-
си К Еа шаршшг қуии нуқтасидан қатламгача бўлган масофа Н би* 
лан г- =  — (Н— Н)2 муносабат орқали боғланган. У ҳолда

йд =  кдя — (Н— К)*]йН,
бу тенгламанинг умумий интеграли

1п =кл^К-Н —

бўлади. о
С ва к ни аниқлаш учун ц |д=0 =  а, <7 \Н=2Н =  Ь шартлардан фой-

халанамиз:
а _клК3
~С Г 3 I

~5кл.Ғ>3 
3 '

Қуйидаги
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1п — — 1п -1 =  1 п А = * * 2 £
С С а 3

айирмадан кк =  —  1п — ни топамиз. Шунга ўхшаш 
4 к 3 а

1п 1  —  1п — =  1п —  =  кл
С с а

т (Ь-Я )3
3

В3 
' 3

айирмани олайлик, бунга кп нинг ифодасини қўйиб, тенгламанинг 
хусусий интегралини 1п ±  =  ^ ( 3 к - Н )  

а 4/?з

кўринишда ҳосил қиламиз.
5.15. Илмий ахборот оҳими ҳақидаги масала. Фанда ахборот- 

лар оқими, яъни илмий нашрлар сонининг ўсишини текширишда нашр- 
йц „ларнинг -р ўскш тезлиги нашрлар сонида эришилган у даражага 
а1

пропорционал деган келишувга асосланилади, яъни ўсишнииг иис- 
бий тезлиги ^  ўзгармайди. Нашрлар сонининг эришилган дара- 

жасини вақтга боғлиқ ҳолда аниқлайдиган қонун

-■ %  = к ёки ^  =ку, (к >  0) у а1 аь

дифференциал тенгламадан топилади, бунда к —■ у ёки бу фан соҳа- 
сида нашрга билдирилган фикрларни (ўртача) баҳоловчи ўзгармас.

Бу диффереициал тенгламанииг ечими

У =аек*
экспонента кўринишига эга, бу ерда а— фан ривожланишининг маъ- 
лум бир бошланғич даражасини баҳоловчи ўзгармас катталик.

Ташқи шароитлар кескпн ўзгаргапда, тутиб турувчи факторлар 
туфайли ўсишнинг экспоненциал қонуни сақланмайди. [Даража- 
нинг ўсиши унинг бирорта қийматн бнлан чекланади ва нашрлар 
сонининг ўсиш механизми

^  = ьу(ь— уу, (к[>о ,  о ; <  у < Ь)

дифференциал тенглама билан тасвирланади, бунда Ь катталик у нинг 
мумкин бўлган максимал қийматини билдиради. Ўсишнинг

_1_
у % = Ч Ь - у )

нисбий тезлиги энди ўзгармас бўлмайди, балки у нинг чизиқли функ- 
цияси бўлади.

Бу дифференциал тенглама ўзгарувчилариажраладиган тенглама- 
дир. Ўзгарувчкларни ажратамиз ва уни интеграллаб топамиз:
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йЧ . 
уФ — у)

Маълумки,
Г  й у  -  1
)  у{Ь — у) Ь 

Тенглама ечими

Ш, Г — =к* + С.
)  У { Ь -  у)

1п
0

— 1п —-— Ь — 1п а = к1 
Ь Ь — у ь

У
Ь — у

кўринишда бўлади, бунда С = ------1па деб олинган.
ь

Ҳосил қилинган ечимни потенцирлаб,
ау

ь — у
= еш , ау =  (Ь — у)ёш

, , ЬкС , Ьк1у (а + е  )= Ье  , У =
Ьеш

ш

ва, ниҳоят,

У 1 -р йс,—Ьк1

ии аниқлаймиз.
Бу тенглама билан аниқланадиган эгри чизиқ логистик эгри чи- 

зиқ дейилади. Вақтнинг бошланғич пайтларида у нинг қийматлари 
Ь дан анча кичик бўлганда бу эгри чизиқ у = Ъеш  экспонента билан

деярли устма-уст тушади, у = 
=Ь ва у =  0 тўғри чизиқлар 
логистик эгри чизиқнинг асим-
тоталари бўлади. М

нуқта букилиш нуқтасидир 
(7- шаклга қаранг, унда а = 
= Ь — I деб қабул қилинган).

5.16. Подшипниклардаги 
ишқаланиш коэффициентини 
аниқлаш. Подшипниклардаги 
ишқаланиш коэффициентини 

аниқлаш масаласини кўрайлик. Учларига оғир А ва В шкивлар 
ўрнатилган қисқа вал подшипникка ўрнатилган (8-шакл). Валга 
етарлкча катта бурчак тезлик берилади ва кейин у ўз ҳолига қ\;йи- 
лади. Подшкпникдаги ишқаланиш оқибатида валнинг айланиши се- 
кин-аста секинлашади.

7- шакл

Валга қўйилган ташқи кучлар унинг оғирлиги Р, подшипникнинг 
нормал реакцияси N ва ишқаланиш кучи Ғ дан иборат бўлади. Р ва 
N кучларнинг валнинг айланиш ўқига нисбатан моментлари нолга
тенг, ишқаланиш кучи Ғ нинг моменти эса — Ғг га тенг, бу ерда 
г — шипнинг радиуси.
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Валнинг (А ва В шкивлар би- 
лан биргаликдаги) айланиш ўқига 
нисбатан инерция моментини /  ор- 
қали белгилаб, ушбу айланиш диф- 
ференциал тенгламасини хосил қи- 
ламиз:

/57
=  — Ғг.

Бу ерда Ғ = [Р (/— изланаётган 
ишқаланиш коэффициентп) ва

(бу ерда ги — валнинг айланиш ўқи- 
га нисбатан инерция радиуси) деб 
олиб қуйидагига эга бўламиз:
Р_
8

4со гп •• 4(0— [Рг еки —  
' 41 '> • 

ги
Лгар /  ишқаланиш коэффициентини ўзгармас катталик деб ҳисоб- 

ласак, бу тенгламани интеграллаш ҳеч бир қийинчилик туғдирмайди. 
Тенгламани интеграллаб қуйидагига эга бўламиз:

со =  — ^  1 + С
г и

бу ерда С — ихтиёрий ўзгармас. С ўзгармасни бошланғич шартлар 
бўйича аниқлаймиз. Валга бериладиган бошланғич бурчак тезликни 
ш0 орқали белгилаймиз. Бу ҳолда I =  0 да <в =  со0 га эга бўламиз. 
Ҳозиргина ҳосил қилинган тенгламада / =  /0 ва <в =  <о0 деб олиб, 
С =  со0 ни топамиз, ва демак, узил-кесил

, ,  _  , ,  {ВГ ,СО =  СО0 -------- т- 4.
г и

Айтайлик, вал унга бошланғич со0 бурчак тезлик берилганидан 
Тс кейин тўхтаган бўлсин. / =  Г ва со =  0 ни сўнгги тенгламага 
қўйкб,

г __ а °г1 
1 ВгТ

ни ҳосил қиламиз.

6-§. Бир жинсли дифференциал тенгламалар

Энг аввал бир жинсли функцияга таъриф берамиз.
1 - т а ъ р и ф .  Агар /  (*, у) функцияда х  ва у ўзгарувчиларни мос 

равишда (х ва 1у  га алмашткрганда (бу ерда I — ихтиёрий параметр)

[(х1 , у() =  (п[ (х, у)
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шарт бажарилеа, /  (х, у) функция п ўлчовли бир жинсли функция 
деб аталади. ______

/  (х, у) = У х 2 + у- функция бир ўлчовли бнр жинсли функция- 
дир, чунки

/ (1х, 1у) = V12Х- +  / V  =  ( Ух-  +  У2 =1!(х,у).

Ушбу 1 (х, у)
х+ у

ция, чунки

функция ноль ўлчовли бир жинсли функ-

/  (1х, 1у) = (х — 1ц 
1х+1у

х —  У 
х + у'

яъни
/(/*, (у) =  /  (х, у) 

ёки
!Их, 1у) = /°/ (х, у).

/  (1х, 1у) =  /  (х, у) шартга бўйсунадиган ноль ўлчовли бир жинс- 

ли функция /  (х, у) = ср  ̂ кўринишда ёзилиши мумкин. Ҳақиқатан 

ҳам, I параметрни ихтиёрий танлаб олиш мумкин бўлгани учун 
I = — деб оламиз. У ҳолда

X

!(х ,у) = !(1х, 1У)=!(\,  ^ - ] = Ф

Биз қуйида ноль ўлчовли бкр жинсли функция билан иш кўрамиз
2- т а ъ р и ф .  Агар биринчи тартибли у’ =[(х, у) дифференциал 

тенгламанинг ўнг томони х ва у га нисбатан ноль ўлчовли бир жинс- 
ли функция бўлса, бундай 'тенглама бир жинсли тенглама дейила- 
ди. ‘

Шундай қилиб, бир жинсли тенгламани

У'=  ф ( | )  (6-1)

кўринишда ёзиш мумкин.
Бир жинсли (6.1) тенгламани — = и(х) ўрнига қўйиш ёрдамидаX

ўзгарувчилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин, у ҳолда 
у = и х, бу ерда и — янги изланаётган функция. Кейинги тенглик- 
ни дифференциаллаб, у = и 'х  + и ни ҳосил қиламиз. у ва у' нинг 
қийматларини (6 . 1) тенгламага қўйиб, қуйидагини топамиз:

и'х =  ф'(и) — и
еки

хс1и =  (ф (и) — и)йх
Ўзгарувчиларни ажратиб, интеграллаймиз:
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Г — — — =  Г —  4-с.
3 <р(и) — и ^ х

Сўнгра и ўрнига — нисбатни қўйиб, (6.1) тенгламанинг умумий ин-

тегралини ҳосил қиламиз.
И з о ҳ . Ушбу

М (х, у) ах + И (х, у) йу =  0 (6.2)

тенгламада М (х\ у), N (лг, у) лар бир хил ўлчовли бир жинсли функ- 
циялар бўлгандагина (6.2) тенглама бир жинсли тенглама бўлади. 
Бу — иккита бир хил ўлчовли бир жинсли функцияларнинг нисбатк 
ноль ўлчовли бир жинсли функция бўлишидан келиб чиқади.

(6.2) кўринишдаги тенгламани ечиш учун уни дастлаб (6.1) кў- 
ринишга келтириш керак:

, — М(х. у)
У ~  IV (х, у) '

Масалан, (у2 — Зх2) йу +  2у хйх = 0 тенглама бир жинслидир, чун- 
ки у2 — Ъхг ва 2ху функциялар икки ўлчовли бир жинслидир. 

1 - м и с о л .  Ушбу

, /  = У + У * = ?
X

бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш . Тенгламани ушбу у ' = — +  1 / 1 — — кўринишга келти-

X Г х2
рамиз. Унинг ўнг томони ноль ўлчовли бир жинсли функциядан иборат. 

— = и  алмаштиришни бажарамиз, у ҳолда у =их, у ' = и'х  + и.X
Буларни тенгламага қўйиб

и'х +  и = и +  \  1 — иг , и'х =  V 1 — и2 

ўзгарувчилари ажраладиган

йи
йх

-------т ■■ йи= у 1 — и- еки -\ \ - и
йх
X

тенгламани ҳосил қиламиз. Ҳосил бўлган тенгламани интеграллаймиз:
агс51п и =  1п х +  1п С.

Бу ердан и =  з т  (1п С х). Энди и =  —X ни ўрнига қўйсак,

— =  51 п (1н Сх) х
еки

у  =  X  51П (1п С х)
ифода ҳосил бўлади.
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3 - т а ъ р и ф .  (6 .2) тенгламада а даража кўрсаткични у = га ўр- 
нига қўйиш орқали берилган тенгламани х ва г га нисбатан бир 
жинсли тенглэмага айлантирадиган қилиб танлаш мумкин бўлса, бе- 
рилган (6.2) тенглама умумлашган бир жинсли тенглама дейилади.

2 - ми с о л .  Ушбу

(х — 2у3) йх +  3у1 (2 х — у3) йу =  0
тенгламанинг умумлашган бир жинсли тенглама эканлигини текши- 
ринг ва уни интегралланг.

Е ч и ш. у = г а деб олайлик. У ҳолда 3

йу = а га~ 1 йг
ва тенглама ушбу кўринишга келади:

(х — 2 г3а) йх +  3 а 23а-1 (2 х — г3а) йг = 0.
йх олдидаги кўпайтувчи бир жинсли функция бўлиши учун (шу би- 
лан бирга биринчи даражали бўлиши учун, чунки биринчи қўши-
лувчи биринчи даражали) За  =  1 бўлиши керак, бунда а =  — .

3
йг олдидаги кўпайтувчи ҳам биринчи даражали бир жинсли функ-
ция бўлиш- бўлмаслигини текширамиз. Агар а =  — бўлса, жавоб

3

ижобий бўлади. Демак, у =  г 3 ўрнига қўйиш берилган тенгламани 
қуйидаги бир жинсли кўринишга келтиради:

(х — 2 г) йх +  (2 х — г) йг =  0.
Бу тенгламада г = и х  деб

(1 — ц2) йх +  (2 — и)хйи  = 0
ни ҳосил қиламиз. (и2— 1) -л: =+ 0 бўлганда ўзгарувчиларни ажратсак

с1х 
х

и — 2 
и3 — 1

йи =  0.

Тенгламани интеграллаб,

1п |;с| +  —■ 1п |«а — 1| — 1п и — 1
и +  1

=  — 1п С
2

еки
х2(и +  I)3 =С(и — 1)
2 и̂  они ҳосил қиламиз. и = — = — бўлгани учун узил- кесил қуиидагига 

эга бўламиз:

(г/3 +  *)3 =  С (у3 — х).

Энди иа — 1 = 0  бўлганда и =  ± 1 , г = ± х  ёкя у = +  У х  ечим- 
ни ҳамда х =  0 ечимни ҳосил қиламиз.
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7-§. Бир жинсли тенгламаларга келтириладиган тенгламалар
Ушбу

йу _  ах +  Ьу +  с ^
Ах агх +  Ьгу +  сх '

кўринишдаги тенглама берилган бўлсин. Агар с =  с, =  0 бўлса, (7.1) 
тенглама бир жинсли бўлади. Айтайлик, с ф  0, схФ  0 ёки улардан 
бири нолдан фарқли бўлсин. Ўзгарувчиларни алмаштирамиз:

\ х  =  х х + а ,  

\у =Ух + Р -
(7.2)

У ҳолда йх = йх2, йу =  йу„ йу _  йу1
йх йхх

Буларни (7.1)

қўйиб, қуйидагини хосил қиламиз:
йуг _ 0*1 а а -\- Ьуҳ +  6 Р +  С
йхх аххх + а  +  Ьгу2 + Ьх Р +  сх

тенгламага

еки

Агар

йу! {ахх +  Ьу\) +  (а а  +  Ь Р +  с)
йх 1 (О^! +  61У1) +  (СЦ а  + Р +  С̂ )

(7.3)

(7.4)| а а  +  Ь р + с = 0 ,
(а^а +  й^р+С!  = 0

бўлса, (7.3) тенглама бир жинсли бўлади. Бу системани а  ва р га 
нисбатан ечиб, (7.2) алмаштириш орқали (7.1) тенглама бир жинсли 
тенгламага келтирилади.

Агар а Ь 
а, Ьх = 0 бўлса, (7.4) система ечимга эга бўлмайдн. Бун- 

дай холда (7.1) тенглама ўзгарувчилари ажраладиган тенгламага
г =ах + Ьу

ўрнига қўйиш орқали келтирилади.
Ушбу

йу_ _  I  / ах +  Ьу +  с \
Ах \а хх +  Ьху +  с, )

(бу ерда /  — ихтиёрий функция) тенглама ҳам (7.3) каби интегралла- 
нади.

1 - мис ол .  Ушбу у' =  х ~ 3' тенгламанинг умумий интегра-
х — у — 1

лини топинг.
Е ч и ш .  Детерминант: 11 | |  =  — 2=^=0.

Қуйидаги алмаштиришни бажарамиз:
(х = хх +  а ,
\У=У 1 +  Р-
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У ҳолда
_ *1 +  У1 4- а +  Р — 3

й* 1  *1  —  У1 +  К  — Р — 1
Энди

Га +  р — 3 =  0,
|а  — 6 — 1 =  0

системани ечиб, а =  2, Р =  1 эканини топамиз. Натижада бир 
жинсли

йУ1 _  * 1 + У 1  

4*1 Ч  —  у х

тенгламага эга бўламиз.
Энди —  =  и алмаштиришни бажарсак,

*1
Уг

У\ =  и'х 1 +  и,

и х, +  и =  — 1—
1 1 — и

Соддалаштиришлардан сўнг ўзгарувчилари ажраладиган^ тенгламани 
ҳосил ҳиламиз:

еки

йиХл ---  = 1 + и 3
&*1 1 — и

1 —и , ------- аи =
1 +  иг XI

Тенгламани интеграллаймиз:

агс!"и — ~  1п11 +  и3\ =  1п 1^1 +  1п |С|

еки
С х У Т Т *  = е"«*и -

и ——  ни ўрнига қўйсак, қуйидагига эга бўламиз:
*1

_____________  а г с ! е  —

с У  х \+ у ]  = е
Ниҳоят, хх =  х  — а, У1 = у — 1 алмаштиришларни бажариб, х ва у 
ўзгарувчиларга ўтамиз:

аге!е ——■
С У ( х - 2 Г  +  ( у - 1 У = е  

2 - м и с о л .  Ушбу
, 2 х + у — 1

У 4х +  2у +  5
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тенгламанинг умумий интегралини топинг

19 1 
4 2

=  0, демак, тенгламани

(х = хг +  а,
(У =  Ух +  Р

ўрнига қўйиш ёрдамида ечиш мумкин эмас. Бу тенгламани 2 х +  у = 
= г ўрнига қўйиш ёрдамида ўзгарувчилари ажраладиган тенгламага 
келтирамиз. У ҳолда

у' = г '  — 2, г' = 2 =
2 г  +  5

еки
г, = 1 £ + 9

2г +  5
Тенгламани интеграллаймиз:

4" 2 +  1п |5 г +  9| =  л: +  С.
о

Энди г = 2х  + у алмаштириш орқали х ва у  ўзгарувчиларга ўтамиз: 

10 у — 5 х = С — 71п|10л +  5г/ +  9|

8-§ . Чизиқли тенгламалар
Ушбу

У' + Р (х)у  =  <М*) (8.1)
кўринишдаги тенглама биринчи тартибли чизиқли дифференциал 
тенглама дейилади, бу ерда Р (х), (2(х) лар х  нинг маълум узлук- 
сиз функциялари ёки ўзгармасдир.

Агар ф (*) =  0 бўлса, (8.1) тенглама чизиқли бир жинсли, акс 
ҳолда эса бир жинсли бўлмаган тенглама дейилади. ф (*) += 0 деб 
фараз қиламиз.

(8.1) тенгламани интеграллашнинг икки усулини келтирамиз: ўрни- 
га қўйиш усули ва ихтиёрий ўзгармасни вариациялаш усули.

8.1. Ўрнига қўйиш усули. (8.1) тенгламанинг ечимини х  нинг 
иккита функцияси кўпайтмаси кўринишида излаймиз:

у = и(х)у(х). (8.2)
Бу функцияларнинг бирини ихтиёрий қилиб олиш мумкин, иккинчи- 
си эса (8.1) тенглама асосида аниқланади. (8.2) дан у' ни ҳисоблай- 
миз:

у' = и'а + хз'и.
у  ва у' ни (8. 1) тенгламага қўямиз, натижада у қуйидаги кўриниш- 
га эга бўлади:

и'о +  (а' + Р  (х)«) и =  ф (х). (8.3)
Функциялардан бирини ихтиёрий танлаб олиш мумкин бўлгани учун
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V функцияни қэес ичида турган ифода нолга тенг бўладиган қилиб 
оламиз, яъни

V' + Р (х )у = 0 .  (8.4)
У ҳолда и функцияни топиш учун (8.3) дан қуйидаги тенгламани 
ҳосил қиламиз:

и'о =  Я (х). (8.5)
Дастлаб (8.4) тенгламадан ўзгарувчиларни ажратиб V ни топамиз:

—  =  — Р (х) V ёки —  =  — Р (х) йх,
йх V

бу ердан
1п V — — [ Р (х)йх +  1п С,

бундан

V = Се~^Рмйх
Бизга (8.4) тенгламанинг нолдан фгрқли б рорта ечими зарур, шу- 
нинг учун С =  1 деб оламиз. У ҳолда

0 ==е- ў Р М *  (8.6)

Бу ерда ( Р (а:) йх — бирорта бошланғич функция. V нинг (8.6) дан то- 
пилган қийматини (8.5) тенгламага қўйиб, и функция учун ўзгарув- 
чилари ажраладиган тенгламани ҳосил қиламиз:

и'е-Ъ Ри)йх-=С1(х).
Бу тенгламани ечамиз:

йи= ( 2 (х)е>Р(х)йх йх
и = ((2 (л:) е$Ри)йх -йх +  С. (8.7)

(8.6) ва (8.7) формулалар и ва V нинг х орқали ифодаларини бе- 
ради.

и ва V ни (8.3) формулага қўйиб, узил-кесил умумий ечимни ҳо- 
сил қиламиз:

у = е -  1РШх (С +  /  С(х) Ри)йх йх) (8 .8 )

1 - мисол .  Ушбу
, . 1 

У + — уX
5Ш X 

X

чизиқли тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  у = и - и  деймиз, у ҳолда

у' =  и'и +и'и
бўлиб, қуйидагига эгамиз:
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5̂1П X, , , . иои V +  « у  Ч------- = --------X X
еки

и'ь +  +  —
51П X  

X (8.9)

V’ +  — =  0 бўлсин, у ҳолда и'у =  Булардан биринчисини еча-X X
миз:

йо
V —  , демак, 1п V = — 1п х, яъни 

*
1

V =  —  X
1

V =  —  х ни (8.9) тенгламага ҳўямиз:

, 1  5Ш *и —  = --------X X
Бу ердан и' = 5т х ,  йи =  51пл:с1х, демак, и =  — созл: +  С. Шундай 
қилиб,

V =  —  , и =  —  соз х +  С.X
Узил-кесил куйидагини ҳосил ҳиламиз:

у =  и • V =  — (С — соз л).X
8.2. Ихтиёрий ўзгармасни вариациялаш усули. Бир жинсли бўл- 

маган (8.1) тенгламанинг ((?(л:) +  0) ечимини топиш учун даставвал 
унга мос бир жинсли

¥ - + Р { х ) у  = 0
ах

тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг ўзгарувчилари ажралади, унинг 
умумий ечими

-  (  Р  (Х ) 4 х
У  =  Се •’

бўлади.
Энди ихтиёрий ўзгармас С ни х нинг бирор С(х) функцияси деб 

ҳараймиз ва уни шундай танлайликки, (8. 1) тенглама қаноатлансин.
С (л:) функцияни топиш учун у=С(х) е~$Р {х) йх функциянинг ҳоси-

ласини ҳисоблаймиз, у ва —  ларнинг ифодаларини (8.1) тенгламага
йх

ҳўямиз ва тенгламанинг қаноатланиши, яъни унинг айниятга айлани- 
шини талаб қиламиз.

бу_ =  аси0 е- ; р  (о ^  _  с  ,х) р  {х) в-;р<о *
йх йх ’ ’
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булганлиги учун (8.1) тенглама қуйидаги
' 4 С  ( х )  е - |  р  (дг) й к  

йх = <Нх)
тенгламага ўтади. Биз яна ўзгарувчилари ажраладиган ва номаълум 
функцияси С (х) бўлган тенгламани ҳосил қилдик. Унинг ечими

С(х) =  \С1(х)^Р{х)йх йх + Сг
кўринишда бўлади.

С (х) нинг топилган ифодасини бир жинсли тенглама умумий 
ечимига қўйиб бир жинсли бўлмаган (8. 1) тенгламанинг изланаётган 
ечимини ҳосил қиламиз:

у==е- \  Ждт) ‘" [ [<г(*)в*р <*>Л!Жс +  С1].

2 - мис ол .  Ихгиёрий ўзгармасни вариациялаш усули ёрдамида

—  — у с 1дл: = а 5 т л :  
йх

чизиқли тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Еч иш.  Аввало чизиқли бир жинсли

■у- — ус\£х  =  0 
ах

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Ўзгарувчиларни ажратамиз:

бундан

—  — с!§ х Лх =  0,
У

1п у — 1п 51П х — 1п С ва у =  С 5Ш х 
экани келиб чиқади. С = С (х) деб, С ни вариациялаймиз, у ҳолда

у =  С (х) 51П X, —  =  — 51П X +  С (х) С05 X. 
йх йх

Энди у ва —— ларнинг ифодаларини берилган тенгламага қўямиз: 
йх

аС ^  51Пх  +  С(х)со5л: — С(х)5шл:-с1§л: = а 5 Ш Х  
йх

ёки соддалаштиргандан сўнг, с1С(х) =айх,  бундан С (х) = ах + Сг. 
Бир жинсли тенглама ечимига С(л) нинг топилган ифодасини қўйиб, 
берилган тенгламанинг умумий ечимини ҳосил қиламиз:

у = (ах + Сх) 51П х.
у ни аниқлашда, унинг келтирилган ифодасига кирувчи |  Р (х) йх ва 
(" 0. (х) е> Р{х) йх йх аниқмас интегралларнинг ҳар биридаги бошланғич 
функциялардан бирини олиш керак, чунки уларга ихтиёрий ўзгармас- 
ларни қўшиш фақат ихтиёрий ўзгармас Сх нинг қийматини ўзгартира- 
ди, бу эса дифференциал тенгламанинг умумий ечими учун муҳим эмас.
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Айрим ҳолларда, умумий ечим формуласидаги аниқмас интеграл- 
ларни юқори чегараси ўзгарувчи бўлган аниқ интеграллар билан ал- 
маштириш қулайлик туғдиради. Бундай алмаштиришда

- *  Р  ( 0  <1(

у = е дг0

X I
Г |  Р  (и)4и
 ̂ <2 (/) ех° М +  Сг

дг0

ни ҳосил қиламиз, бунда х0 ихтиёрий тайин сон. Агар х =  х0 да 
У — У0 бошлангич шарт берилса, С̂  нинг қийматини аниқлаш мум- 
кин. Чегаралари бир хил бўлган аниқ интеграллар нолга тенг бўл- 
гани учун Сх =  у0 ва чизиқли тенгламанинг у |х =  у0 бошланғич 
шартни қаноатлантирувчи қуйидаги хусусий ечимини ҳосил қиламиз:

х X 1- [ Р  ( ( ) < ! (  Г  Г ,  С Р  (и) йи -

У =  е 'х> Уо+ \ ЯУ) е*° М
*0

Агар чизиқли тенгламанинг битта хусусий ечими у =  ух (х) маъ- 
лум бўлса, у ҳолда умумий ечимини

/  ч I Г >  —  |' Р  (.V ) йХУ=УЛх) + Се > 
формула ёрдамида топиш мумкин.

Ҳақиқатан, (8. 1) тенгламанинг ечими бўлган у = у^(х) функция 
Уни қаноатлантиради, яъни ушбу айният ўринли:

У\ + Р (х)у 1 =(}(х).
Бу айниятнинг иккала қисмини (8.1) тенгламанинг мос қисмлари- 

дан айирамиз:

(у’— у\) + Р (х)(У— У() = 0
еки

а(у7 У1) + Р ( х ) ( у - у 1) = о,

бу ўзгарувчилари ажраладиган тенглама, демак,

бундан

бинобарин,

= — Р(х) йх,
У —  Ух

1п \у— У\\ =  — |  Р (*) йх +  1п Си

келиб чиқади. __
Агар чизиқли тенгламанинг ўзаро пропорционал бўлмаган иккита 

у% (*) ва у2 (х) хусусий ечимлари маълум бўлса, у ҳолда умумий 
ечимни бевосита

У —У\ (*) =  С [уг (х) — У1 (*)]
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формула ёрдамида топиш мумкин.
Ҳақиқатан ҳам, агар ух (х) (8.1) тенгламанинг ечими бўлса, 

у ҳолда юқоридагига кўра умумий интеграл
л  — 1' Р  (дг) йхУ — У\ — С е > ' '

кўринишда бўлади.
Бу интегралда барча хусусий ечимлар, жумладан, умумий инте- 

гралдан ихтиёрий С ўзгармаснинг аниқ қийматидан, масалан, С = С2 
да ҳосил бўладиган у =  у2 (х) иккинчи ечим ҳам бўлади. Демак, 
ушбу

Уг (*) — Уг (*) =  С,е~$Р {х) “х
айният ўринли.

Умумий интегралнинг иккала қисмини бу айниятнинг тегишли 
қисмларига бўлиб, қуйидагини топамиз:

У —  Уг ( * )  =  С_
Уг (х) — Ух (X) с 2

(2
ёки —  ни С га алмаштирсак, У — Уг(х) = С[у2(х)— У\(х)\ келиб

С2
чиқади.

Қуйидаги масалани ечайлик.
8.3 Электр занжиридаги ўтиш жараёни ҳақндаги масала. Индук- 

тивлик занжирида ўтиш жараёни содир бўлади. Ь индуктивлик ва 
К актив қаршилик ўзгармасдир. и кучланиш I вақтнинг функцияси 
сифатида берилган: и =[((). Бошланғич ток /0 га тенг. г токнинг 
I вақтга боғланишини топинг. и = и0 = сопз1 бўлган ҳолни текши- 
ринг.

Еч иш.  Занжирдаги I ток вақт ўтиши билан ўзгаргани ва Е ин- 
дуктивлик мавжудлиги туфайли ўзиндукциянинг еи = — Ь э. ю. к. 

ҳоеил бўлади. Қирхгоф қонунига кўра занжирдаги кучланиш пасайи- 
ши № э. ю. к. лар йиғиндиси и — Е —  га тенг. Шундай қилиб,<и

и — I  —  =Ш<и
еки

Ь — + т  = и. си
Бу биринчи тартибли чизиқли дифференциал тенглама. и ни /(*) 

билан алмаштириб ва тенгламанинг иккала қисмини Ь га бўлиб, қуйи- 
дагини ҳоскл қиламиз:

<и +  £  1 I. '
Бу чизиқли тенгламанинг I = 0 да / =  /0 бошланғич шартни 

қаноатлантирувчи хусусий ечими
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ш т«

I = е 1  |қ, +  — | /  (т) е 1  й ■

фуикциядан иборат бўлади. /(/) = и„ =  соп$1 бўлганда
Ш I Ях

йт 
о'

1 ~ е

еки
* 51

бўлганлиги учун

бўлади.
' - т + ( ' • - ? ) •

_ш
I

ш
I нинг ўсиши билан е 1  кўпайтувчи камаяди ва бирор вақт ора- 

лиғидэн сўнг жараённи амалда барқарор деб ҳисоблаш мумкин, бун- 
да ток Ом конуни бўйича аниқланади:

I = ■

Агар г0 =  0 десак, занжирнинг уланишидаги ток учун формула 
ҳосил қиламиз:

ш
1

Бу тенгликдан кўринадики, I ток батарея улангандан сўнг Ом қону- 
ни билан аниқланадиган —  қкйматгача ўсиб боради, чунки туташув

экстратоки деб аталувчи —  е  ̂ ток жуда тез камаяди ва амалда

тезда сезиларсиз бўлиб қолади, деб ҳисоблаш мумкин.
Агар м0 =  0 десак, занжирнинг узилишидаги сўниш токи форму-

_  ш
ласини ҳосил қиламиз: 1 =  1пе 1

Заижирда кучланиш бўлмаганда фақат ўзиндукциянинг электр 
юритувчи кучи таъсири натижасида занжирдан ўтадиган бу ток узши 
экстратоки дейилади; I ўсиши билан у нолга интилади.

Ўзгармас — катталиги занжирнинг вақт доимийси дейилади.
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Кўриб чиқилган масала туташиш ва узилиш кетма-кет, жуда тез 
содир бўлганда, масалан, телеграф алоқасида муҳимдир.

Ток манбаининг кучланиши и — Е з т  со / синусоидал қонун бўйи- 
ча ўзгарадиган ҳол (масалан, /?Т — занжир ўзгарувчан ток манбаига 
уланадиган ҳол) алоҳида аҳамиятга эга.

Бу ҳолда I ток учун
_  К1 I Ях

I =  е 1  51П со т й
(>

формулани ҳосил қиламиз,
Я т  К т

Г Г  . , Т  ( /?(. . и/.2 \\ е 5111 сот А т =  е ----------- з т  сот--------------- соз сот
.1 \ш2/;2 + /?2 со2/++/?2 )

бўлғани учун
I « т

[ е ‘~ 51П сот й т =  е ь 51п со / —

шШ
— С 05 С О / ) +

со*/.2+ К 3 ) <о2/.2+/?*

ва токнинг вақтга боғланиш ифодасини ҳосил қиламиз: 

со ЕЕ \ ь , КЕ
+  ■со-'212 + +) " + -СО2/-2 +/?2

+  51П С 0 /  —

со ЕЕ 
со2/ 2 +  Я2

С 05 с о  I.

е кўпайтувчи I ўса борган сайин тез камаяди, шу 
сабабли бу формуладаги биринчи қўшилувчи қисқа вақт оралиғи- 
дан сўнг I катталикни аниқлашга амалда таъсир кўрсата олмайди. 
Қолган иккита қўшилувчининг йиғиндиси и кучланишнинг со часто- 
таси каби ўша со частотали, бироқ бошқа амплитудали ва бошқа фа- 
зали синусоидал катталикдан иборат, шу билан бирга у1а бошланғич 
токка боғлиқ бўлмайди. Бу ток барқарор ток дейилади.

9 §. Бернулли тенгламаси
Ушбу

У' + Р{х)у  = Я{х)уп
кўринишдаги тенглама Бернулли тенгламаси дейилади. Бунда Р {х) ва 
(2(*) лар х  нинг узлуксиз функциялари ҳамда п ф  0 ва п Ф 1. 

Тенгламанинг барча ҳадларини у ' га бўламиз:

у~пУ' + Р (х )у -п+[ =  <?(*). ( 9. 1)
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Энди 2 =  у п+| алмаштиришни бажарамиз. У ҳолда

г ' = ( — п + 1 )у  п-у'
Буларни (9.1) тенгламага қўйсак,

г' + ( — п +  \)Р{х)г = (— п +  1)<2 (лг)
чизиқли тенглама ҳосил бўлади. Бунинг умумий интегралини топиб 
ҳамда 2 ўрнига у~п+1 ифодани қўйиб, Бернулли тенгламасининг уму- 
мий интегралини топамиз.

Э с л а т м а .  Бернулли тенгламасидан п = 0 бўлганда чизиқли 
тенглама, п = 1 бўлганда эса ўзгарувчилари ажраладиган тенглама 
ҳосил бўлади. Бернулли тенгламасини бевосита у = и  и ўрнига 
қўйиш орқали ечиш ҳам мумкин.

Ми с о л .  Ушбу
4у

[<1х
3

— у — х-у-X
Бернулли тенгламасининг умумий ингегралини топинг.

Еч иш.  Тенгламанинг иккала томонини у- га бўлиб, қуйидагини 
ҳосил қиламиз {у =  0 бўлган ҳол алоҳида текширилади):

У* <1х х у
1 „— = 2  деимиз, у ҳолда 
У

1 йу   йг
уг <1х Лх

ва тенглама қуйидаги кўринишга келади:
йг
ёх

+ — г = х*.X
Бу чизиқли бир жинсли бўлмаган тенгламани вариация уеули билан 

" т- йг . 3 _интеграллаимиз. Ьир жинсли------1-----г = 0  тенгламанинг \м\мии
Лх х ' 'С

ечими 2 =  — бўлади. Бу ерда С=С{х) деб, қуйидагнни ҳисоблаймиз:

йг_ =  аС(х) _1____ 3 С (х)
йх <1х х3 х 4

ва чизиқли тенгламага қўямиз:
ас(х) ^ ___ з с(х)

йх х3 хг
3 С(х)  _ х ъ

ёки йС{х) = х? йх, бундан С{х) = ------[- Сг демак, бир жинсли бўл-
6

маган тенгламанинг умумий ечими 2

2 =  — +  —
6 х3
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бўлади. 2 ни — билан алмаштирсак,
У

±  = ±  ,С г  
У 6  х 3 

ёки

1

ҳосил бўлади.
9.1. Арқоннинг сирпаниши ҳақидаги масала. Арқон стол устида

ётибди (9-шакл), унинг учларидан би- 
п ри стол устидан а масофада бўлган

силлиқ блок орқали ўтказилган. Бош- 
ланғич пайтда 2 а узунликдаги арқон 
бўлаги блокнинг нариги томонида эр- 
кин осилиб турибди. Арқоннинг бу 
учининг ҳаракаг тезлиги V ни 5 йўлга 
боғлиқ равишда топинг, бундай ҳара- 
катда ишқаланиш қаршилиги тезлик 
квадратига пропорционал (пропорцио- 
наллик коэффициентини 1 га тенг деб 
олинсин), бошланғич тезликни эса нол- 
га тенг деб қабул қилинг.

Ечиш.  Агар блокни саноқ боши 
сифатида танлаб олсак ва Оз ўқни паст- 
га йўналтирсак, Ньютоннинг иккинчи

Г Р
и 2а

5

'5
9- шакл

қонуни т —  =  Ғ га биноан 
<П

(5 + а) = (з— а ) ё ~  V2,
а(

бу ерда £ — оғирлик кучи тезланиши.
йу _ <1з _
<и Лв <и <1$

бўлгани учун тенгламани қуйидагича ёзиш мумкин:

(5 +  а) +  V2 =  (5 — а)§ .
<1в

Бу п = — 1 бўлган Бернулли тенгламасидир. V2 = г  деб ва а -  =
<1з

=  — —  лигини эътиборга олиб, тенгламани қуйидаги кўринишда 
ёзиш мумкин:

4г_ 2 ^ =  (5 - а)
<1з з +  а з +  а

Бу тенгламанинг умумий ечими
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г =  е- 2 |п <5+а> |^2£ | 5—^- е- 1,1 <8+а' &  +  С 

бўлади. Лекин
е-2 !п (5+0) _  _!__  е2 1к (5+0) _  (5-)-а)2

(5+0)2 ’
Шунинг учун

(5+0)2
2д Г - - а 25 + С

4^3
$ =  2а да V =  0 бошланғич шартдан С = -----ни топамиз, нати-

3
жада хусусий интеграл ушбу кўринишда бўлади:

2Д1Г = (х3— За25 — 2а3).
3  ( 5  +  а ) 2

Қавс ичидаги ифодани кўпайтувчиларга ажратамиз:53 — За25 — 2а3 =  53 — 2а52 +- 2 а$- — 4а25 +- а 2 5 — 2а3 ==  52 (5 —  2а) + -  2а5 (5 — 2а) + -  а2 (5 — 2а) =  (5 — 2а) (5 + -  а')2, 
шунинг учун

о =  1 / 2+ ( 5 - 2 0).

Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кўтариб, I бўйича 
дифференциаллаймиз, натижада:

— = 2̂ 5
лекин

Шунинг учун

(П 3 (11

ёв __ _  (Рв
’ И  ~ 7 Ғ '

сРв е  .—  =  —  =  СОП51аг- з
бўлади, демак, ҳаракат текис тезланувчан экан.

10- §. Якоби тенгламаси
Умумий ечими элеменгар функцияларда ифодаланувчи биринчи 

тартибли тенгламалар каторига
(Ах + Ву + С)Ох +  (А'х +  В'у +  С') йу +  (А"х  +  В"у  +

+ С")(хАу— уйх) = 0  (10.1)

кўринишга эга бўлган Якоби тенгламаси ҳам киради. Бу ерда А, 
В, . , С " — ўзгармаслардир.

Агар (10.1) тенгламани

2 =  1Г =
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Мйх + N Лу = 0
шаклда ёзсак, М ва N лар х ва у га нисбатан иккинчи тартибли 
кўпҳадлар бўлиб, М нинг ифодасидаги иккинчи тартибли ҳадлар

— А " х у  — В"у2

кўринишда, N нинг ифодасида эса
А "х 2 +  В"ху

шаклда бўлади.
Якоби тенгламаси тадқиқ қилинаётганда, аналитик геометриянинг 

бир жинсли координатларига мос келувчи

X — £1 »X»
Хч

у =  —хз
янги ўзгарувчилар киритилади. У ҳолда

йх = х3йхх — х+х3

4 ; Лу =
х3йх2 — х3ёхя

4
Х й у - у й х = х^ - х/ х+

Янги ўзгарувчилар ва дифференциаллар учун топилган ифодалар- 
ни (10.1) тенгламага қўйиб, уни

йху йх2 (Ьсз
*1 X, =  0 (10.2)

ах к
кўринишда ёзиш мумкин. Бу ерда

ах = а1х\ +  а2 Х2 +  а3 Х3’ Ьх = Ь1Х1 + Ь2Х2 + Ь3 Х3
Сх ==С1Х1 + С2Х2 + С3Х3

лар бир жинсли координатларга нисбатан чизиқли формалардир. 
Декарт координатларига ўтиш учун х3 =  1 деб олиш кифоядир. 
Якоби тенгламаси хусусий чизиқли интегралларга эгадир. Бир 

жинсли координаталарда чизиқли муносабатларни ёзамиз:

V  (10.3)

Бу муносабатлар (10.2) тенгламани қаноатлантиришини талаб қила- 
миз. (10.2) нинг чап томонидаги детерминантнинг биринчи ва иккин- 
чи устунларини мос равишда иг ва га кўпайтириб, и3 га кўпай- 
тирилган учинчи устуига қўшамиз ва натижада

йхх йх2 2 и/ ^

Х1 Х2 2  и‘ х‘1

ах Ьх и1 ах + и2Ьх + изС.

60

www.ziyouz.com kutubxonasi



ни ҳосил ҳиламиз. (10.3) тенгликка асосан 2  и^ х1 =  0 эканлигини 
инобатга олиб

(и, ах + и2Ьх + и3 сх) (х2ёх{ — х ^х 2) =  0

шартга эга бўламиз. Худди шундай х3йхг — х3йх3, хгйх3 — х^йх  ̂ кў- 
пайтувчилар билан ҳам шунга ўхшаш тенгликларни ҳосил қилиш 
мумкин. Бу кўпайтувчилар бир пайтда нолга тенг бўлмаганлиги са- 
бабли (10.3) шарт бажарилганда

и \ а х + и 2 Ь х +  из сх =  0
бўлади. У ҳолда ҳар икки чизиҳли муносабат пропорционал бўлиб,

«1  а х +  и2 Ьх +  иЗ Сх =  ,К (« 1  *\ + и 2х2 +  Ц3Хз)

ўринли бўлади (X. — пропорционаллик кўпайтувчиси). ах, Ьх, сх лар- 
нинг ўрнига уларни лҳ, х2, х3 билан боғловчи ифодаларни қўйиб ва 
ҳосил қилинган айниятда х%, х2, х3 лар олдидаги коэффициентларни 
тенглаштириб, их, и̂ , и3 ларни аниқлаш учун учта ушбу

((+ — X) и1 +  Ь̂ иг +  схи3 =  0, 
сци̂  +  (Ьг — Х)иг + сги3 =  0, (10.4)

1 +  Ьгиг +  (с3 — %)и3 =  0
бир жинсли тенгламаларга эга бўламиз.

(10.4) система нолдан фарқли ечимларга эга бўлиши учун систе- 
манинг детерминанти нолга тенг бўлиши керак:

ах — X (ҳ сг
а̂  | Ьг А. сг 

а3 Ь3 с3 X
=  0

Шундай қилиб, биз X га нисбатан куб тенгламага эга бўлдик. 
Агар бу тенглама учта ҳақиқий илдизга эга бўлса, у ҳолда (10.4) 
нинг учта ҳар хил иъ иг, и3 ечими бўлади ва Якоби тенгламасининг 
интеграли учта тўғри чизиқдан иборат бўлади. Уларнинг тенглама- 
лари

их =  и, х, +  и2 х2 +  и3 х3 =  0,

их =  У 1 Х 1 +  «2 * 2  +  « 3  * 3  =  ° .

тх =Ю\Х\ +  и>2 Х2 +  Ш3Х3 = 0

бўлсин. Бу тўғри чизиқларни янги уч чизиқли координаталар систе- 
масининг ўқлари сифатида қабул қиламиз ва янги координаталарни 
яна хи хг, х3 орқали белгилаймиз. (10.2) тенглама хх = 0, хг = 0, 
х3 =  0 ечимларга эга бўлиши мумкин. (10.2) га биринчи ечимни 
қўйиб ва у (10.2) тенгламани айниятга айлантиришни талаб қилсак,

а̂  — а3 — 0

61

www.ziyouz.com kutubxonasi



бўлишини аниқлаймиз.
Худди шундай, х2 — 0 ҳам ечим эканлигидан Ьх = Ь3 = 0 экан- 

лигини, *3 =  0 дан сх = сг = 0 эканлигини топамиз (бу ерда ах, , 
с3 лар мос равишда янги координаталардаги коэффициентлар). У 
ҳолда Якоби тенгламаси қуйидаги кўринишга келткрилади:

Лхх йх2 йх3
= 0 ёки XI

йх,
X,

<1х3
х3

х3 1 1 1
аЛ Ь2х2 С3Х3 а1 ь2 с3

ёки
(с3 - Ь 2) ■ ^ - + Ц - с 3) ^ - + ( Ь а - а 1) ^  = 0 ,-VI Х 2 X..

Унинг умумий интеграли
х\‘~ь’ х32~с' = С

бўлади.
Дастлабки координатларга ўтсак,

(иххх +  и,х2 +  изХ3)а +  у2хг +  с3х3)$ (т̂ х  ̂ +  хю2х2 +  ю3х3)ч = С 
бўлади. Бу ерда

а  +  р +  у =  (с3 — Ь2) +  (ах — с3) +  (Ь2 — ах) = 0.
Шу сабабли Декарт координатларида умумий ечим 

(«1* +  и2у +  и3)а (схх +  игу 4  ц3)р (тхх +  т2у]+ = С
кўринишда бўлади.

Куб тенглама битта ҳақиқий илдиз ва иккита мавҳум илдиз ва 
каррали илдкзларга эга бўлган ҳолларда ҳам ечим шу каби топи- 
лади.

Маълумки, X га нисбатан куб тенглама доим битта ҳақиқий ил- 
дизга эга, шункнг учун Якоби тенгламаси ҳеч бўлмаганда битта 
интеграл тўғри чизиққа эга. Унинг тенгламаси

« Л  +  и2х2 +  и̂ Хз =  0 
бўлсин. Узгарувчиларни алмаштирамиз:

'х\ = х '2 = х 2, х'ъ =  «, хх +  и2 х2 +  и3х3,
агар и3Ф 0 бўлса, бу алмаштиришнинг детерминанти нолдан фарқ- 
ли бўлади (агар «3 =  0 бўлиб, «, ф 0 бўлса, х\ = их, х '2 =  х2 деб 
олган бўлардик). (10.2) тенгламада биринчи ва иккинчи устунларни 
«1 ва «а га кўпайтириб, «3 га кўпайтирилган учинчи устунга қўша- 
миз. Янги тенглама ушбу кўринишда бўлади:

йх\ йх '2 йх'3

х '2 х 'з
а'х' К' С'х'
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Бу ерда с'х, =  с3*' эканлигига ишонч ҳосил қилиш мумкин. х\ =  
=  х х '2 =  у’ , х ’3 =  1 деб, Декарт координаталарига ўтамиз. Якоби 
тенгламаси ушбу кўринишга келади:

йх' (с'$' — Ь\х' — Ь'2у' — Ь'3) — йу' (с'3х ' — а\х' — а’2у' — с') =  0.

Бу квадратурада интегралланувчи бир жинсли тенгламага келти- 
риладиган тенгламадир. Агар бир жинсли координатларга ўтилмаса, 
Якоби тенгламасини интеграллаш қоидасини қуйидагича ифодалаш 
мумкин: (10.2) тенгламанинг

и +  +  и+  +  «з = 0
чизиқли интеграли топилади,

х' = X
и^х+и^у+из ’

У
ихх + и гу + и 3

янги ўзгарувчилар киритилади. х ва у ’ ларга нисбатан ёзилган ян- 
ги тенглама бир жинсли тенгламага келтириладиган тенглама шак- 
лида бўлади.

1- м и с о л .  Ушбу
(14х 1 Зу 6) йх -)- (Ах + 5у +  3) <1у +  

+  (7х +  Ъу) (ус1х — хйу) =  0
тенгламанинг умумий интегралини топинг.

Е ч и ш. Бир жинсли координаталарни киритамиз:

X = *1_
*

*3
хг . х + х ,—х,с!хч

У =  — , й х  =  3 1 2 Х я

йу
х 3с1х 2 —  х 2с1х 3

X23
уйх — хйу х3д.хл — хгйх2

Тенгламанинг детерминант шакли қуйидагича бўлади:
йхг йх2 йх3

х2 х3
4хг +  5*а+ 3 *3 — 14*! — 13*2 — 6*3 7*! +  5*2

Пропорционаллик кўпайтувчиси X ушбу тенгламадан аниқланади:
4 -  X — 14 7

5 — 13-+, 5
3 — 6 —X

ёки
Х,8 +  9Х2 +27Я, +  27 = 0 .

Бу тенгламанинг ҳамма илдизлари тенг бўлиб,
=  Я.3 =  3.

их, и2 ва и3 ларни аниқлаш тенгламаси (10.4) қуйидагича бўла  ̂
ди:
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ДИ.

7«г — 14и2 +  7и3 =  0,
5иг — Юи2 +  5и3 =  0,
Зиг — 6и2 +  Зи3 =  0.

Бу тенгламалар битта иг — 2иг +  и3 =  0 тенгламага келтирила-

Шундай қилиб, битта интеграл тўғри чизиқ ўрнига интеграл тўғ. 
ри чизиқлар дастасига эга бўлдик. Чунки — , — нисбатларни аниқ-

"з «3
лаш учун битта тенглама етарли эмас. и3 ни иг ва и, орқали ифо- 
далаб ва их =  0 деб, даста тенгламасини ҳосил қиламиз:

«1 (+  -  хг) +  иг (х2 +  2л:3) =  0.
Бу ерда иг ва и2 лар дастанинг бир жинсли параметрларидир. 
Бошқа шакл алмаштиришларга ҳожат йўқ, чунки даста тенглама-

сида битта ўзгармас ^ ^  иштирок этаяпти, демак, у тенглама-

нинг умумий интеграли бўлади.
Декарт координатларида бу интеграл

х - 1  =С( у  +  2)
кўринишда бўлади.

2- м и с о л. (7х + 8у +  5) йх—(7х+8у) йу +  5 (х—у) (уйх —хйу) =  
=  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш. Бир жинсли координаталар киритилгандан сўнг тенглама

=  0
йхг йх2 йх3
хг х2 хз

1 00 *

+ю1+0011 5хг—5х,
кўринишда бўлади.

К ушбу тенгламадан топилади:
— 7 — Х — 7 5

— 8 — 8 — Х - 5
0 — 5 — а,

=  0

еки
Я,3 +  15Х2— 25Я, — 375 =  0.

Бу тенгламанинг илдизлари К, =  — 15, X, =  — 5, Х3 =  5. Яг ни 
инобатга олиб, и1г и2 ва и3 ларни аниқлаш тенгламаси (10.4) ни ёза- 
миз:

8нг— 7й2 + 5 м3 =  0,
— 8«г +  7«2 — 5 и3 =  0,

. — 5«2 +  15и3 = 0 .
Бунинг ечими «г =  2; «2 =  3; «3 =  1.

Кз ни инобатга олиб, ог, «2, у3 лар учун ушбу системага эга бў- 
ламиз:
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— =  Р (х) и- +  [<2(х) +  2 Р (х) а (х)] и +  Р (х) +  Р (л) а 2.
йх

и олдидаги коэффициентиинг 0 га тенг бўлиши учун а{х) = <?(*)
2 Р(х)

(Р(х) Ф 0) қилиб танлаб олиш кифоядир.
Келтирилган алмаштиришларни биргаликда қўллаб, Риккати тенг- 

ламасини

= ± У 2 + Я(х)
а х

кўринишда езиш мумкин.
Умуман олганда Риккати тенгламасини ечиш квадратураларга 

келгирилмайди. Лекин ушбу теоремалар ўринлидир:
1 - т е о р е м а .  Риккати тенгламасининг битта хусусий ечими 

маълум булса, унинг тулиқ ечими иккита квадратура ёрдамида 
олинади.

И с б о т :  у = у (х )  (11.1) тенгламанинг хусусий ечими бўлсин. У
ҳолда

У\ = ^ (* )М  +  3(*)У | +  Л(дс) (11.2)
бўлади. Энди у =  у , + г  алмаштиришни бажарамиз. Бу ерда г — янги, 
изланаётган функция. Тегишли қосилаларни топиб, (11.1) тенглама- 
га қўямиз:

=  Р(х)у\ + '2  Р (х) у,г +  Р(х)г* + Ъ(х)ух +  Я(х)г +  Р(х) 

ёки^(11.2)£ни инобатга*олсак,

у -  = Р (*) г2 + (2 Р (х) у, +  (2 » )г . (11.3)
йх

Ҳосил қилинган V11.3) тенглама Бернулли тенгламасидир. Маъ- 
лумки, у иккита квадратурада интегралланади. (11.3) тенгламани 
чизиқлк тенгламага келтириш учун

1
у—У\

алмаштиришдан фойдаланилади.

^  = (2Р(х)у, + С1(х))и= -  Р(х). 
ах

Бу тенгламанинг умумий интеграли

и = Сср (х) +  ф (х)
кўринишда бўлади. Бу ердан (11.1) Риккати тенгламасининг тўлиқ 
ечими чиқарилади:

, 1 _  Суур (х) +  (х) +  1
У1 СФ (х )+у  (х) Сф(х)+Ч>(*) '
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Шундай қилиб, Риккати тенгламасининг умумкй ечими ихтиёрий 
ўзгармаснинг каср-чизиқли функцияси экан.

Ушбу иккн теоремани исботсиз келтириб ўтамиз.
2 - т е о р е м а .  Риккати тенгламасининг иккита хусусий ечими 

маълум бўлса, у ҳолда унинг умумий ечими бир квадратурада 
топилади.

3- т е о р е м а .  Риккати тенгламасининг учта хусусий ечими 
маълум бўлса, умумий ечим квадратураларсиз топилади.

Риккатининг махсус тенгламаси (11.1) тенгламанинг хусусий 
ҳоли бўлиб,

~Г +  ау2 = Ьха (Ц.4)
ах

кўринишга эга. Бу ерда а, Ь ва а лар ўзгармаслардир. Аниқлик 
учун 0 <  х <  +  оо оралиқ қаралади. Бу тенглама қуйидаги икки 
ҳолда элементар функцияларда интегралланади.

1) об =  0, ^ -+ а у2 = Ь. Бу ҳолда ўзгарувчнлар ажралади, яъни 
ах

йу
Ь—ау*

=  йх\

2) а = — 2. Бу ҳолда тенглама ушбу кўринишда бўлади:

г + ^ - т -ах х2 (11.5)

(11.5) тенглама учун 

тенгламани

1у =  — алмаштиришни амалга оширамиз ва 
2

ёки

йг __ Ь
[г2 йх г* дг2

шаклга келтирамиз. Ҳосил бўлган тенглама бир жинсли тенглама 
бўлиб, у квадратураларда интегралланади.

М и с о л .  Ушбу
йу
йх

тенгламанинг ечимини топинг.
Е ч и ш. у =  — алмаштиришни бажариб, тенгламани

йг
йх

2

шаклга келтирамиз. Бу бир жинсли тенгламани ечишда
2
X

= и
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белгилашдан фойдаланамиз. У ҳолда 

и +  х — = — 1
йх 2

и-\

йи _ йх
и~ +  2и +  2 2х’

и +  1 =

йи
1 + ( и +  I)2

с ------ 1п х. 2

Демак,

г = х 1 + * §

У = -Т
х — * +

И 1п х

йх
2х’

12- §. Тўлиқ дифференциалли тенглама. 
Интегралловчи кўпайтувчи

Т а ъ р и ф. Агар
М {х, у) йх +  N (х, у) йу =  0 (12.1)

тенгламанинг чап қисми бирорта и (х, у) функциянинг тўлиқ диффе- 
ренциали, яъни

йи — М (х, у) йх +  N (х, у) йу (12.2)
бўлса, (12. 1) тенглама тўлиқ дифференциалли тенглама дейилади. 

Функциянинг тўлиқ дифференциали

йи = — йл: +  — йу (12.3)
дх ду

формула бўйича ҳисобланишини эътиборга олсак,

д±  = М (х ,у ) , ^  = М(х,у). (12.4)
дх ду

Биринчи муносабатни у бўйича, иккинчисини эса х  бўйича диффе- 
ренциаллаб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

дМ _  дЧ  д!У д*и 
ду дх ду ’ дх ду дх

Бу ердан иккинчи тартибли ҳосилалар узлуксиз бўлгани учун:

—  =  — . (12.5)
ду дх

Демак, (12.1) тенглама тўлиқ дифференциалли тенглама бўлиши 
учун (12.5) шарт бажарилиши керак.

1 - м и с о л .  Ушбу
(2х* — хуг) йх +  (2 у3 — х2у) йу =  0
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тенглама тўлиқ дифференциалли тенглама бўлиш-бўлмаслнгини гек- 
ширинг.

Е ч и ш .  (12.5) шартни текширамиз. М(х, у), N (х, у) ларни ёза- 
миз:

М (х, у) = 2х3 — ху-, N (х, у) = 2у3 — х-у. 
Хусусий хосилаларни топамиз:

дМ
ду

Кўриниб турибдики,

2 ху; — = — 2 ху. дх

дМ дЦ
ду дх

Демак, берилган тенглама тўлиқ дифференциалли тенглама экан.
(12.1) тенглама ва (12 2) шартга қайтайлик. Уларни бирлашти- 

риб,
йи = М (х, у)йх + N (*, у) йу = 0

еки
йи = 0

ни хосил қиламиз, бу ердан берилган тенгламанинг умумий интегра- 
ли и(х, у) = С экани келиб чиқади (С — ихтиёрий ўзгармас).

и(х, у) ни топиш учун у ни ўзгармас деб хисоблаймиз, у ҳолда 
йу =  0 ва (12.2) қуйидагича ёзилади:

йи = М (х, у) йх.
х  бўйича интегралласак,

и =  |  М(х, у)йх + у(у). .(12.6)

Бу ерда ф (у) номаълум функция. Интеграллаш доимийси у га боғ- 
лиқ бўлиши мумкин, чунки х бўйича интеграллашда у ни ўзгармас 
деб ҳисобладик. Энди <р(у) ни (12.6) нин1' иккинчи муносабати ба- 
жариладиган қилиб танлаймиз. Бунинг учун (12.6) ни у бўйича 
дифференциаллаймиз ва натижани N (х, у) га тенглаймиз:

§ ^ Л х  + <Р'(у) = м (х, У).

Бу ердан

ф' (У) =  N (х, У)— § ^ Г  <*х- 

Энди у бўйича интегралласак,

Ф(У) =  у) ~~ |  ^ Лу+С-
Шундай қилиб, и(х, у) функция қуйидаги кўринишга эга бўлади:

“ (х, У) =  |  М (х, у ) й х + ^ 1 ^ ( х ,  у) — |  ^ й х ^ й у + С .
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Бу ифодани ихтиёрий ўзгармасга тенглаб, берилган тенгламанинг 
умумий интегралини ҳосил ҳиламиз.

Агар —  =  тенглик бажарилмаса, у ҳолда (12.1) дифферен-
ду дх

циал тенглама т\лиқ дифференциаллардаги тенглама бўлмайди. Би- 
роқ бу тенгламани тегишли р(х, у) функцияга кўпайтириш билан уни 
тўлиқ дифференциаллардаги тенгламага келтириш мумкин. Бундай 
функция берилган дифференциал тенглама учун интегралловчи кў- 
пайтувчи деб юритилади. Ҳар қандай дифференциал тенглама учун 
ҳам интегралловчи купайтувчи мавжуд, лекин уни топиш осон эмас.
(12. 1) тенгламанинг интегралловчи кўпайтувчиси топилишини кўрса- 
тамиз. Ушбу

И М (х , у) йх +  р. N (х, у) йу =  0 
тенглама тўлиқ дифференциалли тенглама бўлиши учун

д (ц. М) _  д (ц Л/) 
ду дх

ёки

N 12.7)
дх ду \ ду дх )

шарт бажарилиши керак.
Бу тенглик (12.7) тенгламанинг интегралловчи кўпайтувчилари- 

нинг дифференциал тенгламасидир, чунки унинг ҳар бир ечими
(12.7) тенгламанинг иккала томонига кўпайтирилгандан сўнг уни 
тўлиқ дифференциаллардаги тенгламага келтиради, р (х, у) ни топиш 
учун хусусий хрсилали (12.7) дифференциал тенгламани интеграл- 
лаш керак. Умумий ҳолда бу масала (12.1) оддий дифференциал 
тенгламани интеграллашдан қийинро!\дир. Агар у  фақат биргина х  
ёки у  ўзгарувчига боглиқ бўлса, масала анча соддалашади.

Биз фақат учта хусусий ҳолни қараймиз.
1 - х у с у с и й  ҳ о л .  р = р . ( х )  бўлсин. У ҳолда (12.7) тенглама

дМ З/У

дх \  ду
ёки ^ (х) - 

дх )  ц (х)
дх

N
йх

куринишга келади, бундан 

1п р (х) - 1 дМ

ду
адў
дх

N
йх -(- С,

яъни

Ц(х) = е

- ЗМ
__дх_
N йх

(ихтиёрий С ўзгармас нолга тенг деб олинган, чунки 
та интегралловчи кўпайтувчига эга бўлсак, кифоя).

( 12.8)

қандайдир бит-
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д М  <Ш_

Бу ҳолда ~ иФ°Да У га боғлиқ бўлмаслигь равшан. Акси
д М  <Ш

ҳам тўғри: агар ду дх ифода у га боғлиқ бўлмаса, у ҳолда фа-

қат х  га боғлиқ бўлган интегралловчи кўпайтувчи ц мавжуд ва у
(12.8) тенглик билан ифодаланади.

2 - х у с у с и й  ҳол .  Энди М = ц ( 1/) бўлсин. У ҳолда (12.7) тенг- 
лама

4у Г \ ду д х )  йу

д М
ду

Ш
дх

М Лу

кўринишга келадг, бундан

Р{у)= е

ам
ду дх

М
ду

(12.9)

бу ерда С =  0 деб олинган.
д М  дЛ/

Бу ҳолда ду дх 
М

ифода х га боғлиқ эмас, ва аксинча, агар

бу ифода х  га боғлиқ бўлмаса, у ҳолда фақат у га боғлиқ бўлган 
интегралловчи кўпайтувчи мавжуд ва у (12.9) тенглик билан ифода- 
ланадк.

( 12.1) тенгламани тўлиқ дифференциаллардаги тенглама кўрини- 
шига келтириш учун қаралаётган хусусий ҳолларда одатда қуйида-

„ о д м дЛ' , . г  -гича иўл тутилади.-------------ифода тузилади ва унинг N га нисба-
ду дх

ти олинади. Агар бу ифода у га боғлиқ бўлмаса интегралловчи кў- 
пайтувчини топиш учун (12.8) дан фойдаланиш керак; акс ҳолда
— —  — ифоданинг N га нисбати олинади, агар бу нисбат х га 
ду дх

боғлиқ бўт.иасп,  ̂ ҳолда х га боғлиқ бўлмаган ц кўпайтувчи мав- 
жуд ва уп,[ (12 0) фор..1ула бўАича топилади.

'2- I п I. — //, 1х -р (х-у- -Ь х) йу =  0 дифференциал тенгла- 
манинг интегралловчи кўпайгувчисини топинг ва тенгламани инте 
гралланг.

Е ч и ш .  Қўриниб турибдики, М (х, у) —х2— у, N (х, у) =  х^у2
+  х,

=  — 1» ~  =  2хуг +  1, 
ду дх

—  ~Г~ =  — 2 (1 +  ХУ2). ду дх
д М

ду ___ £1 — — 2 П + ХУ*) нисбат х ва у га боғлиқ.
N х* —  у
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д М  <Ш_
ду дх — 2 ( 1 +  х(/а) 2 ,  ,—  --------- = ------- -— 1——  =  — нисбат х  га боғльк.

N х (ху* +  1)] х  "
Демак, |* =  ц(л:) интегралловчи кўпайтувчи (12.8) формула бўйича 
топилади:

-2  Г —
ц(х) = е  3 х =  е~2 1п * =  — .

х •

Тенгламанинг иккала томонини га кўпайтирамиз:

^1 — 1 йх +  (V  +  йу =  0 ёки йх +  уЧу  +  =  0 .

хйу—уйх _ ^ ! у \  рўлгани уЧуН уМумий интеграл

х +  — +  — =  — ёки Зл:2 +  ху2 +  Зу — Сх =  0

кўринишда бўлади.
Ушбу

^ + Р ( * ) у  =  Сг(*)
йх

чизиқли тенгламанинг интегралловчи кўпайтувчисини топайлик. Бу- 
нинг учун тенгламани дифференциаллар қатнашган кўринишда қай- 
та ёзиб оламиз:

[ Р ( х ) у — <2 (*)] йх  +  йу =  0. бунда М (л:, у) =  Р (х) у  —  (2 (х), 
N (х, у) =  1. Шу сабабли

^ - = Р ( х ) ,
ду

^ = 0 , ^
дх ду

дМ
дх

=  Р (л).

дМ сШ

— ---- — =  Р (л-), р (л:) =  е- р (А) Лх
N

Чизиқли тенгламанинг иккала т1Н1ош11ш е р (х) *х га кўпайтириш 
уни тўлиқ дифференциаллардагц т:-п: •!амгиа келтиради. Шундай қи- 
либ, чизиқли тенгламани ши\-, р :1 иашнлш яиа бпр усули ҳосил қи- 
линди.

3 - мис ол .  — + а« /= етА дифференциал тенгламанинг интеграллов- 
йх

чи кўпайтувчисини топинг ва уни интегралланг (а +  т ф 0). 
Еч иш:  Р (х)= а ,  демак, р = е аА. Қуйидагига эгамиз:
в°* [(ау — етх) йх +  йу] =  0, ае°х уйх +  йу — е(3+ т) х йх =  0 

ёки
А ^ у ) — е(а+т) Хйх =  0 .
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, Г  „  е ( а + т ) х
Умумии интеграл еах- у -------------- = С, умумий ечим эса

а-т~т
тх

у = С е~ах +  ——  .
а +  т

3 - х у с у с и й  ҳол.  Энди р =  (-1 [(о (х, у)} бўлсин. Бу ҳолда инте- 
гралловчи кўпайтувчи тенгламаси (12.7) ни к.уйидагича ёзиш мумкин:

дш _  ^  д(о _  / дМ
д а  дх д ш д у

ёки (агар N и>'х — М со̂  ф 0 бўлса)
дМ

ц' _  ду

дУ дх
Р Н

Агар

д \ ’
дх

У-

дМ
ду

дш
дх

д.У
дх

— М
дш

~дў

У-
дш
дх

-М д (о 
ду

=  Ф И ( 12. 10)

бўлса,

^ ^ е1 т ) ^ ^ п<й)=п<й(Хг у)]

бўлади.
Интегралловчи кўпайтувчининг фақат х  га ёки у га боғлиқ ҳол- 

лари кўрилган ҳол со = х  ёки со =  у лигидан келиб чиқади. (12. 10) 
шартдан фойдаланиб, кўриниши олдиндан маълум бўлган интеграл- 
ловчи кўпайтувчининг мавжудлиги шартини топишимиз мумкин. Ма- 
салан, ху кўпайтувчига боғлиқ бўлган интегралловчи кўпайтувчи 
[р =  р (*, у)\ '

дМ <ЭЛ/
ду____дх_
Л/</— Мх

ф (ху) (бунда (0 =  ху)

бўлганда мавжуд бўлади.
Кўриниши р, =  р, (х +  у) интегралловчи кўпайтувчининг мавжуд- 

лик шарти

дМ ал/

— £ ~ = Ъ ( Ҳ  + У) (<о = х  + у)

бўлади.
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13-§. Қоши масаласи. Махсус нуқталар

Дифференциал тенгламанинг берилган у  |<=Ло =  уа бошланғич шарт 
бўйича хусусий ечимини топиш масаласи Коши масаласи дейилади.

У |л=д.о =  у,, бошлангич шартнинг берилиши изланаётган хусусий 
ечимга мос интеграл эгри чизиқ ўтиши керак бўлган Р„(ха, уа) нуқ- 
танинг берилишини билдиради. Шундай қилиб, Коши масаласини 
ечиш — интеграл эгри чизиқлар оиласи орасидан берилган нуқтадан 
ўтадиганини танлаб олиш демакдир. Бу масала ҳар доим ҳам ечимга 
эгами? Бу саволга қуйидаги теорема жавоб беради (исботни келтир- 
май, теорема баёни билан чекланамиз).

Т е о р е м а .  (Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги).
Агар !(х, у) функция еа унинг —  хусусий хосиласи Р0( х у и)

ду
нуқтани ўз ичига олган бирор О соҳада узлуксиз бўлса, у ҳолда 
у' =ў(х, у) дифференциал тенгламанинг х =  ха да ср (х0) =  уа 
шартни қаноатлантирувчи у = қ>(х) ечими мавжуд ва ягонадир.

Бу геометрик жиҳатдан қуйидагини билдиради: теореманинг 
шартлари бажариля.диган ҳар бир нуқта орқали ягона интеграл эгри 
чизиқ ўтади.

Теореманинг шартлари бузиладиган нуқталар махсус нуқталар 
дейилади. Махсус нуқталар орқали, ё бирорта ҳам интеграл эгри чи-
зиқ ўтмайди, ё бир нечта чизиқ ўтади. Масалан, у' = — тенглама

у =Сх  умумий ечимга эга, бу интеграл эгри чизиқ оиласи — коор- 
динаталар бошидан ўтувчи тўғри чизиқлар дастасидир (10-шакл.)

х = 0 да (ординаталар ўқида) ва 
0  (0, 0) нуқтада теорема шарти бузилади.
Текисликнинг, кўрсатилган нуқталардан 
ташқари, исталган нуқтаси орқали у =Сх 
оиланинг бир тўғри чизиғи ўтади. Тео- 
рема шарти бузилган 0 (0, 0) нуқта ор- 
қали чексиз кўп тўғри чизиқ ўтади. Оу 
ўқининг бошқа нуқталари орқалк битта 
ҳам тўғри чизиқ ўтмайди.

Бу мисолда 0 (0 , 0) нуқта тугун (ди- 
критик тугун) дейилади. Бундай ҳолда 
Ҳар бир интеграл эгри чизиқ махсус нуқ- 
тада ўз йўналишига эга бўлади.

2 У -У = ----  тенгламани ҳам текшираи-X
лик. Унннг умумий ечими у =  Сх2 дан иборат.

Шундай қилиб, умумий ечим учи координаталар бошида бўлиб 
абсцисеалар ўқига уринадиган параболалар оиласидан иборат экан. 
Махсус нуқта атрофида интеграл эгри чизиқлар жойлашишининг 
умумий кўриниши 11-шаклда кўрсатилган. Интеграл эгри чизиқлари 
ана шундай жойлашган дифференциал тенгламанинг махсус нуқтаси 
тугун дейилади.

10- шакл
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у ' =  — — тенглама учун умумий интеграл ху =  С/дан, яъниX
асимптоталари координата ўқларидан иборат бўлган гиперболалар 
оиласидан иборат. Хусусий ҳолда, С =  0 д а  х =  0 ва у = 0 (коор- 
динаталар ўқлари) ни ҳосил қиламиз. Бу интеграл эгри чизиқлар 
координаталар бошидан ўтади, қолган ҳамма чизиқлар эса махсус 
нуқта орқали ўтмайди. Бу ҳол 12-шаклда тасвирланган; бу турдаги 
махсус нуқта эгар дейилади.

,  _  х +  у  д И ф ф е р е н ц и а л  [тенглама эса у = их  л/рнига қўйиш 
х — у '

натижасида
йи 1 +  и2X —  =  -------
ах 1 — и

кўринишга келади, бу ердан ўзгарувчиларни ажратиб, интегралласак: 

1п С +  агс!^ и ---- 1п (1 +  и2) =  1п х

еки

*1Л + и *  = С е агс1е“
Эски ўзгарувчиларга қайтсак,

а г с (В

] / х 2 +  (/2 = С е
Қутб координаталарга {х =  р соз <р, у =  р $1п <р) ўтиб, охирги ечим- 

ни р =  Сеф кўринишга келтирамиз. Бу координаталар боши атрофи- 
да чексиз сондаги (<р ->—  оо да) ўрамлар ҳосил қилувчи логарифмик 
спираллар оиласидир. Махсус нуқта атрофида интеграл эгри чизиқ- 
лар оиласининг кўриниши 13-шаклда келтирилган. Бундай махсус 
нуқта фокус деб аталади.

Ниҳоят у' =  — -  тенгламани қарайлик. Бу тенгламанкнг уму- 
У
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X
X

мий ечими х2 +  у2 =  с 2 ни, яъни маркази координаталар бошида 
бўлган айланалар оиласини беради. Махсус нуқта орқали битта ҳам 
интеграл эгри чизиқ ўтмайди (14-шакл). Бундай махсус нуқта 
марказ дейилади.

14-§. Дифференциал тенгламанинг махсус ечими тушунчаси

Т а ъ р и ф .  Дифференциал тенгламада унинг умумий ечимидан их- 
тиёрий ўзгармаснинг ҳеч бир қкйматида ҳосил қилиниши мумкин 
бўлмаган ечими махсус ечим дейилади.

Махсус ечимнинг графиги умумий ечимга кирган интеграл эгри 
чизиқларнинг ўрамаси деб аталувчи чизиқдан иборатдир. Бу чизиқ 
ўзининг ҳар бир нуқтасида оиланинг у ёки бу интеграл эгри чизиғи- 
га уринади, шу билан бирга ўраманинг турли нуқталарида оиланинг 
турли интеграл эгри чизиқлари уринади.

Демак, ўраманинг (махсус ечимнинг) ҳар бир нуқтаси орқали энг 
камида иккитадан интеграл эгри чизиғи ўтади, яъни унинг ҳар бир 
нуқтасида ечимнинг ягоналиги бузилади. Бундай нуқталарни бнз мах- 
сус нуқталар деб атадик. Шундай қилиб, махсус ечим махсус нуқта- 
лардан иборатдир.

Агар Ғ (х, у, у') =  0 дифференциал тенгламанинг умумий инте- 
грали Ф(л:, у, С) =  0 бўлса, ўрама қуйидаги тенгламалар системаси- 
дан топилади:

|Ф (х, у, С) = 0 ,  (1
1Ф '(лг, у, С ) = 0 .  ‘

Бу ерда С ни йўқотиб, у =  ср (х) тенгламани ҳосил қиламиз. Агар 
бу функция дифференциал тенгламани қаноатлантирса ва Ф (х, у, С) =  
=  0 оилага тегишли бўлмаса, у ҳолда у тенгламанинг махсус 
ечими бўлиб, унинг графиги Ф (х, у, С) = 0 оиланинг ўрамасидан 
иборат бўлади.

1-мисол.  Ушбу у2( 1 + у '2) =  Яг тенгламанинг махсус ечимини 
топинг.

Еч иш.  Тенгламанинг умумий интегралини топамиз. Бунинг учун 
уни у' га нисбатан ечамиз ва ўзгарувчиларни ажратамиз:
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_  , Л' & - У 1У = ± У
уйу

± 1> - г /2
=  йх.

Интеграллаб, ±  V К 1— у1 = х  — С ни топамиз. Квадрагга кўтар- 
гандан кейин умумий интегрални ҳосил қиламиз:

(х -С )* + у*  =  Я2.
Интеграл эгри чизиқлар оиласи — радиуси Я, маркази абсциссалар 
ўқида бўлган айланалар оиласидан иборат (15-шакл). Ўрамани топа- 
миз. Бунинг учун (14.1) системани тузамиз:

((л :-  С)’ + >  = > ,
1 — 2(х — С ) = 0 .

Бу ердан С ни йўқотиб, у2 = Я2 ёки у =  ±  Я ни топамиз. Айлана- 
лар оиласининг ўрамаси у  =  ±  Я тўгри чизиқлар жуфти бўлади. 
у — ±  Я функция берилган тенгламани қаноатлантнради. Демак, 
у = ±  Я — махсус ечим.

15-§. Ҳосилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли 
Дифференциал тенгламалар

Шу пайтга қадар ҳосилага нисбатан ечилган, яъни
У' = /  (х, У) (15.1)

кўринишдаги дифференциал тенгламаларни текширдик. Бироқ, бирин- 
чи тартибли тенглама, умуман айтганда,

Ғ ( х , у , у ' ) = 0  (15.2)
кўринишга эга бўлиши мумкин, шу билан бирга (15.2) кўринишдаги 
тенгламадан (15.1) тенглама кўринишига ўтиш мумкин бўлавермай- 
ди. Лекин (15.2) дифференциал тенгламани интеграллаш масаласини 
параметр киритиш йўли билан ҳосилага нисбатан ечилган тенглама- 
*и интеграллаш масаласига келтириш мумкин.

(15.2) тенгламанинг айрим хусусий ҳолларини қараб чиқамиз ва 
уларни интеграллаш йўлларини кўрсатамиз.

1. / г - д а р а ж а л и  б и р и н ч и  т а р т и б л и  т е н г л а м а .  Тенгла- 
манинг чап томони у' га нисбатан бутун рационал функциядан ибо- 
рат:
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(у')п +  р , (у')п~1 +  р ,  (у ' Г 2 +  +  рп-\У' +  =  о ,
бунда п — натурал сон, Рх, Р2, Р3 Рп лар х ва у нинг функ-
циялари.

Бу тенгламани у' га нисбатан еча оламиз деб фараз қилайлик, 
у холда у' учун, умуман айтганда, п та ҳар хил ифода ҳосил бў- 
лади:

" У' = к  (*. У)> У' =!Ах, У), . , У' = !п(х, У). (15.3)
Бу хрлда (15.2) тенгламани интеграллаш биринчи тартибли п та 

(15.1) тенгламани интеграллашга келтирилади. Уларнинг умумий 
интеграллари мос раЕишда қуйидагилар бўлсин:

Ф! =  (л:, у, Су) = 0 ,  ФЛ*. У, С.) = 0 ,  Ф„ (х, у, Сп) =  0 (15.4)

(15.4) интегралларнинг чап томонларини ўзаро кўпайтириб нолга 
тенглаймиз:

Ф / а:, у, С,)-Фг(*. У, С2) Ф„ (х, у, С„) =  0. (15.5)

Агар (15.5) тенгламани у га нисбатан ечадиган бўлсак, (15.2) тенг- 
ламанинг ечимини ҳосил қиламиз. Ҳақиқатан ҳам, (15.5) тенглама- 
нинг ҳар қандай ечими ҳам (15.4) тенгламаларнинг бирини, биноба- 
рин, (15.1) тенгламаларнинг бирортасини ва шундай қилиб, (15.2) 
тенглама (15.1) тгнгламаларга ёйилгани учун уни ҳам қаноатланти- 
ради. Умумийликка асосланиб, (15.5) даги барча Сг, С2, Сп
ўзгармасларни битта С билан алмаштириш ва тенгламани

ФДд:, у, С)-Ф2(х, У, С), Ф„(лс, у, С) =  0 (15.6)

кўринишда ёзиш мумкин, бу (15.2) тенгламанинг умумий ечимн бў- 
лади. Бунга (15.6) тенгламанинг п та тенгламага ажралиши
^ ^ Ф ^ х ,  у,[С) = 0 ,  Ф2(л', у, С) = 0 ,  £Ф „(*, у, С) =  0 (15.7)

дан ишоич ҳосил қилиш мумкин, бунда С — исталган қийматларии 
қабул қилувчи ихтиёрий ўзгармас, шу сабабли (15.4) ’ тенгламадан 
ҳосил қилинадиган барча ечимлар (15.7) тенгламадан ҳосил килина- 
диган ечимлар орасида бўлади.

1- ми с о л .  (у')2 — ^ - = 0  тенгламанинг умумий ечнмини топинг.

Еч и ш.  Тенгламанинг чап томониии кўпайтувчиларга ажратиб, 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

бундан

=  0,

V  ху =  0 ва у' +  ^ - = 0.1 а
Бу иккала тенглама ўзгарувчилари ажраладиган тенгламадир. 

Уларнинг умумий интеграллари
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У у - т г ~ с - о. У у + ‘-%г - с - о.

Шунинг учун берилган тенгламанинг умумий _ интеграли ушбу 
кўринишда бўлади:

2. у г а  н и с б а т а н  е ч и л г а н  в а  [х [ қ а т н а ш м а г а н  те нг -  
л а м а .  Тенгламанинг кўриниши

У = <Р(У') (15-8)
дан иборат.

Бу ҳолда параметр киритиш усулини қўллаш мақсадга мувофиқ- 
дир. У қаралаётган ўзгарувчиларни параметр орқали ифодалаш ва 
ечимни параметрик шаклда излашдан иборат. у' = р деб [олайлик. 
У ҳолда берилган тенглама

У=Ч>(Р) (15.9)
кўринишда ёзилади. Агар х  ни р ва С орқали ифодаловчи яна битта 
тенглама топиш мумкин бўлса, у ҳолда бу иккита тенглама систе- 
маси (15.8) тенгламанинг параметрик шаклдаги умумий ечими бўла- 
ди. Улардан р ни йўқотиб, х, у ва С орасидаги муносабатни, яъни 
одатдагь шаклдаги умумий интегрални ҳосил қилиш мумкин.

Иккинчи тенгламани қуйидагьча топамиз. у' = р тенгликни
йх = —  куринишда қайта ёзиб оламиз, бундан х = Г —  +  С. * Бу 

Р ' ' ^  Р '
ердаги интегрални бўлаклаб интеграллаймиз:

Г *И. =  £ . [И А В  =  I " Ф (Р) Лр 
)  р р  — 3 Р- р _  ) Р3

Демак,
х = 1 -  +  Г ф(р)*р + С  (15.10)

р 3 р*
(15.10) ва (15.9) тенгламалар системаси (15.8) тенгламанинг пара- 

метрик шаклдаги умумий ечими бўлади. Агар иложи бўлса, бу тенг- 
ламалардан р ни йўқотиб, Ф (*, у, С) = 0 шаклдаги умумий инте- 
грални ҳосил қилинади

2- м и с о л .  у =(у')2 + 2(у ')3 тенгламанинг ечимини параметрик 
кўринишда топинг.

Е ч и ш. у' = р деб оламиз, у ҳолда у = р% +  2 р3. Буни х  бўйи- 
ча дифференциалласак:

у' =  (2 р +  6 р2)-^- ёки у' = р  

бўлгани ва р га қисқартириш мумкин бўлгани учун

1 = (2  +  6 р ) - ^ .
ах
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Б у ердан

йх =  (2 +  6 р) йр ва х = 2 р +  3 р2 +  С. 
Умумий ечим

(х =  2 р +  3 рг Ц- С1У
\у = р * + 2 р 3

системадан иборат. Бу ерда рФ  0 деб фараз қилинади. Агар р — 0 
бўлса, у =  С бўлади, бу ечим эса тенгламани С =  0 бўлгандагина 
қаноатлантиришини кўриш осон.

3. х га  н и с б а т а н  е ч и л г а н  ва  у қ а т н а ш м а г а н  т е н г -  
л а м а .  Бу ҳолда тенглама

* =  ф(*/') (15.11)
кўринишга эга.

Юқоридагидек, у' = р деб оламиз, у ҳолда тенглама
х=Ч>(р) (15.12)

кўринишда ёзилади. у' = р тенгликни [йу =  р йх ' кўринишда ёзиб 
оламиз, бундан

у =  |  р йх =  рх — ( х йр\ (15.13)

ёки
У =РЧ>(Р)~ \<Р(р)Лр +  С0.1

(15.12) ва (15.13) тенгламалар системаси (15.11) тенгламанинг 
параметрик шаклдаги умумий ечимидир. Улардан р параметрни
йўқотиб, Ф (х, у, С) =  0 умумий интегрални ҳосил қиламиз.

3 - мис ол .  х = у '$ \п у '  тенгламанинг умумкй ечимини топинг.
Е ч и ш. у' = р деймиз, у ҳолда х =  р з т  р. Эиди —  =  р тенг-

\<1х
ликни йу = рйх каби ёзиб оламиз. Сўнгра

|  рйХ = рХ —  |  Хйр = рХ —  |  р 51П р йр = рХ +  р С05 р ——  |  СОЗ р  йр = РХ  +  р  СОЗ р — 31П р +  С
бўлгани учун у = рх +  р соз р — з т  р +  С. Умумий ечим қуйидагича 
ёзилади:]

X =  р31П р,
у = рг 31П р +  р соз р — з т  р +  С.

4. х  ё к и  у  қ а т н а ш м а г а н ,  б и р о қ  у  ё к и  х  г а  н и с б а т а н  
е ч и л г а н  б ў л и ш и  ш а р т  б ў л м а г а н  т е н г л а м а .  Тенглама 
ушбу кўринишга эга

Ғ (у ,у ')  =  0 (15.14)
ёки

Ғ(х, у ' ) =  0..
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Бу тенгламалардан у ни (биринчи тенгламада) ёки х  ни 
(иккинчи тенгламада), шунингдек р = у' ни ( параметр орқали ифо- 
далаш мумкин деб фараз қиламиз. (15.2) ва (15.3) холлардаги каби 
бу ерда ҳам тенгламанинг умумий ечими параметрик шаклда ҳосил 
бўлади.

Масалан, Ғ(у, р) =  0 тенглама бўлган ҳолни кўрайлик. у = ф (0 
деб тенгламадан р = ф (0 ни ёки, аксинча р = ф ( / )  деб тенгламадан 
у = ср (() ни топдик, деб фараз қилайльк. У ҳолда бир томондан, 
йу =  рйх  =  ф (() йх, иккинчи томондан, йу = ф' (() й(. йу учун икка- 
ла ифодани такқослаб, ф (() йх =  ф' (() й( ни ҳосил қиламиз, бундан:

йх - й( ва х = Г -<р—  й( +  С.
¥(0 й Ф (0

Умумий ечим параметрик шаклда қуйидагича ёзилади:
Г ф' (0
3 Ч>(0

У =  Ф (0-

й( +С,

4 - м и с о л .  у = а У \  +  (у')2 тенгламанинг умумий ечимини то-
пинг. _______

Е ч и ш. р =  у ’ =  зЬ ( деймиз, у ҳолда у = а V 1 +  =  а сЬ (
—  =  р дан йх =  —  ни топамиз.
йх р

йу =  а зН (й( бўлганлигидан йх =  а й( ва х  =  а( — С. Умумнй 
ечим параметрик шаклда қуйидагича ёзилади:

\х =  а( — С,

\У =
Бундан ( параметрни йўқотамиз.

асЬ (.

( = х  +  С 
а

бўлганлигидан

у = а сЬ х +  С 
а

16«. §. Клеро тенгламаси
Қуйидаги

у = ху '  + ф ( # ' )  (16.1)
тенглама Қлеро тенгламаси дейилади, бунда ф (у') у' нинг функ- 
цияси. Тенгламани ечиш учун у' = р(х) белгилаш киритамиз. У ҳол- 
да (16.1) тенглама

у = х р  + у(р) (16.2)

кўринишга келади. Бу тенгламани, р' = —  эканини ҳисобга олиб,
йх

дифференциаллаймиз:
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Б ун дан
Ар . . , , ч 'йп ̂ ^ (р) —ах ах

=  о

еки
йр (х +  ф' (р)) = 0. (16.3)

Бу тенглама

^  = 0  ах (16 4)

ёки
х + Ф' (р) = 0 (16.5)

бўлган ҳолда айниятга айланади. Ҳар икки ҳолни қараймиз.
а) (16.4) тенгламани интеграллаймиз; р = С, С — ихтиёрий 

мас. Энди қуйидаги
ўзгар-

У = хр +  Ф (р)
р =  с

тенгламалар системасидан р параметрни йўқотсак, берилган 
тенгламанинг умумкй ечимини ҳосил қиламиз:

(16.4)

У = Сх -)- ф (С). (16.6)
Геометрик нуқтаи назардан бу ечим туғри чизиқлар оиласими таш- 
кил этади. Ҳосил қилинган ечимни (16.2) тенглама билан солишти- 
риб, Клеро тенгламасининг умумий ечими ундаги у' ҳосилани ихти- 
ёрий ўзгармас С га алмаштириш орқали ҳосил қилинишини кўрамиз.

б) (16.5) тенгламадан р ни х нинг функцияси, яънь р = р(х) 
сифатида топамиз. Қуйидаги

(у = х р  +  ф(р),

\Р = Р  (х)
тенгламалар системасидан р параметрни йўқотиб,

у = хр (х) +  ф (р (х). (16.7)
функцияни ҳосил қиламиз. Бу функция (16.1) тенгламанинг ечими- 
дир. Ҳақиқатан ҳам, бунга ишонч ҳосил қилиш учун (16.7) дан 
у' ни топамиз:

у' =  р(х) +  х ^ -  +  ф ' (р (*)) •
Лх ах

еки

у' = Р + (х + Ф' (Р)) •
(16.5) га кўра охирги ифода қуйидаги кўринишга келади:

У '= р .  (16.8)
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Эндп у  ва у' нинг (16.7) ва (16.8) формуладаги қийматларини (16.1) 
тенгламага қўйсак,

х р + У { р )= х р + Ъ (р )  (16.9)
айният ҳосил бўлади. Демак, (16.7) ҳақиқатан ҳам берилган тенг- 
ламанинг ечими экан. Бу ечимни (16.6) умумий ечимдан С нинг 
бирорта ҳам қийматидан ҳосил қилиб бўлмайди. Маълумки, бундай 
ечимлар махсус ечимлар дейилади. Кўряпмизки бундай ечимни

(у = хр +  ф (р)
\х  +  ф' (р) = 0

системадан ёки қуйидагиГ
(у = хС +  ф(С).
и + ф '  ( С )  =  о

тенгламалар системасидан С ни йўқотиб ҳосил қилиш мумкин. 
Бу ечим у = С х  + ^(С) умумий ечимнинг ўрамасини аниқлай- 
ди. Демак, Клеро тенгламасининг махсус- ечими у = Сх +  ф (С) 
тўғри чизиқлар оиласининг ўрамасини аниқлайди.

Шундай қилиб, Клеро тенгламасини ечиш учун аввало берилган 
тенгламада у' ни С га алмаштириб, унинг ,умумий ечимини топиш 
керак:

у = Сх +  ф (С).
Шундан сўнг қуйидаги

(у = С х  +  ф(С),'|
[х ф ' (С) 0

системадан С ни йўқотиб, махсус ечимни (унинг графиги интеграл 
эгри чизиқлар оиласининг ўрамаси бўлади) топиш керак.

1 - мисол.  Ушбу

У = х у ' + у ' — у'2
Клеро тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг.

Е ч и ш.  Тенгламанинг умумий ечими у' ни С билан алмашти- 
риб топамиз:

у = Сх +  С — С2.
Бу тенгламани С бўйича дифференциаллаймиз:

0 = х +  1 — 2 С.
Қуйидаги

(у = С х  + С -  С2, 
10 = х +  1 — 2 С

системадан С ни йўқотиб,

У = 4 - ( * +  !)а 4
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-1 X) X

16- шакл

махсус ечимни ҳосил қиламиз. У парабола бўлиб, у =Сх + С — Са 
умумий ечимлар оиласининг ўрамасини ташкил қилади (16-шакл).

17-§. Лагранж тенгламаси

Ушбу
У = хц>{у’)+ у { у ' )  (17.1)

тенглама Лагранж тенгламаси дейилади, бунда <р(у'), ф (</') лар
у' нинг маълум функциялари. Бундай тенглама ҳам р параметр 
киритиш усули билан ечилади. у' = р (х) деб белгилаймиз. У ҳолда 
тенглама ушбу кўринишга келади:

У =хц>(р) + ф ( д ) .  (17.2)
Охирги тенгламани х бўйича дифференциаллаб,

Р = Ф (Р) +  (*«р' (Р) +  Ф' (Р)) ах

ёки

Р — <Р(р)=(х<р'(р)+У(Р))^г  ^17-3)ах

тенгламани ҳосил қиламиз. р — ср (р) ф  0 ва р — (р (р) =  0 бўлган 
ҳолларни қараймиз:

а) р — ф(р)=5&0 бўлсин, (17.3) тенгламани —  га нисбатан
йр

ечиб, қуйидаги кўринишда ёзамиз:

—  ҳ *Р' (р) — (р)
ар р — ф (о ) р  —  <р(р) ‘

Ҳосил қилинган тенглама х ва —  га нисбатан чизиқлидир, демак,
ар

х = Ф (р, С) (17.4)
умумий ечимга эга. (17.4) ни (17.2) га қўйиб, у  ни р ва С орқали 
ифодалаймиз:

(17.5)у = Ф(р, С)ф(р) +ф(/>) =}(р, С)-
8 5
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(17.4) ва (17.5) бизга Лагранж тенгламасининг умумий ечимини 
параметрик кўринишда беради:

р  =  Ф(р, С),
\у  =!(р, С).

Бу системада р параметрни йўкотиб Лагранж тенгламасининг уму- 
мий ечимини қуйидаги кўринишда хосил қиламиз:

Ғ(х, у, С) = 0 .
Тенгламанинг умумий ечимидан хосил бўлмайдигаи махсус ечими бў- 
лиши мумкин.

б) р — ф(р) =  0 бўлсин, яъни бирор р = р 0 да ф(р„) =  ра бўл- 
син. Ушбу

\У=хч(р) +$(р),
\р=Ро

системада р ни йўқотиб,

У =*ф(Ро) + Т ( л )
ечимни ҳосил қиламиз. Бу эса Лагранж тенгламасининг махсус ечи- 
мидир.

Ми с о л .  Ушбу

у =Х + у'3
Лагранж тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг.

Е ч ь ш. Бу тенгламада у’ ни р (х) га алмаштириб,

у = х  +  р3 (17.6)

тенгламани ҳосил қиламиз. Уни х бўйича дифференциаллаймиз:Р =  1 + З р 2 ^ -
Бундан

Р - 1  = З Р * Т ‘ах

1. Агар р — 1 ф  0 бўлса, ушбу
, 3 р1 ,йх = —-— йр 

Р -  1

тенгламани интеграллаб, қуйидагини ҳосил қьламиз:

л: =  з ( 1 п | р - 1 | + р  +  | - ) + С .  (17.7)

х нинг ҳосил қилинган ифодасини (17.6) га қўямиз: 

у =  3 ^1п \р — 1| +  р +  +  С +  р3.
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(17.6) ва (17.7) лар Лагранж тенгламасмнинг умумий ечимини 
параметр кўринишида беради.

2. Агар р — 1 = 0  бўлса, р = 1 цнйматни (17.6) тенгламага 
қўйиб,

у = х +  I
махсус ечимни ҳосил ҳиламиз.

18-§.*Изогонал траекториялар
Ҳосилага нисбатан ечилмаган тенгламаларга кўпинча турли гео- 

метрик масалалар, масалан, изогонал траекториялар тўғрисидаги ма- 
салалар олиб келади.

Агар
Ғ[х, у, а) =  0 [(18.1)

(а — параметр) эгри чизиҳларнинг бир парамегрли оиласи бўлса, 
у ҳолда унинг изогонал траекпюриялари деб, оила эгри чизиқлари 
билан бир хил ср бурчак осгида кесишадиган эгри чизиҳларнинг бош- 
қа оиласига айтилади.

Хусусий ҳолда, агар ф =  -^ бўлса, траекториялар ортогонал 
траекториялар деб аталади.

Берилган эгри чизиқлар оиласи (18.1) нинг дифференциал тенгла- 
масини тузамиз. Бунинг учун (18.1) тенгламани х  бўйича дифферен- 
циаллаймиз:

дҒ дҒ , .
------------- У = 0 .
дх ду

(18.2)

(18.1) ва (18.2) тенгламалардан а параметрни йўҳотамиз ва эгри чи- 
зиқлар оиласининг дифференциал тенгламаси

У '= П х ,у ) (18.3)
кўринишга эга бўлсин деб фараз қилайлик- 

М (х, у) нуқтада кесишувчи иккита эгри чизиқ орасидаги бурчак деб, 
маълумки, эгри чизиқларга бу нуқтада ўтказилган уринмалар ораси- 
даги бурчакка айтилади (17- 
шакл). Агар (18.1) оиласининг 
I эгри чизиғига М нуқтада 
ўтказилган уринманинг Ох ўқ 
билан ташкил қилган бурчаги- 
ни а  билан, шу оиланинг II 
эгри чизиғига ана шу нуқтада 
ўтказилган уринманинг Ох ўқ 
билан ташкил қилган бурча- 
гини р орқали белгиласак, у 
ҳолда Ф =  ±  (Р — а) ёки р =
=  а  ±  ф бўлади. Бундан 1

1 ±  а (р

87

www.ziyouz.com kutubxonasi



катталик берилган, уни к орқали белгилаймиз, 1§ а  =  «/' =  
=  }(х, у). Шунинг учун

1Вр =  ғ {х’ у)±-к-
1 ± М (х, у)

Изогонал траекториянинг исталган нуқтасининг координаталари 
билан бу нуқтадаги уринманииг бурчак коэффициенти орасидаги 
муносабатни, яъни траекториялар оиласининг дифференциал тенгла- 
масини ҳосил қилдик. ни у' орқали белгилаймиз, у ҳолда

, =  / (у, у ) ± к  
У 1 ±  */ (х, у)

(18.4)

Бу дифференциал тенгламанинг умумий интеграли (18.1) эгри чизиқ- 
лар оиласи учун изогонал траекториялар оиласи бўлади, улар (18.1) 
эгри чизиқларни бир хил ф бурчак остида кесиб ўтади.

Агар траекториялар ортогонал бўлса, у ҳолда
Я п 71 . п . 1

Ф =  т . Р = « ± Т , 18Р =  - с 1 в « = -  —
_1__
/(*■ У)

ва оргогонал траекториялар оиласининг дифференциал тенгламаси 
ушбу кўринишда бўлади:

у' =  — ■ ё к и ----- =[(х, у). (18.5)
/ (*. у) у

Шундай қилиб қуйидаги қоида ҳосил бўлади: берилган (18.1) эгри 
чизиқлар оиласи учун изогонал траекториялар оиласининг дифферен- 
циал тенгламасини топиш учун бу оиланинг (18.3) дифференциал
тенгламасида у' ни билан алмаштириш лозим, бу ерда

билан кесишиш бурчагининг
1 ± к у ’

к — эгри чизиқларнинг траекториялар 
тангенси. Хусусан, ортогонал траекториялар учун у ’ ни ^----- га

алмаштириш керак.
М и с ол. Ьитта 0  нуқтадан ўтув- 

чи барча тўғри чизиқларни бир хил 
© бурчак остида кесиб ўтувчи эгри 
чизиқларнинг, яъни маркази коорди- 
наталар бошида бўлган тўғри чизьқ- 
лар дастасииинг изогонал траекто- 
рияларини топинг (18-шакл).

Е ч и ш. 0  нуқтани координата- 
лар боши учун қабул қиламиз. Агар 
изланаётган эгри чизиқнинг истал- 
ган М (х, у) нуқтасидаги уринманинг 
Ох ўқ билан ташкил этган бурча- 
гини а орқали, бу нуқта радиус-век- 
торининг Ох ўқ бклан ҳосил қил- 
ган бурчагини ф орқали белгиласак,
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а =  ф +  «> бўлади. Бу тенгликнинг иккала томонидан тангенслар 
олиб, куйидагини ҳосил қиламиз:

1§а =  _ * Ф ± ^
1 —  ф  со

=  — бўлгани учун 
йх х

Лу_
йх

~  +  к
(18.6)

кўринишдаги бир жинсли дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз, 
бунда о) =  к деб олинди. у =  хг деймиз, у ҳолда

йу йг .—  = Х ------1- 2.
йх йх

Натижада ўзгарувчилари ажраладиган ушбу тенглама ҳосил бўла-
ди:

Бунда

X +  2 =  ёки X (1 — кг) =  к (га +  1).
ах 1 — кг ах

I — кг , , &хйг =  к —
г2 +  1

Бунинг умумий интеграли қуйидагича бўлади:

агс1§ 2 — 1п (г2 +  1) =  к 1п х  — к 1п С,

еки
______  1 , у

У х 2+ у 2 = С ек г с е - 
ёки қутб координаталарда умумий ечим

_ф
г =  Сек

кўринишда бўлади.
Шундай қилиб, изланаётган эгри чизиқлар логарифмнк сгну 

лардан иборат экан.

19-§. Изоклинлар уСули

Агар биринчи тартибли 'дифференциал тенгламани интеграллаш* 
нинг юқорида таҳлил қилинган усулларидан ҳеч бири мақсадга 
эриштирмаса ёки мураккаб ҳисоблашлар талаб қилинса, такрибий 
ечишга мурожаат қилиш мумкин. Бундай усуллардан бирини, яъни 
график усул — изоклинлар усулини баён қиламиз.
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Ушбу у' = /(х , у) дифференциал тенглама Коши маеаласи ечи- 
мининг мавжудлиги ва ягоналиги теоремаси ўринли бўлган I) соҳа- 
нинг ҳар бир Р(х, у) нуқтасида у' .ҳосиланинг ҳийматини, яъни бу 
нуқта орқали ўтувчи интеграл эгри чизиққа уринманинг бурчак коэф- 
фициенти к =  1§а =  у' ни аниқлайди. Бу миқдорнк график тарз- 
да бурчак коэффициенти у' = /(х, у) = к га тенг тўғри чкзиқ кес- 
маск орқали тасвирлаш мумкин.

Ҳар бир нуқтасида бирорта скаляр мнқдорнинг қиймати берилган 
соҳа бу миқдорнинг скаляр майдони дейилади. Бизнинг ҳолда 
у '= } ( х ,  у) дифференциал тенглама Оху текисликда йўналишлар 
майдонини аниқлайди. Геометрик нуқтаи назардан дифференциал 
тенгламани интеграллаш шундай эгри чизиқларни топишдан иборат- 
ки, уларга ўтказилган уринмаларнинг йўналишлари тегишли нуқта- 
лардаги майдон йўналиши билан бир хилдир.

Майдон йўналишлари бир хил бўлган у '= к ( к - сопз1) нуқталар 
тўпла.ми тенгламанинг изоклини дейилади.

Равшанки. у' =}(х, у) дифференциал тенглама учун изоклин 
тенгламаси }(х, у) = к  бўлади. к нинг турли қийматларида турли 
изоклинларни ҳосил қиламиз. Изоклинлар оиласини топиб, интеграл 
эгри чизиқлар оиласини тақрибий чизиш мумкин.

М и с о л .  Ушбу у' = — — дифференциал тенглама учун изоклин-

лар, йўналишлар майдонини то- 
пинг. Тенгламани ечмасдан ин- 
теграл эгри чизиқларни чизинг. 

Е ч и ш. Изоклинлар тенгла-
малари: — -  = к ёки у =  — кхX
бўлиб, улар 19-шаклда кўрсатил- 
ган тўғри чизиқлар оиласидир.

20- §. Юқори тартибли диффе- 
ренциал тенгламалар

Тенгламанинг тартиби бирдан 
юқори бўлса, юқори тартибли 
дифференциал тенглама дейила- 
ди. п- тартибли тенглама у (п) ҳо- 
силадан ташқари эркли ўзгарув- 
чини ҳамда қуйи тартибли ҳоси- 

лаларни ҳам ўз ичига олиши мумкин, бинобарин, бундай тенгла- 
манинг умумий кўриниши

Ғ ( х , у , у ' , у " ,  , у (п)) =  0 (20.1)

ёки, агар мумкин бўлса, юқори ҳосилага нисбатан ечилган

У(п) = / ( * .  У\ У", У(п~])) (20.2)
шаклда бўлиши мумкин.

X

90

www.ziyouz.com kutubxonasi



20.1 Қоши масаласи. Умуман олганда, дифференциал тенглама- 
ни функцияларнинг бутун бир системаси қаноатлангириши мумкин. 
Таиин ечимни ажратиб кўрсатиш учун қўшимча шартлар ҳам керак 
бўлади. Масалан, л-тартибли тенглама учун бирор х = ха нуқтада 
изланаётган у функциянинг қиймаги ва унинг п — 1- тартибгача бар- 
ча ҳосилаларининг қийматлари берилади, яъни

у' 1,=д„ = Уо’ (20.3)

(20.3) п- тартибли дифференциал тенглама учун бошланғия шартлар 
дейилади. (20.1) ёки (20.2) тенгламанинг (20.3) бошланғич шартлар 
системасини қаноатлантирувчи хусусий ечимини топиш масаласи 
Коши масаласи дейиладн.

Агар иккинчи тартибли
Ғ(х, у, у' у") = 0  ёки у" ~=!(х, у, у )  (20.4)

тенглама қараладиган бўлса, у ҳолда х = ха да ечим учун бошлан- 
ғич шартлар қуйидагича бўлади:

\У\х=Х' =  У°’г 
(У  |л=дг0 — Уо<

бу ерда лг„, уа, у'0 — берилган сонлар. Бу шартларнинг геометрик 
маъноси қуйидагича: текисликнинг берилган Ра(ха, уа) нуқтасида бу 
нуқтадан ўтадиган интеграл эгри чизиққа ўтказилган уринма бурчак 
коэс}х})ициенти у0 ҳам берилган. Шундай қилиб (20.4) дифференциал 
тенглама учун Коши масаласини ечиш — бу шундай г/=Ф(х)  инте- 
грал эгри чизиқни топиш демакки, у Ра(ха, уа) нуқтадан ўтади ва бу 
нуқтада уринманинг бурчак коэффициенти берилган у ’0 га тенг бў-
лади.

20.2. Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар тўғ- 
рисида тушунча. (20.1) ёки (20.2) тенгламалар учун ўрганиладиган 
масалалар Коши масаласи билан чекланмайди. Кўпгина фкзика ва 
техника масалалари кўпинча бошлангич шартларга эмас, балки бош- 
қа турдаги қўшимча шаргларга олиб келади. Бундай шартларни че- 
гаравий шартлар деб аташ қабул қилинган. Масалан, изланаётган 
функциянинг бир нечта нуқтадаги қиймати маълум бўлганда диффе- 
ренциал тенгламанинг ечимини топиш талаб этилади. Бу шартларни 
қаноатлантирадиган ечимни топиш масаласк чегаравий масала дейилади.

20.3. Қоши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги тўғри-
сидаги теорема. Агар (х0, уа, у0, у0, у<0'1_1)) нуктани ўз ичига
олган бирор О сохада узлуксиз /  (х, у, 

д( ‘ д[ д( д(ция узлуксиз
ду ду дУ" ду 1

бўлса, у ҳолда у (п) = /  (х, у, у \  у",

ў \  У", У{" ‘’) Функ-
хусусий ҳосилаларга эга

у (п~()) тенгламанинг
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У |лг=дг/ Уп’ У |л:=о Уо' I = у (п=,)у  и=х„ »о

шартларни қаноатлантирадиган у -=<р (х) ечими мавжуд бўлиб, 
бу ечим ягона бўлади.

Бу теорема Коши масаласи ечимга эга бўлишининг етарли шарт- 
ларини^тайинлайди. Агар қаралаётган тенглама иккинчи тартибли, 
яъни у" =  /  (х, у, у') кўринишда бўлса, у ҳолда маълумки, у\х=.х =у0 
83 У'\х=х, =  Уо шаРтлар (х0, у0) нуқтани аниқлаб, бу нуқтадан ўтади- 
ган интеграл эгри чизиғига ўтказилган уринманинг бурчак коэффи- 
циенти у0 бўлади. Бу ҳолда теорема шартлари бажарилганда урин- 
масининг бурчак коэффициенти у ’0 маълум бўлган берилган Ф0 (лг0, у0) 
нуҳтадан ̂ битта интеграл эгри чизиғи ўтади (20-шакл).

20.4. Умумий ва хусусий ечимлар тўғрисида тушунча
Та ъ р и ф. (20.2) диф- 

ференциал тенгламанинг 
умумий ечими деб, тенг- 
ламанинг тартиби қанча 
бўлса шунча ихтиёрий ўз- 
гармасларга боғлиқ б\л- 
ган шундай у  =<р(х, Сг, 
С2, , Сп) функцияга
айтиладики, бу функция 
учун қуйидаги шартлар 
бажарилади:

у=Ф(х)

20- ш акл.

а) у Сл, С2, Сп нхтиёрий ўзгармасларнинг исталган қиймат-
ларида (20.2) тенгламани қаноатлантиради;

б) бошланғич (20.3) шартлар ҳар қандай бўлганда ҳам, ихтиёрий
ўзгармасларнинг шундай С1г С2, , Сп қийматларини топиш мум-
кинки, бу қийматларда у = ц>(х, Сг, С2, , Сп) ечим (20.3) бош-
ланғич шартларни қаноатлантиради.

Умумий ечкмдан ихғиёрий ўзгармасларнинг маълум қийматларида 
ҳосил бўладиган ечимлар хусусий ечимлар дейилади.

21«§. Тартибини пасайтириш мумкин бўлган тенгламалар 
ва уларнинг амалий татбиқи

Тартибини пасайтириш мумкин бўлган тенгламаларнинг баъзи 
турларини кўриб чьқамиз.

1. Ушбу

У{п)=Нх)  (21.1)

тенгламанинг тартиби бевосита кетма-кет [интеграллаш йўли билан 
пасайтирилади.

(21. 1) дан қуйидагини ҳосил қиламиз:

г/<п= 1> = | / ( х) ^  +  С1.
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Шу тарзда талаб қилинган марта интеграллаб (21.1) тенгламанинг 
умумий ечимини топамиз.

1- м и с о л .  Ушбу у'" =51пл:— созл: тенгламанинг

У\х=о =  1» У |л:=0 =  1 • У |*=о =  ®
бошланғич шартларни қаноатлангирувчи ечимнни топинг.

Е ч и ш.  Кетма-кет уч марта интеграллаб, қуйидагиларга эга бў- 
ламиз:

у” =  — соз х — зш х +  С1(
у' =  —  51П X +  С05 х +  Схх +  С„

*2
у =  С05 X +  5Й1 X +  Сх —  +  С,л: +  С3.

С1ғ С„ С3 ларни бошланғич шартлардан топамиз:

0 =  — 1 — 0 +  Сг,
— 1 =  — 0 +  1 +  Сг • 0 +  С2,

1 =  1 +  0 +  С, • 0 +  С2 • 0 +  С3.

Бу ердан Сг = 1, С2 =  — 2, С3 =  0. Шундай қилиб, изланаётган 
хусусий ечим

У = С05 X +  51П X +  —-----2 X.

2. Ушбу

у{п)=Нх, У{к), У{к+1}, , У{п~'}) (21.2)
кўринишдаги ўнг томонида изланаётган у функция ва унинг (к — 1) 
тартибгача ҳосилалари иштирок этмайдиган тенгламанинг тартиби 
қуйидаги алмаштириш орқали к бирликка пасайтирилади: у(к) = р (л:), 
бу ерда р = р{х ) — янги изланаётган функция. (21. 1) тенглама бун- 
дай алмаштиришдан сўнг қуйидаги кўринишга келади:

р{П~к)=Нх, Р, Р’, Р” , р1п-к~ \
{п— к)~ тартибли тенгламани ҳосил қилдик. Бу тенгламани инте- 

граллаб, изланаётган функцияни аниқлаймиз:
Р ~  ф(*> Ск, С2, Сп_к),

сўнгра у (к) =  ф {х, С], С2, , Сп_к) тенгламани к марта интеграл-
лаб, умумий ечимни топамиз.

2 -  м и с о л .  Ушбу

у ™ = У Т '
тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш.  у '"= р(х)  деймиз, у ҳолда у1У=р'  ва берилган тенглама 
р' =  У~р кўринишга келади. Ўзгарувчилари ажраладиган функция- 
га нисбатан биринчи тартибли тенгламани ҳосил қилдик:
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—  =  У р  ёки ~^= - йх. 
йх н  У р

Интеграллаб, топамиз:

2 У р  = х +  Сг ёки р =  ў  (д: +  СО2.
Демак,

У'" = ~ ( х  + С,)2,
4

бу ердан

У" =  ~  (х  4- С1!)3 +  С2,

У' — ~  (•* +  С!)4 +  С.ус +  С2,

У — (х +  Сч)5 + С2 —  + С3х +  С4.

Э с л а т м а .  Бундай кўринишдаги тенгламаларнинг хусусий ҳоли 
изланаётган функция ошкор қатнашмаган иккинчи тартибли у" = 
=  /  (дг, у') тенгламадир. Бу ерда у' = р (х) ўрнига қўйиш ёрдамида 
тартиб бьр бирликка пасайтирилади.

2 хи*З - ми с о л .  Ушбу у" = — —г тенгламанинг у\х==0 = \, у '\х=0 =  31 А'“
бошланғич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш. Умумий ечимни топамиз: у' =  р (х) алмаштириш бажара- 
миз, бу ердан у"= р'(х). Натижада ўзгарувчилари ажраладиган қуйи- 
даги тенгламани ҳосил қиламиз:2 хр .. йр 2 х <1. ----— еки —  —-------1 -)- X2 Р  ] +  .V2
бу ердан:

1пр — 1п 11 + + |  +  1ПС! ёки р = Сг ( 1 + х 2).
Ўз навбатида бу ердан:

у' =  С4 (1 +  х2) ва у = Сх (х +  —) +  С2.

С4 ва С2 ларни топиш учун бошланғич шартлардан фойдаланамиз:
(3 =  Сх ■ 1 
Ь  = С х-0 + С 2.

Булардан Сг =  3, С2 =  1.
Демак,

г/ =  3 (^ +  ± - )  +  1

хусусий ечим бўлади.
3. Ушбу
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У0,) = [ ( у ,  у', у", , у (п- ' ]) (21.3)
кўринишдаги тенгламанинг ўзига хос томони шундаки, унинг ўнг 
томонида эркли ўзгарувчи х ошкор қатнашмайди. у' =  р (у) ўрнига 
қўйиш (21.3) тенгламанинг тартибини бир бирликка пасайтиришга 
имкон беради. Бунда янги зркли ўзгарувчи сифатида у қабул қили- 
нади. Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасига кўра:

, <1у
у = тх = р '

„ Ар
у  =  1 й

йр
4у

йу_
Ах Р ■Р,

= = р +  0'*Р
йк н  ’ йу ’ йх \  йу ' йу Р =

= (р"р +  р'р ) р =  р"р2 + (р')- Р ва хоказо.

У', У", •, У(п) ларни (21.3) тенгламага қўйиб, (п =  1)-тартибли
тенгламага эга бўламиз.

4- м и с о л. Ушбу у" + у'2 = 2 е~у тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш.  у' =  р(у), у" =  р'р деб, Бернулли теигламасини ҳосил 
қиламиз:

, I ■> п -у - , I 2е уРР + Р ' = %е у еки р + р  =  — — .

р — и-ь ўрнига қўйишдан фойдаланамиз, бу ердан р' =  и'у +  
+  иц'. Кейинги тенглама қуйидагича сзилади:

и'о +  ио' +  ио 2 е~у ёки и'о +  (и' +  V) и =
2е~у
иг1

V функцияни шундай танлаймизки, қавс ичида турган ифода нолга 
тенг бўлсин:

ц' +  V =  0. (21.4)
У ҳолда

, 5 й~у и'п =  г е
ии *

(21.5)

(21.4) тенгламани интеграллаймиз.
—  =  — йу ёки 1п V =  — у, бу ерданV

0 = е~у. (21.6)

(21.6) ни (21.5) га қўйиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

ии =
2е~у
е~2у

ёки и йи =  2 еу йу.

Интегралласак,
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еки

и =  ± У  +  2Сг (21.7)
бўлади. Топилган и ва V функциялардан фойдаланиб, изланаётган 
р оралиқ функцияни тузамиз:

р = т  = ± е ~ у }/~4 еу +  2 Сг
еки

р =  ±  V 4 е~у +  2 С2 ё~2у
р = —  алмаштириш бажариб, ўзгарувчилари ажраладиган |тенг- 

йх
лама ҳосил қиламиз:

■̂х = ± ] / 4 е - у + 2 С 1е -2у 

Буни интеграллаб, умумий интегрални топамиз:

±  "у V 4 +  +  2С 2 =  х  +  С3

ёки (л: +  Сг)2 =  еу +  С^, бу ерда Сг = - у  Тартиби пасаядиган диф-

ференциал тенгламаларнинг амалий татбиқкга доир бир нечта мисол- 
лар кўрайлик.

21.1. Метеорнинг тўғри чизиқли ҳаракати. Дастлаб тинч ҳолатда 
бўлган, Ердан чексиз катта масофадаги метеор тўғри чизиқли ҳара- 
кат қилиб Ерга тушмоқда. Метеорнинг тезланиши ундан Ер марка- 
зигача бўлган масофанинг квадратига тескари пропорционал бўлсин. 
Метеор Ёрга қандай тезлик билан урилишини аниқланг.

Ечиш.  Метеордан Ер марказигача бўлган масофани г орқали 
белгилаймиз ва

'  62г к
ар г*

дифференциал тенгламани тузамиз. Тезланиш т = = —  (бу

ерда V — метеорнинг ҳаракат тезлиги) бўлгани учун тенглама ушбу 
кўринишга келади:

ёа
и

к йо— ва V —
г2 йг

к_ 
г3 ’

чунки
ёа   6о 6г   6а
61 6г 61 6г

Кейинги тенгламанинг умумий интеграли
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2 т

кўринишга эга, бунда С ни г->-о ода  и =  0 эканлигидан фойдаланиб
аниклаймиз, яъни С =  0, демак о2 =  — —  .

‘ г
Ерга тушишдаги тезликни г ўрнига Ер радиуси Р ~  6,377-10® м 

ни қўйиб топамиз, пропорционаллик коэффициенти к ни Ердаги 
оғирлик кучи тезланиши § =  9,8 м/с2 ва /? орқали ифодалаш мум- 

ккин: —  =  — £, бундан к =  — [Масофа г =  0 (саноқ боши) дан

бошлаб ҳисобланганлиги ва тезланиш марказга томон йўналганлиги 
учун манфий ишора олинди.]

Шундай қилиб, изланаётган тезликнинг қиймати

V =  / Ш  =  =  V 2 -9 ,8 - 6 , 3 7 7 - 10® =
=  11180 м/с «  11 км/с

бўлади.
21.2. Математик тебрангич. Вертикал текисликда жойлашган сил- 

лиқ айлана бўйлаб оғирлик кучи таъсирида ҳаракатланувчи моддий 
нуқта математик тебрангич дейилади. Масалан, бир учи маҳ- 
камланган, чўзилмайдиган ва оғирлиги ҳисобга олинмайдиган ипга 
осилган М моддий нуқтани
математик тебрангич деб қа- У У /У //////.
раш мумкин. М нуқтанинг «  —. _______ У Х
ҳолатини ипнинг вертикал би- 
лан ташкил қилган ср бурчаги 
орқали аниқлаймиз.

Айтайлик, нуқтанинг мас- 
саси т, ипнинг узунлкги I га 
тенг бўлсин. М нуқтага унинг
оғирлик кучи Р ва ипнинг ре-
акцияси N таъсир этади 
(21- шакл).

М нуқтанинг ҳаракат диф- 
ференциал тенгламасини ту- 
зиш учун

от = 5° = / ф ,  р =  /,  =  Р т =  — т§$ т ф ,  Ғп =  Рп =  т§созср

бўлишини эътиборга олиб, ёза оламиз:
оо

т 1  ф  =  — / Л £ 5 1 П ф ,
о

т1 ф2 =  — т£ соз ф +  М„.

21 - шакл

Бу тенгламаларни
со у . 
ф  + - ^ - 5 1 П ф =  0, (21.8)
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Л/„ =  т /  ср2 +  т §  с о з  ср ( 2 1 .9 )

кўринишда ифодалаш мумкин. (21.8) тенглама воситасида математик 
тебрангичнинг ҳаракат қонуни, (21.9) ёрдамида эса ипнинг реакция 
кучини аниқлаш мумкин.

(21.9) дан кўрамизки, ипнинг реакциясини аниқлаш учун ф2 кат- 
таликни ф бурчакнинг функцияси сифатида ифэдалаш керак. Бунинг 
учун

Ф = й<р йф _  ф £<Р_ __ _1_ (Ц?
й<р й1'ж й ф  2 йср

муносабат ўринли бўлишини назарда тутиб, (21.8) ни қуйидагича ёза- 
миз:

1 °— 1<1 ф2 — § зш ф <1 ф.
о о

Бу тенгламани I =  0 да ф =  ф0, ф =  ф0 бошланғич шартларда ин- 
теграллаймиз:

1 . .  © <•»—  / й  ф 2 =  —  §  51П Ф <1 ф
ф, ф'

еки

/ф 2 = 2 §(созф — созфо)+ / ф о - (21. 10)
(21.10) ни (21.9) га қўйиб, А/„ ни аниқлаймиз:

О
=  т /  ф2 +  тд (3 соз ф — 2 соз ф0).

с

Агар нуқтанинг бошланғич тезлиги о0 =  / ф0 бўлса, ипнинг реак- 
цияси

тг) 1
А/„ =  +  т §  (3созф — 2со5ф0) (21.11)

формуладан аниқланади.
Шундай қилиб, ипнинг реакцияси тебрангичнинг бошланғич оғиш 

бурчаги ф0 ва бошланғич тезлиги о0 га боғлиқ бўлади.
(21. 11) дан фойдаланиб, нуқта доимо боғланишни қаноатлантири- 

ши учун, яъни ипнинг эгилмаслик шартидан бошланғич тезлик қан- 
дай қийматга эга бўлишини аниқлаш мумкин. Бунинг учун ф =  л 
бўлганда Л/„ минимум қийматга эришишини ва ф0 нинг ҳар қандай 
қийматида (Л/„)т|п >  0 бўлиши учун

I — т £ (3  +  2 созф0) > 0

ёки
Цр >  (3 +  2 соз ф0) §1
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шарт бажарилишини назарда тугамиз.
Хусусан, ф0 =  0 бўлса,

« о > / 5 7 /  (21.12)
шарт бажарилғанда ип доимо таранг ҳолда бўлади.

Дастлаб тебрангичнинг з т  ф «  ф шартни қаноатлантирувчи кичик 
тебранма ҳаракатини текширамиз. Бу ҳолда тебрангичнинг ҳаракат 
дифференциал тенгламаси қуйидагича ёзилади:

Ф +  7 " Ф =  0. (21.13)

(21.13) нинг умумий ечимнни

Ф = а 5 т  ( | / - у /  +  с^ (21.14)

кўрннишда ифодалаш мумкин. Бунда а бурчак амплитудасини, 
а бошланғич фазани ифодалайди, улар масаланинг бошланғич шарт- 
ларидан аниқланади.

Шундай ҳилиб, математик тебрангичнинг кичик тебранишлари
гармоник тебранма ҳаракатдан иборат бўлади.

Тебрангнчнинг кичик тебранишлар даври

7  =  2л ] / Х  (21.15)

формуладан аникланади. (21.15) дан кўрамизки, тебрангичнинг кичик 
тебранишлар даври бошланғич оғиш бурчаги ф0 га боғлиқ бўлмайди.

Ф бурчак ихтиёрий қийматни қабул қилиши мумкин бўлган ҳол- 
да тебрангичнинг ҳаракатини текшириш учун (21. 10) ни ? =  0 да

о о

Ф =  Фо, Ф =  ф0 =  0 бошланғич шартларда интеграллаймиз. У ҳолда
(21. 10) ни

ф2 =  2 -у  (соз ф— СОЗ Фо) 

кўринишда ёзиш мумкин. Шу сабабли

соз ф соз фо (21.16)

муносабат ўринли бўлади. Агар тебрангич ф бурчак ортадиган йўна- 
лишда ҳаракатланса, (21.16) да мусбат ишора, акс ҳолда манфий 
ишора олинади.

(21.10) да ўзгарувчиларни ажратиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

у  С 0 5  ф  —  С 0 5  ф ,  у  I

Бу тенгламада косинусларнн ярим бурчак синуслари

С05 ф =  1 — 2 51П2 — , С05 Фо =  1 — 2 51Г12 —
2 0 2

99

www.ziyouz.com kutubxonasi



билан алмаштирсак, тенглама ушбу кўринишни олади:

- ±<1<р = 2  | / 1 л .
5 1 П 2 5 “  —  51 П 2  . 2 -

V 2 2
(21.17)

(21.17) ни интеграллаш учун 51П -у- ни к билан белгилаб, <р 
нинг ўрнига

5 т - ^ - = Й 5 ш а  (21.18)

тенглик ёрдамида аниқланадиган а  бурчакни киритамиз. У ҳолда
 ̂ф ф   1—— соз — =  к С05 а а а , 
2 2

бундан

ё(р = 2 & соз а <1 а  2 к соз а (1 а

С 0 5 _Ф / 1—£25тга
2

Натижада (21.17) ни
± б. а

1 — А2 51П2 а (21.19)

кўринишда ёзиш мумкин. I =  0 да <р =  <р0 бошланғич шартларни 
ҳисобга олиб, (21.18) дан а  =  а„ бошланғич қиймат учун

. <Ро 1 •
5 1 П —  =  й 5 1 П а о  

2
ёки

а 0
я
~2 ' 51п а 0 =  1

ифодани оламиз.
Шундай қилиб, (21.19) ни 0 дан I гача интеграллаб, қуйидагини 

қосил қиламиз:

( =  ±  1/ — Г г йа • (21.20)^  V е 1 1̂ 1 — к* 51п2 а  '
Я2

Бинобарин, I вақт билан а орасидаги боғланиш биринчи турдаги 
эллиптик интеграл орқали ифодаланади.

о*
(21.15) га асосан ф2 манфий қийматга эға бўлмагани учун 

соз ф >  со5 ф0 ёки |ф| <  ф0, яъни ф бурчак — ф0 дан +  ф0 гача ўзга- 
ради. Шунингдек, ОА вертикалга нисбатан симметрик бўлган нуқта-

о о
ларда ф2 бир хил қийматга эга бўлади ҳамда ф =  ±  Ф0 да ф2 нол- 
га тенг бўлади. Бинобарин, худди кичик тебранишлар каби ф бур-
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чак ихтиёрий қийматни қабул қилганда ҳам тебрангич ф0 бурчак 
билан аниқланадиган чекка хрлатлар орасида тебранма ҳаракатда 
бўлади.

Мазкур тебранишлар даври 7 \ ни аниқлаш учун (21.20) даги 
интегралнинг қуйи чегараси тебрангич ф =  ф0 га оғгандаги чекка 
ҳолатига мос келишини эътиборга оламиз. Бу ҳолатдан тебрангич 
Ф =  — ф0 чекка хрлатгача ҳаракатланганда (21.20) да манфий ишора 
олинади. Тебрангич чекка ҳолатдан энг пастки ҳолатигача кўчиши- 
да ўтган вақт тебранишнинг чорак даврига тенг бўлишини эътибор- 
га олсак,

й а

У 1 — № 51п2 а
(21.21)

еки

Л = 4  У ± К .
Л

Т
Бунда К =  \ —  к — биринчи турдаги эллиптик интегрални

Л У 1 — Иг 51п2 а о
ифодалайди. К нинг қиймати махсус жадвалдан аниқланади.

(21. 21) даги интеграл остидаги ифодани қаторга ёйиб,

-------— ------ 1-  =  1̂ +  -^-&25 т 2а  +  ^ - / г 45Ш4а  +
(1 — № 51п2 а) 2

ифодани оламиз. Бундан ташқари
л

1-3-5 . . . (2 п — 1) _ п_
2 - 4 - 6 . , . 2 л  ' 2

о

бўлишини эътиборга олиб, тебраниш даври учун

формулани оламиз.
(21.22) дан кўрамизки, бошланғич оғиш бурчаги ф„ катталашган 

сари тебраниш даври Тг ҳам орта боради.
Фв кичик қиймати учун 5Ш - ^ - « ф0/2 деб, (21.22) да фақат би-

ринчи иккита ҳадни эътиборга олсак, тебраниш даврининг тақрибий 
қиймати қуйидагича ёзилади:

2

Г 5т2ла<2а
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(21.23)

(21.15) ва (21.23) формуладаги тебраниш даври бир-биридан
2

( 1 + — ) га фарқ қилади. Бу фарқнинг қиймати <р., га боғлиқ бў-

либ, қуйидаги жадвалдан аниқланади:
1- ж а д в а л

Фо 10° го о о 40° 60° 90°

_2
1

16
1,0019 1,0076 1.0304 1,0684 1,1539

21.3. Физик тебрангич. Массалар маркази орқали ўтмайдиган го-
ризонтал ўқ атрофида ўзининг оғирлик кучи Р = М§ таъсирида ҳа- 
ракатланувчи жисм физик тебрангич. дейилади.

Физик тебрангичнинг айланиш ўқи тебрангичнинг осилиш ўқи 
дейилади. ОС масофани а билан белгиласак, тебрангичнинг х.олати 
ОС чизиқнинг вертикалдан оғиш бурчаги <р билан аниқланади.

Горизонтал 2  ўқни тебрангичнинг айланиш ўқи бўйлаб йўналти- 
рамиз (22-шакл). Оху текисликни тебрангичнинг оғирлик маркази 
С орқали ўтказиб, бу текислик учун шакл текислигини оламиз. 
Тинч ҳолатдан <р бурчакка оғдирилган тебрангичга унинг оғирлик
кучи Р ва 0  нуқтадаги цилиндрик шарнир реакция кучининг 
Х0, V0 ташкил этувчилари таъсир этади. Ишқаланиш кучини ҳиссб-

га олмаймиз.
Тебрангичга таъсир этувчи кучларнинг 2  ўққа нисбатан бош мо- 

менти
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м
бўлгапи учун

еки

Мг (Р) +  Мг (%) +  Мг (У0) =  Ра 5Ш ф

/ г ф =  — Р а з ш ф

Ф + -^— 51Пф=0  (21.24)

тенгламани оламиз. Бунда / г тебрангичнинг осилиш ўқига нисбатан 
инерция моментини ифодалайди.

(21.24) тенглама физик тебрангич ҳаракатининг  ̂дифференциал 
тенгламаси дейилади. зш ф «  ф муносабат ўринли бўладиган физик 
тебрангич кичик тебранма ҳаракатининг дифференциал тенгламасини

°Ф+ ^ - Ф = 0  (21.25)
•г

кўринишда ёзиш мумкин. Бу дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими ҳуйидагича бўлади:

Ф =  А 5Ш ( | /  / +  е) •

(21.26) дан кўрамизки, ф бурчак тебраниш даври

бўлган гармоник тебранма ҳаракат қонуни асосида ўзгаради.
(21.24) тенглама математик тебрангич ҳаракатининг дифференциал 

тенгламаси (21.8) дан факат 51Пф олдидаги ўзгармас коэффициент- 
лари билан фарқ қилади.

Тебраниш даври физик тебрангичнинг тебраниш даврига тенг 
бўлган математик тебрангичнинг узунлигини аниқлаймиз. Бунинг 
учун (21.24) ва (21.8) тенгламаларда з т ф  лар олдидаги коэффи- 
циентларни тенглаймиз:

Ра _  е_
I» I ’

бундан
= (21.28)

Ра Ма
(21.28) формула ёрдамида аниқланадиган / катталикка физик теб- 
рангичнинг келтирилган узунлиги дейилади.

Гюйгенс — Штейнер теоремасига биноан
/ 2 =  / с +  Ма2 (21-29)

ни ёзамиз, бунда /с — тебрангичнинг огирлик маркази орқали 2 ўққа 
параллел равишда ўтувчи ўққа нисбатан инерция моменти.

(21.29) ни (21.28) га қўйиб, физик тебрангичнинг келтирилган узун- 
лиги учун

(21.26)

(21.27)
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I =  - ^ - + а
Ма

(21.30)

ифодани оламиз.
0  нуқтадан оғирлик маркази йўналишида бу катталикни қўйиб, 
нуқтани оламиз (22-шакл). Ох нуқта физик тебрангичнинг сил- 

киниш маркази дейилади. Оғирлик марказидан силкиниш маркази- 
гача бўлган масофа учун

1г
Ма

(21.31)а

тенглик ўринли бўлади.
Агар физик тебрангичнинг осилиш ўқи учун силкиниш маркази 

орқали ўтувчи ўқни олсак, (21.28) га кўра келтирилган узунлик учун

/х ------— +1 Ма̂  1
формулани оламиз. (21.31) га асосан

1га =
Ма,

Бинобарин
1г =  а +  ах =  /

тенглик ўринли бўлади.
Шундай қилиб, 0  ва Ох нуқталардан ўтувчи ўқлар учун 1У ва 

I келтирилган узунликлар ўзаро тенг бўлади. Бошқача айтганда, 
силкиниш маркази орқали ўтувчи ўқни осилиш ўқи учун олсак, 
у ҳолда аввалги осилиш ўқи янги силкиниш марказини ис{юдалайди, 
яъни ўқлар ўрнини ўзаро алмаштириш мумкин.

21.4. Ипнинг мувозанати. Иккита учи билан А ва В нуқталарга 
осиб қўйилган оғир эгилувчан бир жинсли чўзилмайдиган ипни қа- 
райлик (23-шакл).
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Координата системасини шундай танлаб олайликки, Ох ўқ гори-
зонтал жойлашсин, Оу ўқ эса ипнинг энг пастки Ох нуқтасидан ўт- 
син (Ог нуқта А ва В нуқталардан пастда жойлашган).

Ипнинг 0, нуқта ва ихтиёрий М (х, у) нуқтаси орасидаги қисми 
ОгМ ни ажратамиз. Ипнинг бу қисмига қуйидаги кучлар таъсир 
қилади: _

1) Ог нуқтага қўйилган Н таранглик кучи, у ипнинг АО  ̂ қис-
ми томонидан ҳосил қилинган ва Ог нуқтадаги уринма (горизонтал) 
бўйлаб йўналган; ___

2) М нуқтага қўйилган Т таранглик кучи, у ипнинг МВ қис-
ми томонидан қосил қилинган ва М нуқтадаги уринма бўйлаб йўнал- 
ган; _

3) ипнинг О^М қисмига тушган юк, у пастга йўналган.
Ип мувозанатда бўлгани учун статика қонунларига биноан бу 

барча кучларнинг координата ўқларига проекциялари йигиндиси нол- 
га тенг бўлиши керак, демак

Т С05 а  — Н =  0, Т 51п а  — =0,
бунда а — таранглик кучи Т  ва Ох ўқининг мусбат йўналиши ора- 
сидаги бурчак, Н, Т, № — тегишли кучларнинг катталиклари.

Бу икки тенгламадан маълум амалларни бажаргандан сўнг

ни ҳосил қиламиз. =  —
йх

бўлгани учун биринчи тартибли

йу _ IV
~сй ~~ Н

(21.32)

дифференциал тенгламага келамиз, унинг интеграли ипнинг мувоза- 
натда бўлгандаги шаклини тасвирловчи эгри чизиқдан иборат.

Горизонтал таранглик Н — ўзгармас. Агар № = Ғ (х) бўлса, 
(21.32) тенгламани интеграллаш мумкин:

У = Ц Ғ(х)(1х + С,

бунда С — бошланғич шартлардан топилади.
Бироқ, № функциянинг қиймати эмас, балки унинг х бўйича ҳо- 

силаси маълум бўлган ҳоллар учрайди. Бундай ҳолда (21.32) тенг- 
ламанинг иккала томонини х  бўйича дифференциаллаб, иккинчи тар- 
тибли

<Ру _  1 №
йх* Н йх

(21.33)

дифференциал тенгламага эга бўламиз. Агар = И х) Ц(х) — маъ-
йх

лум бўлганда) бўлса, бу тенгламанинг ечими (ипнинг мувозанат 
ҳолатдаги шакли тенгламаси) ушбу кўринишда бўлади:
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У =  |* ({/(■«) й*) йх +  С +  +  С2,

бунда Сх ва С2 лар бошланғич шартлардан топиладн.
Умумийроқ ҳолларда (21.32) ва (21.33) тенгламаларнинг ўнг 

томонлари фақат х гагина боғлиқ бўлмай, балки у ва у' га ҳам 
боғлиқ бўлиб, бу ҳолларда ечимни топиш учун турли усуллардан 
фойдаланишга тўғри келади, чунки бевосита интеграллаш мумкин 
эмас.

Масалан, № =дх  бўлиб, ип учлари маҳкамланган бўлсин. У
ҳолда (21.32) тенглама —  =  —  кўринишида б"лади, шунинг

йх Н *
учун умумии ечим

дх-
2 н +  С

=  ± 
н

изланаётган хусусий ечим

бўлади. х = 0 да у = — шартдан С =  — қийматни топамиз, демакн н

у = ± и 1 +  1)
н \ 2 ' )

параболадан иборат бўлади.
21.5. Занжир чизиқ. Эгилувчан бир жинсли чўзилмайдиган арқон 

икки учидан маҳкамланган бўлиб, ўзининг оғирлиги остида осилиб 
туради. Агар арқоннинг бир бирлик узунлигининг оғирлиги д га 
тенг бўлса, арқоннинг мувозанат ҳолатдаги шаклини аниқланг.

Е ч и ш. Бу ҳолда =  д5, бунда 5  — арқон С+И ёйининг узун-

лиги

№ =

(23-шакл). Маълумки, 5  =  1 + Ш Лх- Шунинг учун
С)

= , 1 / ' 1+Й ) ’ “ *■ демак -ТГ

ҳосиланинг ифодасини (21.33) тенгламага қўйиб, х аргумент ва

изланаётган у функция қатнашмаган ушбу иккинчи тартибли диф- 
ференциал тенгламани ҳосил қиламиз:

£у_ _  ц_ 
йх* н (21.34)

—  =  и урнига қўииш орқали бу тенглама узгарувчилари ажралади-

ган ушбу биринчи тартибли тенгламага келтирилади:
Аи
дх

=  - / 1 +ц* 
а

бу ерда И/§ = а деб белгиланган. Ўзгарувчиларни ажратиб, интег- 
ралласак,
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бу ердан

1п [и +  у  и- +  1) =  — +  1п Сх,
а

и +  V  и* +  1 =  С1ех,а
V и 1 +  1 илдизни яккалаб ва ҳосил бўлган тенгликнинг иккала 
қисмини квадратга кўтариб, соддалаштирсак,

1 =  С\е~х,а — 2 С, иех,а
ни ҳосил қиламиз, бу ердан

*У_= С±ех,а------Х- е ~ х,а (21.35)
(1* 2 2 С Х

йучунки и =  .
Унинг умумий ечими:

у = — 1 ех1а +  —  е~х,а +  С2. (21.36)
2 2 С±

С̂  ва С2 ихтиёрий ўзгармасларни аниқлаш учун Ох нуқтанинг у  =  а 
ординатасини оламиз. 0 : нуқтада уринма Ох ўққа параллел эканли- 
гини эътиборга олиб, бошланғич шартни қуйидагича ёзамиз: х  =  0 
да у =  а, у' — 0. х ва у' нинг қийматларини (21.35) тенгликка 
қўйиб, Сх ни аниқлаш учун ушбу алгебраик тенгламани ҳосил қи- 
ламиз:

бу ердан

Ч
2СХ ’

С, =  1.
Иккинчн илдиз (манфий илдиз) ярамайди, бу дифференциал тенгла- 
мадан бевосита келиб чиқади. Ҳақиқатан ҳам, Сх <  0 тенгсизлик-
дан — <  0 келиб чиқади, бу эса тенгламага зид, чунки унинг ўнг

томони бутунлай мусбат катталик. х ва у нинг қийматларини (21.36) 
тенгламага қўйиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

а . а . ла - -  +  ?  +  С„

бу ердан С2 =  0.
Шундай қилиб, изланаётган хусусий ечим

у  =  у  (<гх,а +  е х,а) ёки у=  а сЬ —

функциядан иборат экан.
Бу масаланинг ечими икки учидан осилган эгилувчан чўзилмай- 

диган арқон ўз огирлиги таъсирида гиперболик косинуснинг графиги
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шаклини олишини кўрсатади. Гиперболик косинуснинг занжир чизиқ 
деб аталиши ҳам шу билан тушунтирилади.

а = Н/ц катталикка геометрик талкин берадиган бўлсак, у зан- 
жир чизиқнинг қуйи 0 , нуқтадаги эгрилик радиусидан (Н) иборат 
бўлишини қайд қилиб ўтамиз. Бунга қуйидаги ҳисоблашлар билан 
ишонч ҳосил қилиш мумкин:

Шундай қилиб, а катталик занжир чизиқнинг шаклини характерлай- 
ди: а қанчальк кичик бўлса, чизиқ шунчалик тор ва тикроқ бў- 
лади.

21.6. Тўсин кесимининг эгилиши ва бурилиши. Қаралаётган тў- 
синнинг ҳар бир кўндаланг кесими вертикал симметрия ўқига эга деб 
ҳисобланади. Узаро тенг кўндаланг кесимлар оғирлик марказлари- 
нинг геометрик ўрни тўсиннинг ўқи (ёки нейтрал ўқ) деб аталувчи 
тўғри чизиқдан иборат. Таъсир этувчи кучлар тўсин ўқига тик йў- 
налган бўлсин. 24-шаклда бир учи маҳкамланган, иккинчн учига 
куч таъсир қилаётган тўсин ўқининг эгғлиши кўрсатилган. Куч таъ- 
сирида х абсциссали бирор кесимнинг оғирлик маркази О ордината 
ўқига параллел равишда Ог нуқтага кўчади. Кесим оғирлик марка- 
зининг тўсин ўқига перпендикуляр йўналишдаги 0 0 , кўчиши тўсин- 
нинг шу кесимдаги эгилиши ёки тўсин кесимининг эгилиши дейи- 
лади. Эгилишни у  билан белгилаймиз. Деформацияланиш жараёнида 
кесим яссилигича қолиб, ўзининг дастлабки ҳолатига нисбатан бьрор 
кичик бурчакка бурилади. 25-шаклда қаралаётган кесимнинг дефор- 
мацияланишдан олдинги ва кейинги ҳолатлари тасвирланган. Ҳар бир 
кесим ўзининг дастлабки ҳолатига нисбатан буриладиган 0 бурчак 
кесимнинг бурилиш бурчаги дейилади.

Тўсиннинг деформациясини тўлиқ билиш учун ҳар бир кесимкда 
унинг эгилиши у  ва бурилиш бурчагк 0 ни ҳисоблай билиш зарур. 
Уларнинг ҳар иккиси ҳам х нинг (координата бошидан кесимгача 
бўлган масофа) функцияси бўлиб, ҳар бир кесим учун у ва 0 ораси- 
да аниқ боғланиш мавжуд бўлади.

Фойдаланиладиган декарт координаталарида координата боши тў-

з
[1 + ( у ' П 2 \ = а.

V

24- шакл 25- шакл
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син ўқининг дастлабки ҳолатидаги бирор нуқтада олиниб, бу ўқ абс- 
циссалар ўқи сифатида қаралади, ординаталар ўқи юкорига йўнал- 
ган. Тўсиннинг эғилган ўқи

У ~  Нх) (21.37)
эгри чизиқ тенгламаси билан аниқланади. Бу эгри чизиққа Ох нуқ- 
тадан ўтказилган уринма абсциссалар ўқи билан 0 бурчак ташкил 
қилади. Маълумки

Амалиётда тўсиннииг эгилиши унинг узунлигига нисбатан кичик 
бўлганлиги сабабли 0 бурчак 1° дан катта бўлмайди. Шу сабабли

0 Лу
йх

яъни кесимнинг бурилиш бурчаги (радианларда) шу кесим эгилишидан 
олинган биринчи тартибли ҳосилага тенг.

Шундай қилиб, тўсин деформациясини ўрганиш масаласи унинг 
эгилган ўқи тенгламаси у =  }(х) ни аниқлаш масаласига келтирилар 
экан. Бунинг учун тўсин деформациясини уни эгувчи ташқи кучлар, 
унинг ўлчамлари ва материалининг физик-механик хусусиятлари би- 
лан боғланишини билиш зарур. Бундай боғланиш материаллар қар- 
шилиги курсидаи маълум бўлиб, у

1 =  М(х)
Р (•*) Е1

(21.38)

кўринишдадир. Бу ерда р(х) — эгилган ўқнинг берилган нуқтадагн
эгрилик радиуси, М(х) — букувчи 
аналитик ифодаси, Е — эластиклик 
симнинг тўсиннинг нейтрал ўқи 
билан устма-уст тушадиган ўқ- 
қа нисбатан инерция моменти. 
26- шаклда эгрилик радиусини бу- 
кувчи моментнинг ўзгаришига 
боғлиқ равишда ўзгариши тасвир- 
ланган. Эгилган ўқ тенгламасини 
олиш учун ўқнинг эгрилик радиу- 
си билан унинг нуқталари коорди- 
наталари х  ва у орасидаги боғ- 
ланишдан фойдаланиш лозим:

(21.39) муносабатни (21.38) 
га қўйиб, у, х, М(х) ва Е1 ларни

моментнинг тегишли кесимдаги 
(Юнг) модули, /  — кўндаланг ке-
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боғловчи дифференциал тенгламани ҳосил ҳиламиз:
(£1у

±
йх

V
М(х) 

Е1 ‘ (21.40)

Ҳосил қилинган тенглама эгилган ўқ тенгламаси ёки эластик чи- 
зиқнинг дифференциал тенгламаси дейилади.

Амалиётда учрайдиган кўпгина масалалар учун тўсин кесимининг
бурилиш б\рчагини аниқловчи — миқдор бирга нисбатан жуда ки-

' йх '
чик миқдор бўлиб, унинг квадратини ҳисобга олмаслик мумкин. У 
ҳолда (21.40) тенглама соддалашади:

±  —  =  —  ёки ± £ 7 —у =М (х). (21.41)
Е1 йх-

(21.41) тенглама тўсин эгилган ўқининг тақрибий дифференциал тенг- 
ламаси дейилади. Бу ерда иккинчи тартибли ҳосила ишораси эгил- 
ган ўқни ифодаловчи эгри чизиқ ботиқ бўлса мусбат, қабариқ бўл- 
са манфий олинади. Бундан буён дифференциал тенгламани

Е1 —  = М(х) (21.42)
йх-

шаклда ёзамиз.
Эгилган ўқ тенгламаси (21.42) дан эгилишлар тенгламаси у =  

= [(х) ни олиш учун (21.42) тенглама интегралланади:

£ /  — =  Г М (*) йх +  С,
йх р

иккинчи маротаба ^интегралласак,
Е1у =  [ йх [  М (х)0х + С х+ Б .

Кесим бурилишининг тенгламаси:

0 - | “ ғ /  и * м < 1 * + с ] .
кескм эгилишининг тенгламаси: 

1У =  — [((1х\ М (*) йх +  Сх +  £>].
Е1

Интеграллаш доимийлари С ва 
чегаравий шартлардан аниқланади.

Б кўрилаётган масала учун 
1- м а с а л а .  Б и р  т о м о н -  

д а н  м а ҳ к а м л а н г а н т ў )  
с и н н и и г (консол тўсин- 
э г и л и ш и .  I узунликдаги тў- 
син чап томондан маҳкамлан- 
ган. Ўнг учига Р куч таъсир 
этади. Тўсиннинг эгилган ўқи 
шаклини ва кесимларнинг бу- 
рилишини аниқланг (27-шакл).

Е ч и ш . Координата боши- 
ни А нуқтада деб, у ўқининг

X
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мусбат йўналишини юқорига, х ўқини ўнгга йўналтирамиз. 
Эгилган ўқ тенгламаси (21.42), ушбу

х =  0 да у = 0 ,  0 = ^  =  г/' = 0  (21.43)

чегаравий шартларда ечилади. (21.42) тенгламанинг ўнг томони бу- 
кувчи момент М{х) ни аниқлаш учун координата бошидан х  масо- 
фада ихтиёрий кесим оламиз. Бу кесимдаги букиш моменти

М(х) = — Р{1 — х) 

га тенг бўлади. У ҳолда

Е1у" — — Р {I — х).

Бу тенгламани икки марта интеграллаймиз:

£ /(/' =  - Р ( / * - ^ )  +  С. (21.44)

=  + С а +  0 . (21.45)

Интеграллаш доимийлари С ва О ни аниқлашда (21.43) чегаравий 
шартлардан фойдаланамиз:

С =  0. 0  =  0.
Шундай қилиб,

(21.46)

(21.47)

Мустаҳкамлик масаласи қаралаётганда эгилиш ва бурилмшнинг 
энг катта қийматларини аниқлаш муҳим аҳамиятга эга. Улар (21.46)
(21.47) функцияларнинг максимумлари ва чегара нуқталаридаги энг 
катта қийматлари каби аниқланади. Одатда, ҳап бир нуқтада ҳисоб- 
ланадиган эгилиш индекси кесимни белгиловчи /  ҳарфи билан бел- 
гиланади. Қаралаётган масалада В нуқта учун х = I да

Минус ишораси эгилиш пастга йўналишини англатади. Энг катта 
бурилиш ҳам шу кесимда бўлиб, у

0в
Р11 

2 Е1
га тенг. Бу ерда минус ишораси бурилиш соат мили йўналишида 
эканлигини англатади.

2 -масала. Т е к и с  т а қ с и м л а н г а н  к у ч т а ъ с и р и д а б и р т о -  
м о н д а н  м а ҳ к а м л а н г а н  т ў с и н н и н г  э г и л и ш и .
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Узунлиги I га тенг, чап 
томондан маҳкамланган тў- 
синга интенсивлиги <7 га тенг 
текис тақсимланган куч таъ- 
сир этмоқда. Тўсиннинг эги- 
лиши ва бурилишини аниқ- 
ланг (28-шакл).

Е ч и ш . Координата бо- 
шидан х масофадаги кесим- 
да букувчи момент М (х) =

тенгламаси

(21.48)

28-шалк

(I _ху2
=  —д  ------- бўлади. Демак, эгилган ўқ

£/=-2  =  
<1х>

(1-хУ-

кўринишда ёзилади. Бу масала учун ҳам чегаравий шартлар

х = 0 да у =  0, 0 =  — =  0 (21. 49)
Ах

дан иборат. Эгилиш тенгламаси (21.48) ни кетма-кет икки марта ин- 
теграллаймиз:

Е1йс= % I  [1~ х? й(-1~ ^ )  +  С =  - |  ( / — х)3 + С, (21.50)

Е1у = -  + (1 -х)*  +  Сх+П>, (21.51)
24

Интеграллаш доимийлари С ва £  (21.49) шартдан аникланади:

С = — я— \ э = ^ — .
6 '24

Шундай қилиб, бурилиш ва эгилиш тенгламалари мос равишда

йх 6Е1 \  I I* ) *  24£/ \  I I * ) 3

Тўсиннинг х = I ўнг томонидаги энг катта деформациялари

6£/
г = — ЧЛ/шзх 8Е1

га тенг.
22- §. Юқори тартибли чизиқли дифференциал тенгламалар. 

Чизиқли дифференциал оператор.
1. Т а ъ р и ф .  Агар п-тартибли дифференциал" тенгламада из- 

ланаётган функция ва унинг ҳосилалари биринчи даражада қатнаш- 
са, бундай тенглама чизиқли тенглама дейилади. п- тартибли чи- 
зиқли дифференциал тенглама қуйидаги кўринишга эга:

ао (*) У + аАх)У +  +  ап [х)У = ! М ,
бу ерда а0(х), ах(х), , ап(х) лар х  нинг маълум узлуксиз функ- 
циялари (хусусий ҳолда улар ўзгармас сонлар бўлиши мумкин). Бу
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функциялар тенгламанинг коэффициентлари дейилади, шу билан 
бирга а0 (х) =  1 (агар у 1 га тенг бўлмаса, тенгламанинг ҳамма ҳад- 
ларини унга бўлишимиз мумкин).

/ ( х) функция озод ҳад ёки тенгламанинг ўнг томони дейилади.
Агар [{х)ф  0 бўлса, у ҳолда

у1п> +  а, (х)у{п~1) +  +  ап(х )у= /(х ) _(22.1)
тенглама чизиқли бир жинсли бўлмаган тенглама дейилади.

Агар /(*) =  0 бўлса, (22.1) тенглама

у (п) + а 1(х)у{п~') +  + а п(х)у = 0 (22.2)

кўринишга эга бўлиб, чизиқли бир жинсли тенглама дейилади. 
(22.2) тенгламанинг чап томони у, у ’, у", у (п) га нисбатан
бир жинслидир.

Чизиқли дифференциал тенгламалар учун ечимнинг мавжудлик 
ва ягоналик теоремасини исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  (22.1) чизиқли дифференциал тенгламанинг а^(х), 
аг (х), . , ап (х) коэффициентлари бирорта [а, Ь\ кесмада узлук-
сиз бўлсин. Агар х0 қиймат [а, Ь\ оралиққа тегишли бўлса, у 
ҳолда (22. 1) тенгламани ва унинг исталган бошланғич шартлари 
системасини қаноатлантирувчи, бутун (а, Ь) оралиқда аниқлан- 
ган ҳамда узлуксиз бўлган битта ва фақат битта у = қ>(х) ечи- 
ми мавжуд бўлади.

2. (22.2) тенгламанинг чап томонини

£ \У\ =  У{п) +  +  (*) У1п~ ]) +  +  ап (х) у (22.3)
орқали белгилаймиз. Шу билан бирга а^(х) функцияларда х аргумент- 
ни қисқалик учун ёзмаймиз. Бу ифода у функциянинг чизиқли диф- 
ференциал оператори деб аталади.

Ь оператор у  функцияга янги Ь[у\ функцияни мос қўяди.
1- м и с о л , Агар Ь [у\ =  у" — ху' +  2у ва Ь [у\ =  у" +  ху бўлса, 

А [л̂ ] ва Ь [51пх] ларни топинг.
Е ч и ш . у = х3 учун қуйидагини ҳосил қиламиз:

А [х3] =  (х3)" -  х (х3)' +  2х3 = 6х — 3хг х + 2х3 = 6х — х3,

яъни у = х 3 функцияга Ь[у\ = 6 х  — л:3 функция мос қўйилади. у = 
=  51пл: функция учун эса қуйидагига эгамиз:

Ь  [51пл:] =  (51пл:)" —  х  (51пл:)' +  2з1пл: =  —  51пл: —  х созх +  2з1пл: =
=  51пл: —  *со5лг.

Ь [у\ = у" +  ху бўлсин. У ҳолда у = х 3 учун қуйидагига эга- 
миз:

Ь [х3] =  (х3)" +  х (х3) = 6х +  х*.

у  =  51пл: функция учун эса:
Ь  [в1пл:] =  — 51ШС +  Х51ПХ.

8 — 29 3 9 П З
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С [у[ чизиқли дифференциал оператор қуйидаги иккита асосий 
хоссага эга:

а) Ўзгармас кўпайтувчини оператор белгиси ташқарисига чиқа-
риш мумкин, яъни '

Ь [Су] = С1 [у], (22.4)
бу ерда у — исталган, п марта дифференциалланувчи функция; С — 
— ўзгармас. Ҳақиқатан ҳам, (22.4) операторнинг таърифига кўра

Ь [Су] = (Су)п +  +  (Су){”~'} +  о, (Су)(п~2} +  +  апСу = Су(п) +
+  +  Су(п * +  аг • Су(” ' +  +  апСу =  С (у(п) +  а1г/<" 11 +

+  а гУ(п~ 2) +  + апу)= С Ц у].
Бу хосса операторнинг бир жинслилик хоссаси дейилади.

б) Иккита функция йиғиндисининг оперзтори ҳар қайси қўшилув- 
чининг сператорлари йиғиндисига тенг, яъни

с  [У! +  Уг] =  I  [1/!] +  I  Ш ,
бу ерда уг, у2 — исталган, п марта дифференциалланувчи функция- 
лар. Ҳақиқатаи ҳам,

С[Уг  +  Уг\ =  (У1 +  Уг) * ' +  +  ( у \  +  у Г  '* +  +
+ а„- ] (У1+у.У + ап(у{ -гу,).

Йиғиндишшг ҳосиласп ҳосилала;') нпгиндисига т^нг 'булгани уччн

Ц у . - т У Л - ^ + У ? ' )  0,(у ,

-  ап(ух + / / , ) =  (уТ  =  о, уГ "  -- +ап у,) -

— (У-У ~г а+'_. 1 +  + а п у,) =  £  [//,] — Цу,[.

Бу хосса операторнинг аддитивлик хоссаси дейилади. Равшанки, 
у фақат иккита эмас, балки исталган чекли сондаги қўшилувчилар 
учун ҳам ўринлидир.

23- §. Чизиқли бир жинсли дифференциал тенгламалар. Чизиқли

боғлиқ ва чизиқли эркли функциялар системалари
(22.3) чизиқли дифференциал оператордан фойдаланиб, (22.2) чи- 

зиқли тенгламани
Ь[у] =  0 (23.1)

кўринишда ёзиш мумкин.
Шундай қилиб, бу тенгламанинг ечими шундай у  функциядан 

ибораткн, унга Ь [у] оператор ноль сонини мос қўяди. Энди, чи- 
зиқли бир жинсли (22.2) дифференциал тенгламанинг хусусий ечим- 
лари ҳақидаги теоремаларни қараймиз. Бунда операторнинг олдинги 
параграфда кўриб чиқилган хоссаларидан фойдаланамиз.
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1-  т е о р е м а .  Агар (/, функция (22.2) тенгламанинг ечими бўл- 
са, у ҳолда Суг функция ҳам бу тенгламанинг ечими бўлади

Ис б о т и .  Агар у{ функция (22.2) тенгламанииг ечими бўлса,
(23.1) тенгликка кура; С\ух]= 0. Бироқ, чизиқли операторнинг бир 
жинслилигига кўра, £[С(/,] =СЬ  [(/,]. яъни С[Сг/,]= 0. Кейинги тенг- 
лик Су  ̂ функция ҳам (22.2) тенгламани қаноатлантиришнни, яъни 
унинг ечими булишини билдиради.

2-  п е о р е ма .  Агар у х ва у2 (22.2) тенгламанинг ечимлари бўл- 
са, у ҳолда у { +  у.г функция ҳам бу тенгламанинг ечими бўлади.

Ис б о т и .  Агар у, ва у2 (22.2) тенгламанинг ечимлари бўлса, у 
ҳолда (23.1) тенгликка кўра қуйидагига эгамиз:

Ь [«/,] =  0 ва С \у2\ =  0.
Бироқ, операторнинг аддитивлик хоссасига кўра: С[ц,-)-(/2] =  
=  С \уг] +  Цу2], яъни Ь [(/, +  уА =  0. Бу ( / , +  _(/, (22.2) тенгламани 
қаноатлантиришини, яънн унинг ечими бўлишнни билдиради.

Н а т и ж а .  Агар (/,, у2, уп— (22.2) чизиқли бир жинсли
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари бўлса, у ҳолда 
уларнинг чизиқли комбинацияси

У  = С\У\+С2у2+  +  Спуп
ҳам берилган тенгламанинг ечими бўлади.

у = С\У\ +С2 у2 + .  +С„(/,, ифода п та нхтиёрий ўзгармасни ўз
ичига олади ва п- тартибли дифференциал тенгламани қаноатлантира- 
ди. Ихтиёрий ўзгармаслар қатнашган бу ечим умумий ечим о ў л и ш и  
учун ихтиёрий ўзгармасларни улар бошланғич шартларнинг исталган 
берилган системасини қаноатлантирадиган ягона усул билан танлаш 
имконияти мавжуд булиши керак. Бундай имконият мавжудми ёки 
йўқми эканини аниқлаш учун функцияларнинг чизиқли боғлиқ ва чи- 
зиқли эркли (боғлиқ эмаслик) тушунчаларини киритиш керак бўлади. 

1 - та ъриф.  Агар бир вақтда нолга тенг бўлмаган п та а^, а 2,
, ап сонлар мавжуд бўлиб, барча +£ [а, Ь] лар учун

а 1 У\ +  “ 2 У2 +  + а пУп= 0  (23.2)
муносабат бажарилса, [а, Ь] кесмада аниқланган ва узлуксиз ух, у2, 

уп функциялар системаси [а, Ь] кесмада чизиқли боғлиқ дейи-
лади.

Агар ап Ф 0 деб фараз қилсак, (23.2) муносабатни қуйидагича 
ёзиш мумкин:

У п  =  Р 1 У\ +  р2 У 2 +  +  Р л -1  У п - 1*
бу ерда

Р, =  ?! =а„
“ 2 О _. . Рп—1 —а„

Шунинг учун функциялар системасининг чизиқли боғлиқлиги систе- 
манинг функцияларидан ҳеч бўлмаганда биттаси қолганларининг чи- 
зиқли комбинациясидан ибэрат бўлишини билдиради.
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Хусусан, иккита $/, ва у2 функция уг = ёки —  =  р, яъни
Ух

уларнинг нисбати \згармас сон бўлганда чизиқли боғлиқ бўлади.
2 - т а ъ р и ф .  Агар а 1//| + а 2у2 +  =  ® муносабат

фақат
[а, =  а , =  =  а п =  0

шартда бажарилса, [а, Ь] кесмада аниқланган ва узлуксиз у х, у2,
, уп функциялар системаси чизикли эркли дейилади.

Хусусан, иккита: уг ва у2 функция —  ф  а, яъни уларнинг
У1

нисбати ўзгармас сонга тенғ бўлмаганда чизиқли эркли бўлади.
1- мисол.  Ушбу г/, =  со52 а:, у2=5т*х, у3 =  а функциялар сис- 

темаси барча х £ ( — о о ,  +  о о )  лар учун чизиқли боғлиқ. Ҳақиқатан
ҳам, а х =  1, а2 =  1, а 3 = ------- да исталган х  учун қуиидагига

эгамиз:
а-хУх + а-гУг +  а-зУз =  соз2* +  з1п2л: — 1 = 0 .

2- м и с о л .  Ушбу
уг =  соз’х, у2 =  31П2л:, у3 = ех , ух =  з1п 2х, уъ - соз 2х, ув = 1п х
функпиялар системаси чизиқли боғлиқ.

Ҳақиқатан ҳам, а , =  1, а2 = — 1, а 3 =  а 4 =  а 0 =  0. а 5 =  — 1 
да исталган х учун қуйидагига эгамиз:
а,//, +  “ 2^2 +  а-зУз +  «41/4 +  ^ьУъ +  <*вУв =  соз2л: — зш2* — соз 2л: =  0.

3- м и с о л .  Ушбу
1 2 п

У\ 1/г х < У% х  > > Уп-\-1 х

функциялар системаси чизиқли эркли. 
Ҳақиқатан ҳам,

а \У \+ а 2у2 +  +  ап+\ Уп+1 =  “  ̂  +  <х2х +  +

+  а „4-1 х" =  0
тенглик х нинг п дан катта бўлмаган қийматлари (п-даражали тенг- 
лама илдизлари) учун ўринли. Қолган ҳолларда тенглик а , =  а 2 =  
=  =  а л+1 =  0 бўлганда ўринли.

4 - ми с о л .  Ушбу уг =  31Пх, у2= созх функциялар системаси 
чизиқли эркли. Ҳақиқатан ҳам, а ,уг +  а2у2 = а ,  зш х +  а2 соз х  =  0 
тенглик а ,  =  а , =  0 бўлганда ўринли. Функциялар сони ик- 
кита бўлганда уларнинг чизиқли эрклилигини бу функция-
ларнинг нисбатидан фойдаланиб аниқлаш мумкин. —  = 1§л:

Уз _
бўлиб, барча х  лар учун ўзгармас сон бўлмагани сабабли (/,=51пл:, 
у2 =  соз х  лар чизиқли эркли.
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24-§. Вронский детерминанти. Функциялар системасининг чи 
зиқли боғлиқ ва чизиқли эркли бўлиш шартлари

У1 У2 Уп
у\ Уг Уп

у1Г у Г "
(п

Уп

Т а\ъ р и ф. п — 1 марта дифференциалланувчи ух, у2, , уп
функциялар системасининг Вронский детерминанти деб қуйидаги 
детерминантга айтилади:

¥  =

Бу детерминант х нинг функцияси бўлиб, № =  №(х) =  №[Ур у2 . ■ 
у^  каби белгиланади. У функцияларнинг чизиқли боглиқ ёки 

эркли эканини ўрганиш воситаси бўлиб хизмат қилади.
1- т е о р е м а .  Агар ух, у2, уп функциялар системаси чи-

зиқли боғлиқ бўлса, бу системанинг Вронский детерминанти 
№ (х) функция аниқланган барча нуқталарда айнан нолга тенг 
бўлади.

И с б о т .  уг, у2 уп функциялар системаси чизиқлн боғлиқ
бўлгани учун

« 1У1 + а 2у, +  -)- а пуп =  0
тенглик ўринли, бунда ҳамма коэффициентлар бараварига нолга 
тенг эмас. а г, а 2, , ап лар ичида нолдан фарқлилари мавжуд.
Тенглик функция аниқланган ҳамма нуқталарда ўринли. Бу тенг- 
ликни п — 1 марта дифференциаллаб, а г, а 2, . . , а„ ларга нисба-
тан п та алгебраик тенгламаларнинг чизиқли бир жинсли система- 
сини ҳосил қиламиз. У қуйидагидан иборат:

“ 1*/1 +  а2у2 + +  ап уп =  0,
а \У\ +  а 2 У2 + + апУ'п =  0,

а 1 У*С~ !) + “ 21/2” ■‘ч +  апУп~1> =  0.
Бу системанинг коэффициентлари бараварига нолга тенг бўлмагани 
учун (шартга кўра) унинг детерминанти нолға тенг бўлиши керак, 
яъни;

=  0 .

Б у  У\, уг, ■ • уп функциялар системасининг Вронский детерминан- 
тидан иборатдир. Демак, функция аниқланган исталган нуқта учун 

у2, . У„\ =  0. Теорема исботланди.

У1 у2 Уп
у'\ У2 У'и

у Т ]) У(Г 1) у Т 1)
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1-изоҳ.  Теоремадан функция аниқланган нуқталарнинг ҳеч 
бўлмаганда биттасида ф 0 бўлса, у„ уг, . , уп функциялар 
системаси бу соҳада чизиқли эркли бўлиши келиб чиқади.

1- ми с о л .  ек'х, екгХ, ек>х функциялар системаси к1У к2, к3 лар 
турлича бўлганда барча х лар учун чизиқли эркли эканини кўрса- 
тинг.

Еч иш.  Вронский детерминантини тузамиз ва уни ҳисоблаймиз:

е*'-х е к,Х

№ = кх е 'х к / ‘х
к3х

к *Кз
к .х  к .х  к .х  \у= е е ■ е г х

к\ ек'х к\ ек,х к23 ек'х

X
1 1 1
к̂ , к2 к3 
к\, к\, к\

_  е<*1+*1 +*1>* к2 кх 
к \ - к \

к3 — кх ^  
к \ - к \  -

К 1̂ 1̂
(кг — к,)(к2 +  Аҳ) (к3 — кх) (к3 +  кг)

=  е{к'+к’+к>)х(к, - ^ ( к . - к , ) - 1 1
кг +  кг к3 +  кг

=е (а-,+*2+*3)а- ^  ^  ^  ^  _  кх) ф 0 (барча х  лар учун).
Демак, к х, кг, к3 лар турлича бўлганда ек'х, ек,х, ек>х функция- 

лар системаси барча х лар учун чизиқли эрклидир.
2-изо.ҳ.  Агар кх, к.,, * кп лар турлича сонлар бўлса,

к, х Ь.хе , е , е X

функциялар системаси ҳам чизиқли эркли эканини худди юқорида- 
гига ўхшаш исботлаш мумкин.

Маълумки, л-тартибли чизиқли бир жинсли дифференциал тенг- 
лама

(/ '[ +  +  (х) ( /” * +  +  о.п (*) У — 0 24.1)

ни чизиқли дифференциал операюр ёрдамида Е[у] = 0  кўринишда 
ёзиш мумкин. Айтайлик, ух(х), у2(х), . , у„(х) лар бу тенглама-
нинг ечимлари бўлиб, бу функциялар бирор соҳада дифференциал- 
ланувчи бўлсин. Бу ечимларнинг чизиқли эркли бўлиши шартини 
топамиз.

2 - т е о р е м а .  Агар ух(х), у2(х), , уп(х) функциялар чизиқ-
ли эркли ва (24.1) чизиқли бир жинсли тенгламанинг ечимлари 
булса, у ҳолда бу функцияларнинг Вронский детерминанти тенг- 
ламанинг коэффициентлари аниқланган соҳанинг ҳеч бир нуқ- 
тасида нолга тенг бўлмайди.

Ис б от .  Дастлаб, у =  0 функция (24.1) тенгламанинг ечими бў- 
лишини ва қуйидаги бошлангич шартларни қаноатлантиришини қайд 
қилиб ўтамиз:
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У °- у ' | д._ =  о. У I , 0о (242)

бу ерда х0— тенгламанинг коэффициентлари аниқланган соҳанинг 
нуқтаси. Фараз қиламиз, бирорга х0 нуқтада Вронский дезерминанти 
нолга тенг бўлсин

ф(х0) =
У̂ (хо) Уп(х о)

1/оК' у'2(хй) у'п(х о)

У1Г '\хо) <п~')( у )у 2 \ло1 у1 Гп

=  0 .

Детерминанти № (л:,,) бўлган алгебраик бир жинсли тенгламалар сис- 
темасини ёзамиз:

У\(Х о) “Ь ®2 2̂̂ о) +  а п У п (Х о) =  0,

а \У \(х о) + «2^ о ) + +  а пУ'»(Х о) =  0,
(24 3)

«1 //1( '1_1,К )  +  а 2 У 2 ~ Х)(Х о) + +  а пУп  '^О '1= 0 .

Бу системанинг детерминанти И7 (х0) =  0 бўлгани учун у ноль бўл- 
маган ечимга эга, яъни а ;. ( / =  1, п) ларнинг ҳаммаси ҳам нолга 
тенг эмас. а ,, а2, а л лар ёрдамида ечимларнинг чизиқли
комбинациясини тузамиз. Ушбу функцияни ҳосил қиламиз:

у (х) =  а ,4қ (л) +  а гу2 (л:) +  +  а„уп (*),
бу ерда а^, а 2, ап ларнинг ҳаммаси ҳам нолга тенг эмас.
(21. 1) тенглама ечимларининг чизиқли комбинацияси бўлган у(х) 
функциянинг ўзи ҳам унинг ечими бўлади. Бундан ташқари а и а 2, 
а 3, , а„ (24.3) системанинг ечими бўлгани учун у(х) (24.2)
бошлангич шартларни қаноатлантиради:

У(х0) = 0, у' (х0) =  0, , у (п~Х) (л:0) =  0.

Бироқ, бу бошланғич шартларни (21.1) тенгламанинг ечими бўлган 
у =  0 (айнан нолга тенг) функция ҳам қаноатлантиради. У ҳолда 
берилган бошланғич шартларни қаноатлантирадиган ечимнинг яго- 
налигига кўра: '

У (х) =  0 
ёки

« 11/1 (•*) +  а,у2(х) +  +  апуп (х) =  0.

Биз уг (х), уг (дс), . , уп (х) функциялар чизиқли эркли деган ху-
лосага келдик, бу эса шартга зиддир. Бу зиддият теоремани исбот- 
лайди.
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Н а т и ж а .  Чизиқли бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
ечимлари бўлган ул (х), у2 (л:), , уп (х) функциялар системасининғ
Вронский детерминанти ё айнан нолга тенг, ё ҳеч бир нуҳтада нол- 
га тенг бўлмайди. Бу ул (х), уг(х), . .  , уп(х) ечимлар системаси
ё чизиқли боғлиқ, ё чизиқли эркли бўлишидан келиб чиқади.

25-[§. Ечимларнинг фундаментал системаси
Т а ъ р и ф .  и-тартибли чизиқли бир жинсли дифференциал тенгла- 

манинг п та чизиқли эркли ечимлари системаси унинг фундаментал 
системаси дейилади.

1-  т е о р е м а .  п- тартибли чизиқли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг п та чизиқли эркли ечимлари унинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этиши учун уларнинг Вронский 
детерминанти нолдан фарқли бўлиши зарур ва етарлидир.

Ҳар қандай чизиқли бир жинсли дифференциал тенглама чексиз 
кўп фундаментал ечимлар системасига эга бўлишини кўрсатиш мум- 
кин.

Ечимларнинг фундаментал системаси тушунчаси ва Вронский де- 
терминанти тўғрисидаги қараб чиқилган теоремалардан фойдаланиб, 
қандай ҳолда чизғқли бир жинсли дифференциал тенгламанинг уму- 
мий ечтмини хусусий ечимлардан тузиш мумкин, деган саволга жа- 
воб бериш мумкин.

Бу саволга чизиқли бир жинсли дифференциал тенглама умумий 
ечьмининг таркиби тўғрисидаги қуйидаги теорема жавоб беради.

2 - т е о р е м а .  Агар у,, у2, у3, , уп чизиқли бир жинсли
дифференциал тенглама ечимларининг фундаментал системаси 
булса, у ҳолда бу тенгламанинг умумий ечими бу ечимларнинг чи- 
зиқли комбинациясидан иборат бўлади, яъни

У — С{ у, +  С2у2 +  -*гСпУп, (25.1)
бу ерда С,, С2, Сп — ихтиёрий ўзгармаслар.

Ис б о т .  23-§ даги 1 ва 2 -теоремалардан келиб чиқадиган нати- 
жаларга асосан (25.1) функция чизиқли бир жинсли тенгламанинг 
ечими бўлади. у ечим умумий бўлишини исботлаш учун ушбу

У (*о) =  У0> У' (*о) =  Уо> У<П~Х) (хо) =  Уоп~и (25-2) 
бошланғич шартлар ҳар қандай бўлганда ҳам С,, С2, , Сп их-
тиёрий ўзғармасларнинг шундай қийматларини топиш мумкинки, 
уларга мос хусусай ечим берилган бошланғич шартларни қаноатлан- 
тиришини кўрсатиш етарлидир. (25.1) функция (25.2) бошланғич 
шартларни қаноатлантиришини талаб қиламиз. Қуйидагига эга бўла- 
миз:

С1 Ую с г У20 “Ь "Ь С/1 Упо =  Уо>
С\У\0 + С2У20 +  + СпУпО =Уо>

(25.3)

С , 4 Г ,> +  С2У(2П0~]) +  + СпУ%~]) =  У(оп-+
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Бу ерда У,0, у\0, у '"-»

лар уг функция ва унинг хосилалариньмг х — х0 нуктадаги қиймат- 
лари, у20, у '0, , у ^ _1) лар у2 функция ва унинг хосилаларининг х=
= х0 нуқтадаги қийматлари ва қоказо у,|0, у ;о, , у ^ _ |)лар уп функ- 
ция ва унинг ҳосилаларининг х = х0 нуқтадаги қийматлари. Сх, С2,

, Сп номаълумларга нисбатан алгебраик чизиқли тенгламалар- 
нинг (25. 3) системасини ҳосил қилдик. Бу системанинг детерминан- 
ти у,, у2, , уп фундаментал ечимлар системасининг х0 нуқтада-
ги Вронский детерминантидан, яъни № (х0) дан иборат бўлади. 24- § 
даги теоремага кўра бу детерминант нолга тенг эмас. Демак, (25.3) 
система ягона ечимга эга, яъни шундай С,, С2, , Сп сонлар
тўпламига эгаки, буларда у = С , у ,  +  С2у2 +  + С пуп ечим
(25.2) бошланғич шартларни қаноатлантиради. Шундай қилиб, агар 
ух, у2, у3, уп — чизиқли бир Ж1.нсли дифференциал тенглама-
нинг фундаментал ечимлар системаси бўлса, у =  С\У\ + С2у2 
+  + С пУ„ функция бу тенгламанинг умумий ечими бўлиши 
исбот қилинди.

26- §. Остроградский — Лиувилл формуласи

Остроградский — Лиувилл формуласи чизиқли бир жинсли тенг- 
лама ечимлари системасининг Вронский детерминанти билан бу тенг- 
ламаньнг коэффициентларини боғлайди. Бу формулани келтириб чи- 
қаришни иккинчи тартибли чизиқли бир жинсли тенглама учун кўр- 
сатамиз. Тенгламанинг кўриниши:

у "  + а 1(х)у' + а2(х )у=  0.
Агар ух ва у2 — фундаментал система бўлса, у ҳолда 

( у'|' +  а, (*) у[ +  а2 (х) у, =  0,
\у2 + а, (х) у' +  а2 (х) у2 = 0.

Биринчи тенгликнинг ҳадларини у2 га, иккинчи тенгликнинг ҳадла- 
рини уу га кўпайтириб ва иккинчисидан биринчисини айириб, топа- 
миз:

(У\У2 ~  У\ У2( +  а\ (*) (У\У2 — У\У^ =  °- (26-1)

Бу ерда уху2 — у[у2 = = 47 (х) — ух, у2 фундаментал ечим-Ух Уг 
У\ Уг

лар системасининг Вронский детерминанти. у, у2' — у\’ у2 = 47' (д:) — 
бу детерминантнинг ҳосиласи. Демак, (26.1) тенглик қуйидаги кў- 
ринишга эга бўлади:

V?'(х)+ а1(х)ЧГ(х) = 0 . (26.2)
(26.2) тенгламанинг умумий ечимини ўзгарувчиларни ажратиб топа- 
миз:
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^ г т 7  =  — а1 (*)йх' № (•*) ф °.\\ (.г)
чунки уи у, ечимлар системаси фундаменталдир. Интеграллаймиз: 

\У{х) = С е - Ь .  <*>"*. (26.3)
Энди (26 2) тенгламанцпг

№(*„) =  ^ .

бошланғич шартни қаноатлантирувчи хусусий ечиминн топамиз. 
Уларни (26.3) умумий ечимга қўйсак:

У 9 = Се{~ ' а' {х' Лх)\х=хо. (26.4)
(26.3) ва (26.4) дан

\У (х) =  1 01 (А) йх
,у0 ~  е-  )

ёки
X

—  ў Л, (.V) <1х

Ш(х)=Ч70е х° (26.5)
экани равшан.

(26.5) формула Остроградский— Лиувилл формуласидир, у ик- 
кинчи тартибли тенглама учун келтириб чиқарилди, бироқ у истал- 
ган тартибли тенгламалар учун ҳам ўринлидир. Бу формуладан, 
масалан, Ш (х) ё айнан нолга тенг экани, ё ҳеч бир нуқтада нолга 
тенг бўлмаслиги келиб чиқади. (26.5) формула иккинчи тартибли чи- 
зиқли бир жинсли тенгламанинг битта хусусий ечими маълум бўл- 
ганда унинг умумий ечимини топишга имкон беради.

М и с о л .  Ушбу ху" — (1 +  х)у’ + у = 0 тенгламанинг у ^ ^ е *  
ечими маълум бўлса, унинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш.  Тенгламани х га бўлиб, қайта ёзаммз:

41- _ 2 + г !Г<+ .» =о.X X
(26.3) формулада Вронский детерминантини унинг қиймати билан 
алмаштирамиз, натижада қуйидагига эга бўламиз:

У2 У\-УгУ\ = Се~' Лх

Бу ердан

6.Х

у ‘2ех — у,ех = С е  

чунки ух = ех , у\ = ех , ах (х)

ех (у '— у2) = С е Хп х+х .

1 -{- - ------  еки
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<?'"л' =  х бўлгани учун ех га г\исқартирсак, охирги тенгламадан:

'4  ~  У> =  С х .

Бу тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топамиз. У биринчи тар- 
тибли, чизиклидир. Қуйидагича алмаштирамиз: у.2 =  и ■ V, у'., =  и'у +  

+  у'«, натижада и'и +  ии' —  ие =  Сх, бу ердан ц +  +  « ( ц ' — V) =  
=  Сх, энди V — у =  0 деймиз, у ҳолда «'о =  Сх. Биринчи тенгла- 
мани ечиб, V =  ех ни, иккинчн тенгламани ечиб,

и =  С, — С е-л  (х +  1) 
ни топа.миз. и, V функцияларни уг га қўя.миз:

Уг =  ии =  ех (С, — С е~х (х +  1)).
Хусусий ечимни излаётганимнз учун С, =  0, С =  — 1 деб, уг =  х +  
+  1 ни ҳосил кнламиз. Иккита: </, =  ех у, =  х +  1 хусусий ечим-

и. (->х
лар — =  - +  соГ|51 бўлгани учун чизикли эркли. Улар фунда-

ментал система ташкил зтади, шунинг учун берилган тенгламанинг 
умумий ечими

У ~  С, ех -| С.г (х +  1) 
функциядан иборат бўлади.

27-§. Ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Чизнқли бир жинсли тенгламаларнинг коэффицьентлари ўзгармас 
бўлган хусуеий ҳолни қараймиз. Бундай тенгламалардан кўп фойда- 
ланилади. Соддалик учун аввал иккинчи тартибли чизиқли бир жинс- 
ли тенгламани муфассал кўриб чиқамиз, унинг натижаларини п-тар- 
тибли тенгламалар учун умумлашшрамиз.

27.1. Ўзгармас коэффициентли иккинчи тартибли чизиқли бир 
жинсли тенгламалар. Ушбу ўзгармас коэффициентли чизиқли бир 
жинсли тенгламани қараймиз:

У "  г ру' ! <7У =  0, (27.1)
бу ерда р ,  у — ўзгармас ҳақиқий сонлар. Чизиқли бир жинсли тенг- 
ламаларнинг у.мумий назариясидан бундай тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унцнг хусусий ечимлари фундаментал система- 
сини топиш етарли экани келиб чиқади. Иккинчи тартибли тенгла- 
манинг фундаментал системаси иккита чизиқли эркли хусусий ечим- 
дан иборат бўлади. (27.1) тенгламанинг фундаментал ечимлар систе- 
масини қандай топиш мумкинлигини кўрсатамиз. Бу тенгламанинг 
хусусий ечимини

у =  екх (27.2)

кўринишда излаймиз, бу ерда к -  ўзгармас сон. Бу функциянк икки 
марта дифференциаллаймиз:
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у' =  кекх, у "  =  к2екх.
у , I/', у"  ларни (27.1) тенгламага қўйиб, топамиз:

екх {кг +  рк +  д) — 0. (27.3)
Бу ерда екх кўпайтувчи х ньнг ҳеч қандай қийматида [нолга тенг 
бўлмаганлиги сабабли

к- +  рк +  д =  0. (27.4)

Шундай қилиб, к сони (27.4) тенгламанинг илдизи бўлганда ва фа- 
қат шундагина у функция ўзгармас коэффициентли чкзиқли бир 
жинсли (27.1) дифференциал тенгламани қаноатлантиради.

(27.4) алгебраик тенглама берилган дифференциал тенгламанинг 
характеристик тенгламаси дейилади. Характеристик тенгламанинг 
илдизлари /гх ва к2 сонлари бўлади:

Бунда қуйидаги уч ҳол бўлиши мумкин:
а) кг ва к2 — ҳақиқий ва ҳар хил сонлар, яъни кх ф  к2,
б) кг ва к2 — ҳақиқий ва тенг сонлар, яъни кх =  к2 =  — у ;

в) кг ва к2 — комплекс сонлар, яъни кх 2 =  а  ±  ф,

бу ерда а  =  — у ,  $ = У ч — ^ .
Ҳар қайси ҳолни алоҳида-алоҳида қараймиз.

а) Характеристик тенгламанинг илдизлари ҳақиқий ва ҳар хил: 
к^Фк^.  Бу ҳолда хусусий ечимлар (27.2) формулага кўра 
Ба у2 =  ек>х функциялар бўлади.

Маълумки, ух ва у2 функцияларининг нисбати х нинг барча қий- 
матлари учун ўзгармас сон бўлса, у ҳолда бу функциялар чизиқл

боғлик, акс ҳолда улар чизиқли эркли. Демак, —
Уг
У1 _  ек ,х

ек,х
= е х (к ,— Ь,) ф

^ с о п з!, чунки кг ва к, лар шартга кўра ҳар хил. Шундай қилиб, 
Уг =  ек‘х ва у2 =  ек*х ечимлар чизиқли эркли, демак, улар (27.1) 
тенглама ечимларининг фундаментал системасини ташкил этади. 
Шундай қилиб, бу функцияларнинг чизиқли комбинацияси

у =  С1ек'х +  С2ек*х

берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.
1 - мис ол .  Ушбу у " — Зу' -\-2 у— 0 тенгламани ечинг.
Е ч и ш. к2 — 3& +  2 =  0 берилган тенгламанинг характеристик 

тенгламаси. Унинг илдизлари: кг — 1, /г, = 2 .  Фундаментал ечимлар 
системаси: ух = ех , уг =  е2х. Дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими эса

у =  С^ех +  С2е2х
бўлади.
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б) Характеристик тенгламанинг илдизлари ҳақиқий ва тенг: кг = 
=  к2 =  — —. Битта хусусий ечим: ух =  ек'х юқоридаги мулоҳаза-

лар асосида ҳосил қилинади. ек‘х функция иккинчи хусусий ечим 
сифатида қаралиши мумкин эмас, чунки ек*х =  ек'х. Шундай хусусий 
ечим топиш керакки, у биринчи ечим ух =  ек'х билан чизиқли эркли 
бўлсин. Иккинчи ечим уг =  хек'х функция бўлиши мумкинлигини 
кўрсатайлик. У ух билан чизиқли эркли, чунки

Уг
VI

х еКкХ
— г —  =  X  ф  С О П 5 1 .  

еК'х

Бу уг =  хек'х функция (27.1) тенгламани қаноатлантиришини текши- 
риш қолди. Уни икки марта дифференцкаллаймиз:

у'2 =  ек'х (1 + к {х), 
у2 = ек'х (к\х +  2кх).

у2, У'2> Уг ларни берилган (27.1) тенгламага қўямиз: 

ек'х [ ( ^ х  +  2!к,) +  р (1 +  к хх) +  дх] =  0.

Қўшилувчиларни қайта гуруҳлаймиз ва ек'х ф  0 га қисқартирамиз: 
х(к2 +  рк\ +  ф +  (2кх +  р) = 0 .  (27.5)

/г, (27.4) характеристик тенгламанинг илдизи бўлгани учун (27.5) 
даги биринчи қавс айнан нолга генг, яъни к2х +  рк{ +  ^ =  0 . кх —
каррали илдиз, яъни кг = кг =  —— ёки 2к  ̂ = — р бўлгани учун

(27.5) даги иккинчи қавс ҳам айиан нолга тенг, яъни 2кг +  р =  0. 
Демак, уг = хек'х функция (27.1) тенгламанинг ечими бўлади ва 
ух = ек'х билан чизиқли эркли. Шундай қилиб, ух =  ек'х ва уг = 
= хек'х ечимлар (27.1) тенглама ечимларкнинг фундаментал систе- 
масини ташкил этади. Демак, бу функцияларнинг чизиқли комбина- 
цияси

У =  Сгуг +  Сгуг =  ек'х (Сх + Сгх),
бу тенгламанинг умумий ечимини беради.

2- м и с о л .  у "  + 4 у' + 4  = 0  тенгламани ечинг.
Е ч и ш.  Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама к* +  4к +  4 =  0 кўринишда бўлади. Унинг илдизлари: кг =  
=  к̂  =  — 2. Фундаментал ечимлар системаси уг =  е~2х вч уг = 
= хе~2х. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у = е~2х(Сх + Сгх).
в) Характеристик тенгламанинг илдизлари комплекс қўшма: 

кг = а  +  ф , кг = а  — ф. Бу ерда а =  Р =

Хусусий ечимларни қуйидаги шаклда ёзиш мумкин:
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— еь,х —  е (а+/'Р) X — еа х . ефх̂

у г =  екг* =  х =  еах- е-'РА. (27.6)
(27.6) ифодага ушбу

е'Ч> = С05 ф +  I 51П ф.
Эйлер формуласини татбиқ қилиб, уни қуйидагича Гзамиз: 

у х = еах со5 $х -г 1еах 51П (к\ 
уг = еах соз (к  — 1еах 51П $х.

Маълумки, бир жинсли тенглам.а ечимларининг чизиқли комбинация- 
си ҳам тенгламанинг ечими булади. Шунинг учун қуйидаги

-  =  У1±У2 =  еах С05

У-2 — --" У2 =  еах 51П $х

функциялар ҳам (27.1) тенгламанинг ечимлари бўлади. Улар чизиқ-

ли эркли, чунки. =  с1§ (к+=соп51. Демак, уг, у3 функциялар 
У2

(27.1) тенглама ечимларининг фундаментал системаскни ташкил эта- 
ди. Шундай қилиб, бу функцияларнинг чизиқли комбинацияси

у  =  еах (С\ соз $ х  4 - С, 51П рх)
берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.

3- мисол:  у " — 4г/' +  13(/ =  0 тенгламани ечинг.
Ечиш.  Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама кг— 4й +  1 3 = 0  бўлади. Унинг илдизлари:
=  2 +  3«, =  2 — 3/, а =  2, р =  3.

Ечимларнинг фундаментал системаси: у{ =  е2х соз Зх, уг = е-х 51П Зх. 
Берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у — е-х (Сх со5 Зх +  С, 51П Зл;).
27.2. Ўзгармас коэффициеитли п- тартибли чизиқли бир жинсли 

дифференциал тенгламалар. Ушбу ўзгармас коэффициентли п- тар- 
тибли чизиқли бир жинсли дифференциал тенгламани қараймиз:

у(п) +  а^ п - 1> +  +  апу =  0 , (27.7)

бу ерда д,, а2, , ап ўзгармас сонлар. Бу тенгламанинг умумий
ечимини топиш учун унинг фундаментал ечимлари системасини то- 
пиш етарлидир. п- тартибли дифференциал тенглама бўлган ҳолда 
фундаментал система п та чизиқли эркли ечимлардан иборат бўла- 
ди. Хусусий ечимни у  =  е4* кўринишда излаймиз. Бу функцияни п 
марта дифференциаллаб ва унинг у ', у " , , у(п) ҳосилаларини
(27.7) тенгламага қўйиб, қуйидаги алгебраик тенгламани ҳосил қи- 
ламиз:

к " + а {к " - '+  + а „ = 0.
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Бу тенглама (27.7) диффгргнциал тенгламанинг характеристик 
тенгламаси дейнлади. Характеристик тенгла.ма п та илдизга эга: 
6,, к„ кп. Иккинчи тартибли чизиқли бир жинсли тенглама-
га ўхшаш бу ҳолда ҳам характеристик тенглама илдизларининг 
характерига кўра уларга мос хусуснй ечимлар қандай боғланишга 
эга эканини кўрсатамиз.

а) характеристик тенгламанинг ҳар бир ҳақиқий содда к илди- 
зига екх хусусий ечим мос келади:

б) ҳар бир з каррали ҳақиқий к илдизига 5 та чизиқли эркли
кх кх   ̂— I кхе , хе , х е ечимлар мос келади;

в) комплекс қўшма илдизларминг ҳар бир кх = а +  + ва к2 = 
= а — £ р жуфтига 2г та чизиқли эркли хусусий ечимлар мос ке- 
лади:

еах соз $х, хеах соз $х, хг~] еах соз $х,
еах 5!П $х, хеах 51П р.г, хг~]еах 5 т  $х.

Характеристик тенгламанинг даражаси ёки чизиқли бир жинсли диф- 
ференциал тенгламанинг тартиби қандай бўлса, хусусий ечимлар 
шунча бўлади. Ечимларнинг чизнқли эрклилигинн Вронский детер- 
минанти ёрдамида иебэтлаш мумкин. Фундаментал ечимлар система- 
сидан фэйдаланиб ечимнинг чизиқли комбинациясини тузамиз:

У  =  С \ У\ +  С 2 У2 +  +  С п Уп'

бу (27.7) чизиқли бир ж и п ет  дифференциал тенғламанинг умумий 
ечими бўлади. Бу ерда С,, С.„ С3, Сп ихтиёрий ўзгармаслар.

4 -  м и с о л .  £/1у — у =  0 тенгламани ечинг.
Еч и ш.  Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама к4 — 1 = 0  кўринишга эгадир. Унинг илдизлари &, =  1, 
1% = — 1, к3 = 1, кх = — С Фундаментал ечимлар системаси ух =
— ех , Уг=е~х, *у3=со$х, ^у4 =  5т х .  Берилган тенгламанинг 
умумий ечими:

у = Схех +  С.2е~х +  С3 соз х +  С4 51П х.
5 - м и с о л .  — 2у™ +  2уи] = 0  тенгламани ечинг.
Еч и ш.  Берилган тенглама учун характеристик тенглама к6 —

— 2/г4 +  2к3 = 0 кўринишга эга. Унинг илдизлари: кх =  к2 = к3 = 
=  0, кА =  1 + 1, къ =  1 — I. Демак, тенгламанинг умумий ечими 
қуйидагича бўлади:

у =  С, +  С2х +  С3х2 +  САех соз х  +  Съех 51П х.
6-  м и с о л .  уу +  8г/1П +  Шг/1 = 0  тенгламани ечинг.

Е ч и ш. Берилган тенгламанинг характеристик тенгламаси къ +  
+  8к3 +  166 = 0  кўринишда бўлиб, унинг илдизлари к{ = 0, к2 3 =  
=  2г, 64 5 = — 21 бўлади. Демак, берилган тенгламанинг умумий 
ечими қуйидагича бўлади:

у  =  С, +  С2 С05 2х +  С3 51П 2х +  С4Х С05 2х +  С5Х 51П 2х.
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Энди амалиётда учрайдиган баъзи муҳим масалаларни қараб чи- 
қайлик.

27.3. Моддий нуқтанинг эркин тебранма ҳаракати. Маълумки, 
моддий нуқтани мувозанат ҳолатига қайтаришга интнлувчи куч қай- 
тарувчи куч дейилади. Нуқтага унинг мувозанат ҳолатидан оғиши- 
га пропорционал бўлган чизиқли қайтарувчи куч таъсир этсин. х 
ўқни М нуқтанинг тўғри чизиқли ҳаракати траекторияси бўйлаб 
йўналтирамиз. Координаталар боши 0  ни М нуқтанинг мувозанатда 
бўлиши мумкин бўлган ҳолатда оламиз (29-шакл).

Агар нуқта мувозанат 
ҳолатидан х масофага оғ- 
дирилса, унга х ўқи бўйлаб 
ҳамиша 0  нуқтага йўнал- 
ган қайтарувчи Ғ куч таъ- 
сир этади. Бу кучнинг х ўқ- 
даги проекцияси қуйидагича 
аниқланади:

(27.8)
бунда с — пропорционаллик коэффициенти.

М нуқтанинг қайтарувчи Ғ куч таъсиридаги тўғри чизиқли ҳа- 
ракати дифференциал тенгламаскни тузамиз:

тх =  — сх

\А
X

29- шакл
Ғ = — сх,

о

ёки — =  к2 белгилашни киритсак,т
х + кгх =  0. (27.9)

27.9) тенглама нуқтанинг эркин тебранма ҳаракати дифферен- 
циал тенгламаси дейилади.

Шундай қилиб, моддий нуқтанинг қайтарувчи куч таъсиридаги 
ҳаракати иккинчи тартибли бир жинсли ўзгармас коэффициентли 
дифференциал тенглама билан ифодаланади.

Бу дифференциал тенгламани интеграллаш учун унинг характе- 
ристик тенгламасини тузамиз:

V  +  к? =  0.
Бу тенглама ^  =  1к, X, =  — 1к илдизларга эга бўлгани учун 

(27.9) тенгламанинг умумий ечими қуйидагича ёзилади:
х = Сх со5 к1 + Сг зш к1, (27.10)

бунда Сх ва С2 интеграллаш доимийлари. (27.10) дан вақт бўйича 
ҳосила олиб, нуқтанинг тезлигини ифодаловчи

х  =  — Сг к з1П к{ +  Сгк соз М (27.11)
муносабатни ҳосил қиламиз.

Сх ва С2 интеграллаш доимийларини аниқлаш учун бошланғич 
шартлар берилган бўлишн керак. Масалан, бошланғич шартлар 
қуйидагича бўлсин:

128

www.ziyouz.com kutubxonasi



I =  0 да х = х 0, х = х0. 
27.12) ни (27.10) ва (27.11) га қўйиб,

г  =  х Г  =  л°—  Х 0 ,  О , ------- —

0’ (27.12)

эканлигини келтириб чиқарамиз.
Сх ва С2 нинг бу қийматларини (27.10) га қўйиб, М нуқтанинг 

ҳаракат қонунини аниқлаймиз:

Нуқтанинг ҳаракатини яққолроқ тасаввур қилиш учун Сх ва С2 
ўрнига

тенгликлар воситасида аниқланадиган а ва а  янги доимийларни ки- 
ритамиз. У ҳолда (27.10) ни

кўринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама нуқтанинг гармоник тебран- 
ма ҳаракатини ифодалайди.

Шундай қилиб, моддий нуқтанинг чизиқли қайтарувчи куч таъси- 
ридаги эркин тебранма ҳаракати гармоник тебранма ҳаракатдан ибо- 
рат бўлади.

Нуқтанинг ҳаракат тезлигини аниқлаш учун (27.14) дан вақт 
бўйича ҳосила оламиз:

а ва а  ни ҳаракатнинг бошланғич шартларидан фойдаланиб 
аниқлаш мумкин. Айтайлик, ҳаракатнинг бошланғич шартлари 
(27.12) кўринишида берилган бўлсин. (27.12) ни (27.14) ва (27.15) 
га қўйсак,

х0= а  з т  а, х0 = ак соз а ҳосил бўлади.
Бунда а ва а  лар аниқлакадиган

х = х0 соз к1 +  ^  51П к1. (27.13)

Сх —а 51П а, С, =  а со5 а

х = а 5Ш (к! +  а ) (27.14)

х = ак со5 (к( +  а ) . (27.15)

(27.16)

, К Х п  .х& а = 51п а  =
*о

кх.

со5 а (27.17)

муносабатларни оламиз.

9 — 2939 129

www.ziyouz.com kutubxonasi



М нуқтанинг 0  тебраниш марказидан энг катта оғишига тенг 
бўлган а масофа тебраниш амплитудаси дейилади. М нуқтанинг 
берилган ондаги ҳолати ва ундан кейинги ҳаракат йўналишини ифо- 
даловчи к1 +  а  аргумент тебраниш фазаси дейилади. Бошланғич 
£ =  0 пайтидаги фазанинг қиймати а  тебранишларнинг бошлангич 
фазаси дейилади.

Нуқтанинг эркин тебранма ҳаракат графиги 30- шаклда тасвир- 
ланган, бунда х0 = а 51П а  нуқтанинг бошланғич пайтдаги оғишини 
ифодалайди. Нуқга бир марта тўлиқ тебраниши учун кетган Т 
вақт тебраниш даври дейилади. Синус функциясининг даври 2л га 
тенг бўлгани учун

к -)- Т) -{- а  — (к1 -4— ос) — 2л 
ифодадан тебраниш даврининг қийматини топамиз:

Г  =  ?2. - 2я 1/ Ак г с (27.18)

Тебраниш даврининг тескари қийматига тенг бўлган 
нинг бир секунддаги тебранишлар сонини ифодаловчи

=  _1_ =  _к_
~  Т — 2л

ва нуқта- 

(27.19)

катталик тебранишлар частотаси дейилади. (27.19) дан кўрамизки,

Ь =  =  2т
Т

катталик 2л секунд вақт ичида нуқтанинг тўлиқ тебранишлар со- 
нини ифодалайди. Бу катталик тебранишларнинг доиравий частота- 
си дейилади.

Бу формулалардан кўрамизки, эркин тебранишлар частотаси ва 
тебраниш даври бошланғич шартларга боғлиқ бўлмай, фақат нуқта- 
нинг массаси ва с коэффициентга боғлиқ бўлади.
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27.4. Тезликнинг биринчи даражасига пропорционал бўлган қар- 
шилик кучи таъсиридаги моддий нуқтанинг эркин тебранма ҳара- 
кати. Юкорида нуқтанинг эркин тебранма ҳаракати кўрилганда му- 
ҳитнинг қаршилиги эътиборга олинмаган эди, ваҳоланки, техникада 
учрайдиган аниқ масалаларни ечишда қаршилик кучини ҳисобга 
олишга тўғри келади. Қаршилик кучи тебранма ҳаракат моҳиятига 
жиддий таъсир кўрсатади. Масалан, бир учи маҳкамланган ва эркин 
учига юк осилган пружинани чўзиб, сўнгра қўйиб юборсак, юк бир 
неча марта тебрангандан кейин ҳавонинг қаршилик кучи туфайли 
тўхтайди.

Ох ўқ бўйича ҳаракатланувчи М моддий нуқтага Ғ қайтарувчи 
кучдан ташқари нуқтанинг тезлиги V га қарама- қарши йўналган
Я қаршилик кучи таъсир этсин (31-шакл). Нуқтанинг тезлиги унча 
катта бўлмаганда қаршилик кучини тезликнинг биринчи даражасига 
пропорционал деб қараш мумкин:

/?  =  —  р  V,

бунда р қаршилик коэффициенти-
ни ифодалайди. Я — қаршилик 
кучининг х ўқидаги проекцияси

Ғ  =  — Ц х. 31-шакл

Ғ ва Н кучлар таъсиридаги нуқтанинг ҳаракати дифференциал тенг- 
ламасини тузамиз:

0
-о-

К. М 1У
—*— р- — X

т х  =  — сх — цх.
Тенгламанинг иккала томонини т га бўлиб, барча ҳадларини бир 
томонга ўтказсак,

х  +  2 пх +  к2х =  0 (27.21)

кўринишдаги тенгламага эга бўламиз, бунда

— =  2п. 
т т

(27.21) тенглама қайтарувчи куч ва нуқта тезлигининг биринчи 
даражасига пропорционал бўлган қаршилик кучи таъсиридаги мод- 
дий нуқтанинг ҳаракати дифференциал тенгламасини ифодалайдп 
Бу тенглама коэффициентлари ўзгармас бўлган иккинчи тартибли 
чизиқли бир жинсли тенгламадир. Унинг А.2 +  2пк +  й2 =  0 характе- 
ристик тенгламаси 2 =  — п ±  п1 — /г2 илдизларга эга.

Моддий нуқтанинг ҳаракати моҳияти бу илдизларнинг қабул қи- 
ладиган қийматларига боғлиқ бўлади. Агар п <  к (қаршилик унча 
катта бўлмаган ҳол) бўлса, характеристик тенгламанинг илдизлари 
қўшма комплекс сонлардан, п >  к (қаршилик катта бўлган ҳол) 
бўлса, ҳақиқий сонлардан иборат бўлади.
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Бу ҳолларни алоҳида-алоҳида кўриб чиқамиз.
1) М у ҳ и т н и н г  қ а р ш и л и г и  у н ч а  к а т т а  б ў л м а г а н  

ҳ о л  (п <  к).
Бу ҳолда к2 — п2 = к\ деб белгилашни киритсак, характеристик 

тенгламанинг илдизлари X, 2 =  — п ±  1к{ бўлиб, (27.21) тенглама- 
нинг умумий ечими қуйидагича бўлади:

х =  е-^ЦС^ соз ку1 +  С2 51П к^). (27.22)
Агар С\ ва С2 интеграллаш доимийлари ўрнига

Сх = а  51П а, С2 = а  соб а
тенгликлар воситасида аниқланадиган а ва а ўзгармасларни кирит- 
сак, нуқтанинг ҳаракат қонуни

х = ае~п1 51П (6^  +  а) (27.23)
тенглама билан ифодаланади.

(27.23) тенглама нуқтанинг гармоник тебранма ҳаракат тенгла- 
масидан е~ш кўпайтувчиси билан фарқ қилади. Бу кўпайтувчи вақт- 
нинг ўтиши билан нолга интилади, яъни I оо да е~п‘ -*- 0. Шу 
сабабли (27.23) қонун асосида содир бўладиган ҳаракат сўнувчи 
тебранма ҳаракат дейилади. Бундай ҳаракат частотаси кг нуқта- 
нинг массаси т, пропорционаллик коэффициенти с билан бир қа- 
торда муҳитнинг қаршилик коэффициенти р га ҳам боғлиқ бўлади.

Сўнувчи тебранма ҳаракат графиги 32-шаклда тасвирланган.
(27.23) да 151П (к^ +  а) | <  1 бўлгани учун х координатанинг абсо- 
лют қиймати

шартни қаноатлантиради. Бинобарин, сўнувчи тебранма ҳаракат гра- 
фиги I ўққа нисбатан симметрик жойлашган

х = а е~п1 ва х = — а е~п1
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чизиқларга галма-гал уринадиган синусоида билан ифодаланади.
а ва а  интеграллаш доимийларини аниқлаш учун (27.23) дан 

вақт бўйича ҳосила олиб, нуқтанинг тезлигини топамиз:

х = ак  ̂е~п1 со5 (к^ +а) — ап е~п{ $1П (к^ +  а). (27.24)
Агар бошланғич шартлар

I = 0 да х = х0, х =  о„
кўринишда берилган бўлса, уларни (27.23) ва (27.24) га қўйиб, уш- 
бу тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:

х0 = а 51П а,
о0 =  акх со5 а  — пх0.

Бунда а ва а  лар аниқланадиган

а = (гп ~Ь пх0)г 

*1
(27.25)

• *о
51П а = — , а

С05 а = Уд +  ПХ  о
ак̂

(27.26)

муносабатларни оламиз.
Сўнувчи тебранма ҳаракат частотаси

кг = V  к1 — п'\ (27.27)
ҳаракат даври эса

гр _2я
1

формула ёрдамида аниқланади.
(27.28) ни қуйидагича ёзиш мумкин:

Тг = 2л Т

2п

(27.28)

(27.29)

бунда Т = — билан нуктанинг эркин тебранма ҳаракат даври бел- к ‘
гиланган.

(27.29) дан кўрамизки, сўнувчи тебранма ҳаракат даври нуқта- 
нинг эркин тебранма ҳаракат давридан бирмунча катта бўлади. 
Лекин қаршилик кичик бўлганда бу фарқ унча катта бўлмайди ва 
бунда Т^таТ деб олиш мумкин. Бинобарин, унча катта бўлмаган 
муҳитнинг қаршилиги эркин тебраниш даврига деярли таъсир этмай- 
ди.

Моддий нуқтанинг мувозанат ҳолатидан у ёки бу томонга қар 
гал тебрангандаги максимал оғиши сўнувчи тебранма ҳараксип 
амплитудаси дейилади.
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Агар бу амплитудаларнинг кетма- кет қийматларидан ташкил 
топган а р а2, ас, а .+1 , қаторни олсак, бу қаторнинг ик-
кита кетма-кет а{, 

ларига мос келади

а1+2 ҳадлари вақтнинг /. ва /,+[ =  /. +  пайт-

(33- шакл), яъни /.+1 — I. =  Тл бўлиб, нуқта а х,

а2, ар а (+ р ларга оғгандаги вақтлар айирмаси — га тенг
арифметик прогрессияни ташкил этади ҳамда

ц/ ! 1 
а;

-- е (27.30)

муносабат ўринли бўлади. “■+1 нисбат ўзгармас бўлгани туфайли
т,— П

амплитудаларнинг кетма*кет қийматлари, махражи е 2 1а тенгт 1
—  п  —

камаювчи геометрик прогрессияни ташкил этади. е 2 га тенг 
бўлган абстракт сон тебраниш декременти денилади. Декремент- 
нинг натурал логарифми модулига тенг катталик логарифмик дек- 
ремент дейилади ва у О билан белгиланади:

£> =  11п е П 2 | =  (27.31)

Миқдори п га тенг бўлган коэффициент сўниш коэффициенти 
дейилади.

Шундай қилиб, унча катта бўлмаган қаршиликнинг моддий нуқ- 
танинг эркин тебранма қаракатига таъсири, вақтнинг ўтиши билан 
тебраниш амплитудасининг камайиши билан характерланади.
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2) А п е р и о д и к  ҳ а р а к а т  (п >  к). Бу ҳолда п2— к2 = Н2 бел- 
гилашни киритсак, характеристик тенгламанинг илдизлари

X, 2 =  — п ±  У  п2 — к  =  — п ±  к
ҳаҳиҳий бўлади. Шу сабабли (27.31) тенгламанинг умумий ечими 
қуйидагича ёзилади:

х =  е~м (Сг ем +  С2 е~м). (27.32)
Агар С  ̂ ва С2 интеграллаш доимийлари ўрнига

Сг
А± В с , = А—В

тенгликлар воситасида аникланадиган янги А ва В доимийларини 
киритсак, (27.32) ни

х - е~м (. ем ±  е~мА е +е + В- ем - е ~ м

кўринишда ёза оламиз. Бу тенгламада

ем  +  е- м и , ,  ем - с ~ м и и,
- =  сЬ к(, ------ :-------  =  зЬ к(

2 2 
гиперболик функцияларни киритиб, уни қуйидагича ифодалаймиз:

х =  е~п‘ (А сЬ к( +  В зЬ к(). (27.33)

Нуқтанинг ҳаракатини янада яққолроқ тасаввур қилиш учун А 
ва В ўзгармаслар ўрнига

л  =  а зЬ а , В =  а сЬ а

тенгликлар ердамида аниқланадиган а ва а ўзгармасларни кирита- 
миз. У ҳолда (27.33) ўрнига

х= а е ~ м зЬ (к(-\-о) (27.34)
тенгламани оламиз,

(27.34) дан кўрамизки, п >  к бўлган ҳолда нуқта тебранма ҳа- 
ракатда бўлмайди, чунки гиперболик синус функцияси даврий функ- 
ция эмас. Бу тенглама апериодик ҳаракатни ифодалайди.

Бундай ҳаракат графиги бошланғич шартларнинг қандай бўли- 
шига қараб, 34-шаклда тасвирланган графикларнинг бирортаси кў- 
ринишида бўлади. Агар нуқта бошланғич пайтда х  ўқининг мусбат
йўналиши бўйича йўналган бошланғич о0 тезликка эга бўлса, у ҳол- 
да бу тезлик ҳисобига нуқта дастлаб мувозанат ҳолатидан узоқла- 
ша боради, сўнгра қактарувчи куч таъсирида мувозанат ҳолатига 
аста- секин яқинлаша боради (34- а шакл).

Агар нуқта бошланғич пайтда х ўққа қарама-қарши йўналган 
бошланғич тезликка эга бўлса, ҳаракат графиги 34-6, в шаклдаги-
дек бўлади. Бу ҳолда нуқтанинг бошланғич тезлиги ц0 етарлича
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34- шакл

катта бўлса, нуқта мувозанат ҳолатидан бир марта ўтиб, сўнгра бу 
ҳолатга аста-секин яқнплаша боради (34- в шакл).

3) Ч е г а р а в и й  ҳ о л д а г и  а п е р и о д и к  ҳ а р а к а т .  Бу ҳолда 
характсрпсшк тен!- ш ,1дип.1г илдизлари ўзаро тенг, ҳақиқий ва ман-
фий кинматга эга бўлади:

=  — п.
Бу (27.21) денглал лши ечимини

х =  е~п‘ (С^ +  С2) [(27.35)
кўринишда ёзиш мумкин/Бу*ҳолда нуқтанинг тезлиги

х = — м - «  (СЛ+  С3)]+  ег* Су; (27.36)
формула ёрдамида аниқланади.

Сг ва С, ни топиш учун ҳаракатнинг бошланғич шартларидан 
фойдаланамиз. Айтайлик, бошланғич I =  0 пайтда нуқта х = х 0 ҳо-
латни эгалласин ва х = о0 тезликка эга бўлсин. Бу шартларни 
(27.35) ва (27.36) га қўйсак,
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бундан

х0 С2,

о0 п С2 “р пх„ -р

Сх =
эканлиги топилади.

Сг ва С2 ларнинг қийматларини (27.35; га қўйиб, нуқганинг ҳа- 
ракат қонунини қуйидагича ёза оламиз:

х — е "\[х0 +  (у0 +  пх0) <].

Бу тенглама воситасида аниқланадиган ҳаракат ҳам сўнувчи аперио- 
дик ҳаракатдан иборат бўлади.

28-§. Чизиқли бир жинсли бўлмаган дифференциал тенгламалар. 
Лагранжнинг ихтиёрий ўзгармасларни вариациялаш усули

Бир жинсли бўлмаган ёки ўнг томони берилган дифференциал 
тенглама деб

у{п) +  аг (х) у{п~1) +  аг (х) у (л-2) +  +  ап (х) У =  /  (*) (28-1)
кўринишдаги дифференциал тенгламага айтилади. Чизиқли диффе- 
ренциал операторнинг ифодасидан фойдаланиб, (28.1) тенгламани

Ш = П х )  (28.2)

кўринишда ёзкш мумкин. Бу — бир жинсли С\л.маган тенгламанинг 
ечими шундай функцин эканнни билдпгндпки, унга Ь [у] чизиқли 
оператор берилган /(х) функинянп мос қўядп.

(28.2) тенглама билап бир қаторда
I. [;■■] 0 (28.3)

тенгламани ҳам қараймнз. Бу тенглама Сернлгап бир жинсли бўл- 
маган тенгламага мос б и р  жинсли т енгли м и  деГшлади.

28.1. Умумий ечимнинг структураси. шорема чизиқли
бир жинсли бўлмаган тенглама умумий ечимининг структурасини 
аниқлашга ёрдам беради.

1- т е о р е м а .  Чизиқли бир жинсли бўлмаган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими бу тенгламанинг хусусий ечими ва 
мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими йиғиндисидан ибо- 
рат.

И с б о т .  Бу (28.2) тенгламанинг бирорта хусусий ечимини у  ор- 
қали, бу тенгламага мос бир жинсли (28.3) тенгламанинг умумий 
ечимини V орқали белгилаймиз. Бу белгилашларга кўра қуйидагини 
ёзиш мумкин:
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Ш  =/(*). Ш  =0.
Энди бу ечимларнинг йиғиндисини тузамиз:

У = У + 1 .  (28.4)

Бу функцияни (28.1) тенгламага қўйиб, операторнинг аддитивлик хос- 
сасини эътиборга олсак, қуйидагига эга бўламиз:

Ш  =  ИУ +  Ў) =ЦУ\ +  Иў\ =Нх) +  о = /(х).
Шундай қилиб, у = У + у  функция берилган (28.2) тенгламани қа- 
ноатлантиради, яъни унинг ечими бўлади. Энди (28.4) ифода уму- 
мий ечим эканинк исботлаш қолди.

Агар уи у2, , уп функциялар бир жинсли (28.3) тенглама-
нинг фундаментал ечимлар системасини ташкил этса, у ҳолда унинг 
умумий ечими бу функцияларнинг чизиқли комбинациясидан иборат 
бўлади:

У = + С»Уг +  +  СпУп,
бу ерда Съ С2, , Сп — ихтиёрий ўзгармаслар. У ҳолда (28.4)
ифодани қуйидагича ёзиш мумкин:

У — У +  Сг уг +  С2 у2 +  +  Спуп. (28.5)

(28.5) ифода (28.2) тенгламанинг умумий ечими эканини кўрсатиш 
учун ушбу

У(х0) =  у0, У' (х0) =У0, У{п~ 1) (х0) = У о п~ ]) (28.6)
бошланғич шартлар қандай [бўлишидан қатъи назар Съ С2 Сп
ихтиёрий ўзгармасларнинг шундай қийматларини топиш мумкинки, 
ўзгармасларнинг бу қийматларида (28.5) ечим берилган (28.6) бош- 
ланғич шартларни қаноатлантиришини кўрсатиш керак, яъни уму- 
мий ечимдан берилган бошланғич шартларда уларга мос хусусий 
ечимни ажратиб олиш мумкин эканлъгини кўрсатиш керак. (28.5) 
функция (28,6) бошланғич шартларни қаноатлантирсин:

Уо + С \ У  ю +  С + г о  +  +  С п Уп о =  Уо,
~Ў'0 +  С1 У\0 +  С 2 У20 +  +  С п УпО =  У 'о-

уо"  +  С 2 у 2о *+  +  С п у (п -1 )  =  у ( п —])

ёки

С 1 У ю  + С 2у20 +  +  с п Упо = У о  —  Уо.

с \У\о +  с гУ*20 +  +  С п Упо =  У о ~  У 0,
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Бу ерда
— (п—I)Уо, Уо, Уо

орқали у функция ва унинг ҳосилаларининг х =  х0 нуқтадаги қий- 
мати; г/10, у[0, Уш_|) орқали уг функция ва унинг ҳосилала-
рининг х = х0 нуқтадаги қиймати; уг0, у'20, у["~1̂ орқали уг
функция ва унинг ҳосилаларининг х = х0 нуқтадаги қиймати ва ҳо- 
казо; уп0, у'п0, Упо~[) °РҚали Уп функциянинг ва унинг ҳосила-
ларининг х = х0 нуқтадаги қиймати белгиланган.

Натижада Съ Сг, ,С п номаълумларга нисбатан п та алгеб- 
раик тенгламалар системаси (28.7) ни ҳосил қиламиз. Агар бу сис- 
теманинг бош детерминанти нолга тенг бўлмаса, система ягона ечим- 
га эга бўлади. Бироқ, системанинг бош детерминанти уи уг, , уп 
фундаментал ечимлар системасининг Вронский детерминантидан ибо- 
ратдир:

Д =  V  [ у 10, уг0, уп0] =  « 7  (Хо),
Бу детерминант нолдан фарқли, чунки уг уг, уп функциялар
чизиқли эркли. Шундай қилиб, (28.7) система ечимга эга, у ягона 
ечимга эга бўлиб, бу ечим Крамер формуласи ёки Гаусс усули ёр- 
дамида аниқланади.

Бу ердан (28.5) функция ёки (28.4) қаралаётган (28.1) ёки (28.2) 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими экани келиб чиқади.

Шундай қилиб, бир жинсли бўлмаган чизиқли тенгламани ечиш- 
да бир жинсли тенгламани ечишга нисбатан фарқ бир жинсли бўл- 
мага.ч тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топишдан иборат экан.

Хусусий ечимларни топишда қуйидаги теоремадан фойдаланиш 
мақсадга мувофиқ.

2 - т е о р е м а .  Агар бир жинсли бўлмаган (28.1) ва (28.2) тенг- 
ламанинг ўнг томони иккита функциянинг йиғиндисидан иборат 
бўлса, яъни

£[у] =  М *) + М * )
бўлса, у ҳолда бундай тенгламанинг хусусий ечимини ўнг томон- 
лари Д (х) ва /2 (х) бўлган мос тенгламаларнинг хусусий ечимлари 
йиғиндиси сифатида ҳосил цилиш мумкии.

И с б о т .  Ушбу А [уг] = ^(х) ва Ь [г/а] =  /а (л:) тенгламаларни қа- 
раймиз. Айтайлик, ух ва уг функциялар мос равишда бу тенглама- 
ларни қаноатлантирсин, яъни

^  й/1 ] =  /1 (*) ва А [ўг] = /2 (х).
Чизиқли дифференциал операторнинг адднтивлик хоссасига кўра: 

^  [Ух + ^ 2] =  А [уг] +  Цў]] = / х (х) +  /2 (л:)
яъни

и7}=к(х)+/«м
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бўлгани учун у = уг+ у 2 функция (28.2) тенгламани қаноатланти- 
ради. Теорема исботланди.

Бир жинсли бўлмаган тенгламанинг хусусий ечнмини топишнинг 
умумий усулини кўрсатамнз.

28.2. Лагранжнинг ихтиёрий ўзгармасларни вариациялаш усули.
(28.3) бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини тузамиз:

У = Сгуг +С 7у2 +  +  Спуп.
Бир жинсли бўлмаган (28.2) тенгламанинг хусусий ечиминн Сг, С2, 
С3, , Сп ларни х нинг функцияси деб, юқоридаги шаклда, яъни

У  = Сг [х)уг +  С2{х)у2 + + С п(х)уа (28.8)

кўринишда излаймиз. Бу функцияларни шундай топиш талаб қили- 
надики, (28.8) ечим (28.2) тенгламани қаноатлантирсин. Қуйидаги 
тенгламалар системасини тузамиз:

С| уг +  С2У2 + +  с ’пуп - 0,
С\ У\ +[С2 у'2 + +  с ’пуп = 0,

С\у[»~Ъ+С'2ў«-ъ
•

+ +  с ^ г *  = 0 . (28.9)
С\у'Г"+С'2у<“- » + +  С’пуГ "  = № •

Номаълум С\, С ', , С'п ларда: иборат тенгламалар система-
си ечимга эга, чунки системанинг С\, С'2, . . , С'п ларнинг олдила-
ридаги коэффициентлардан тузилган бош детерминанти чизиқли эрк- 
ли уг, у2, . . . , уп хусусий ечимларнинг Вронский детер.минаптидан 
иборатдир. Маълумки, бундай детерминант чизиқли эркли функция- 
лар учун нолдан фарқлидир.

Шундай қилиб, (28.9) система С,', С', . , С'п функцияларга
нисбатан ечилиши мумкин. Уларни топиб интеграллаймиз:

Сг —  ̂С | (1х + ,С 1,
С2 =  ] С2 йх -г С2,

Сп =  /Сп йх +  Сп•

Бу ерда Сг, С2, Сп—интеграллаш ўзгармаслари.
Энди

У = Сгуг + С2у2 + + СпУп (28.10)

бир жинсли бўлмаган (28.2) тенгламанинг умумий ечими эканини 
исботлаймиз. (28.10) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда 
ҳар гал (28.9) тенгликни эътиборга олиб, қуйидагига эга бўламиз:

140

www.ziyouz.com kutubxonasi



У — С1У1 -\-С2уг +  +  С„уп,
у' — Сгу\ +  С$ 2  +  +  Сп уп.

ў_(п~ "  = с ^ Г "  +  с # Г 1> +  +  ’с я у Г \

у ( * = Схух ^+С^уг * +  +  Спу(п * + /(л ) .
Биринчи, иккинчи, ниҳоят, сўнгги тенгламанинг ҳадларини
мос равишда ап, ап_, , , ах ларга кўпайтирамиз ва ҳўшиб,
Ь [у] =  /  (х)|ни ҳосил қиламиз, чунки у х, у2 уп бир жинсли
(28.3) тенгламанинг хусусий ечими ва шунинг учун 

С [&] =  0, £. [уа] = 0 , , 1  [уп 1 =  0.
Демак,

У = Сху 1 +  С2у2 +  +  Спуп
функция бир жинсли бўлмаган (28.2) тенгламанинг ечими бўлади, 
бу ерда Сх, С21_. , Сп лар (28.9) дан аниқланган функциялар.
Бу ечим п та Сх, С2, , С,, ихтиёрий ўзгармасларга боғлиқ. Де-
мак, бу ечим умумий ечимдан иборат бўлади.

1 - мис о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
У ' " + У '

Еч и ш.  Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси к3 + к = 0, 
к\= 0, к23 =  ± 1  илдизларга эга. Мос бир жинсли тенгламанинг 
ечими:

У =  Сх +  С2 С05 X  +  С3 51П X,

яъни
У1 =  1, Уг =  С05 X, Уз =  51П X.

Хусусий ечимни ҳам шу кўринишда излаймиз. Бундай тенглама 
учун (28.9) система қуйидаги кўринишда бўлади:

С| +  С’2 С05 X +  С’3 51П х  = 0 ,
—С2 51П X  +  С3 С05 X =  0,
— С2созх — С351ПХ =  х.

Иккинчи тенгламанинг иккала қисмини 5Шл: га, учинчи тенглама- 
нинг иккала қисмини эса соз х га кўпайтириб, қўшсак С2 =  — 51Г. х

ни хосил: қиламиз. У ҳолда иккинчи тенгламадан Сз ------------- ке-С05 X

либ чиқади. Биринчи ва учинчи тенгламаларнинг иккала қисмлари- 
ни қўшиб, С\ = 1 ^ ^  ни топамиз. Интеграллаш қуйидагини беради:

Сх =  — 1п |С05 х\ +  Сх, С2 =  С05 х +  С2, 

С3 =  51П X 1п Н | + С 3.
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Бу ердан берилган бир жинсли бўлмаган тенгламанинг умумий ечи- 
мини қуйидаги кўринишда ҳосил қиламиз:

У =  — 1п | С05Х| +  Сг +С052Л: +  С2С05Х +

+  51П 2* —  5111 X- ] п ^ ( т  +  + "̂з5‘51П X

еки

У =  Сх +  С2 С05 X +  С3 51П X — 1п 1 С05 Х\ — 51П X 1п 

бу ерда 5Ш2х +  со52х =  1 бўлгани учун

С1 — С  ̂+  1.

2 - ми с о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
„ 1 ,У ------- У = х.х

Ечиш.  а) Мос бир жинсли дифференциал тенглама у " -----—у '—X
и" 1=  0 ёки —  =  —  нинг умумий ечимини излаймиз. Мос бир жинсли 
У'  х

дифференциал тенгламадан: 1пу' = 1пх+ 1пСх ёки у' = Схх. Интеграл-
лаб, топамиз: у =  Сгх2 +  С2, бу ерда Сг =  —  Шундай қилиб, фун-

даментал система =  х2, у2 = 1 дан иборат.
б) Хусусий ечимни шу кўринишда излаймиз. (28.9) системани 

тузамиз:
(С| х- +  С2 =  0,
|С |2л: +  0 = х .

' 1 ' х2Бу ердан С1 =  — , С2= -----—. Интеграллаймиз

С  ̂ =  —  х + С 1, С2 =  - Ь Са.

Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими

у =  (-1- дс +  Сг)хЧ  С2- =  С,х2 +  С2 +

29- §. Ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли бўлмаган 
дифференциал тенгламалар

Чизиқли бир жинсли бўлмаган тенгламаларнинг коэффициент- 
лари ўзгармаслар бўлган хусусий ҳолни қараймиз.

Чизиқли бир жинсли бўлмаган тенгламани ечиш бир жинсли 
тенгламани ечишдан бир жинсли бўлмаган тенгламанинг бирорта 
хусусий ечимини топиш билан фарқ қилади. Чизиқли бир жинсли
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бўлмаган тенгламанинг хусусий ечимини топишнинг аниқмас коэф- 
фициентлар усулини қарашга ўтамиз. Бу усул ўнг томони махсус 
кўринишда бўлган тенгламалар учун татбиқ қилинади. Агар тенглама- 
нинг ўнг томонида кўрсаткичли функциялар, синуслар, косинуслар, 
кўпҳадлар ёки уларнинг бутун рационал комбинациялари иштирок 
этаётган бўлса, бу усул бир жинсли бўлмаган тенгламанинг хусусий 
ечимини топишга имкон беради. Бунда, табиийки, хусусий ечимни 
ўнг томоннинг шаклига ўхшаш шаклда излаш керак бўлади. Бундан 
ташқари, хусусий ечимнинг шакли тенгламанинг чап томонига ҳам 
боғлиқдир.

Аввал иккинчи тартибли дифференциал тенгламани муфассал қа- 
раб чиқамиз, сўнгра унинг натижаларини п- тартибли дифференциал 
тенгламалар учун умумлаштирамиз.

29.1. Иккинчи тартибли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир 
жинсли бўлмаган дифференциал тенгламалар. Ушбу иккинчи тартиб- 
ли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли бў/ маган дифферен- 
циал тенгламани қараймиз:

У” + РУ' + ЧУ  = Ц х ) ,  (29.1)
бу ерда р, <7— ўзгармас сонлар. Ушбу

№ + рк + я = 0 (29.2)

берилган бир жннсли бўлмаган (29.1) дифференциал тенгламага мос 
чизиқли бир жинсли

У" + ’ру' +ЯУ = 0
дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси бўлади. /  (.V) 
функцияни қуйидагича ёзиш мумкин бўлсин:

/  (х) =  е ух [Рп (х) соз 6х 4 - <2т  (*) 51П 6 х], (29.3)

бу ерда у, 6—маълум сонлар, Рп(х), (х) — маълум кўпҳадлар. Бу 
функциянинг хусусий ҳолларини кўриб чиқамиз.

1 )7  =  0, 6 =  0 бўлсин, у ҳолда /  (х) =  Рп (х), бу ерда Р„ (х) 
п- даражалк кўпҳад. у хусусий ечимни п- даражали ушбу кўпҳад 
кўринишида излаймиз:

У = Я п (*) =  А0хп +  А1хп 1 +  . + А п—1 х -4- Ап, (29.4)

бу ерда А„, Аг, А,г, Ап — топилиши керак бўлган номаълум
коэффициентлар. Уларни у = Рп (х) функция (29.1) тенгламани ай- 
нан қаноатлантириши шартидан аниқлаймиз. (29.4) ифодани икки 
марта дифференциаллаймиз:

У\ =  Я'п (х) =  пА0 хп~' +  (п — 1) Аххп~2 +  +  Ап_,,

ў" =  К'п (х) = п (п -  1) А0х п~2 +  (п -  1) (п —  2) Ахх п_3+
+  +  2Ап_2.
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у, у[, уп ларни (29.1) дифференциал тенгламага қўйиб, қуйи- 
дагини ҳосил қиламиз:

К  + Р К + ^ п = рп(х), (29.5)
бу ерда Яп— п- даражали кўпҳад: Я'п— (п — 1)- даражали кўпҳад, 
•Я"п— (п — 2)- даражали кўпҳад. Мумкин бўлган ҳолларни қараб чи- 
қамиз.

а) 9 ф  0 бўлсин (яъни характеристик тенгламанинг илдизлари
кх ф О, к2ф 0, у ҳолда (29. 5) тенгликнинг чап ва ўнг томонлари- 
да п- даражали кўпҳадлар туради. х нинг бир хил даражалари олди- 
даги коэффициентларни тенглаб, (п +  1) та А0, Ах, А2, Ап
номаълум коэффициентларни аниқлаш учун п +  1 та тенгламадан 
иборат системани ҳосил қиламиз. Шундай қилиб, бу ҳолда хусусий 
ечим у = Яп (х) кўринишда бўлади.

б) «7 =  0, р ф  0 ((29.2) характеристик тенгламанинг илдизларк: 
кх = 0, &2 Ф 0) бўлсин. Агар хусусий ечим яна у = Я п (х) шаклда 
изланса, (29. 5) тенглама қуйидаги кўринкшга келади:

К + Р К  = Рп(д- (29.6)
Чап томонда (п — 1)- даражали кўпҳад, ўнг томонда эса п- даража- 
ли кўпҳад турибди. Демак, ҳеч қандай А0, Ах, , Ап ларда 
(29. 6) айният бўла олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаъ- 
лум коэффициентлар сонини оширмай (п + 1)- даражали кўпҳад 
кўринишида олиш керак. Бунинг учун Яп (х) ни х  га кўпайтириш
етарли. Шундай қилиб, бу ҳолда хусусий ечим у  =  хЯп (х) кўрини- 
шига эга бўлади.

в) ^ =  0, р =  0 ((29.2) характеристик тенгламанинг илдизлари 
кх = Ъ =  0) бўлсин. Агар хусусий ечимни у = Яп (х) шаклда излай- 
диган бўлсак, (29.5) тенглама қуйидаги кўринишда бўлади:

К = р п(х) (29.7)

Чап томонда (п — 2)- даражали кўпҳад, ўнг томонда эса п- дара- 
жали кўпҳад турибди. Демак, ҳеч бир А0, Аи Ап ларда (29.7) 
айният бўла олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум коэф- 
фициентлар сонини оширмай (п — 2)- даражали кўпҳад шаклида олиш 
керак. Бунинг учун Дп (х) ни х2 га кўпайтириш етарли. Шундай
қилиб, бу ҳолда хусусий ечим у  = х2Яп (х) кўринишда бўлади.

X у л о с а . а) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг илдизлари 
билан устма- уст тушмаса, у = Яп (х) бўлади.

б) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг битта илдизи билан 
устма- уст тушса, у = хКп (х) бўлади.

в) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг иккала илдизи билан 
устма- уст тушса, у  =  х2Яп (х) бўлади.
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1- м и с о л  . Ушбу у" +  Ау’ +  Зу = х дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  а) +  4& +  3 =  0 характеристик тенглама кг =  — 1, 
кг = — 3 илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

С —х , п  „  — Злг_ 1̂  т  Сге
кўринишда бўлади.

б) Чизиқли бир жинсли бўлмаган дифференциал тенгламанинг ўнг 
томони /(д:) = х = Рг(х) кўринишга эга, шу билан бирга б сони ха- 
рактеристик тенгламанинг ҳеч қайси илдизи билан устма- уст туш- 
майди. Шунинг учун хусусий ечимни у =  Ах +  В кўринишда излай- 
миз. Номаълум А ва В ларни топиш учун у функциянинг ва унинг 
ҳосилаларининг ифодаларини берилган тенгламага қўямиз ва чап ҳам- 
да ўнг томондаги коэффициентларни таққослаймиз. Бунинг учун 
у, у ', у "  ларнинг ифодаларини ва уларнинг тенгламага кирган коэф- 
фициентларини ёзиб чиқамиз. Натижада қуйидагини ҳосил қила- 
миз:

3 у_= А х+ В ,
4  1 = А ,
1 уГ=  0.

Ҳисоблашларни бажариб, 3 (Ах +  В) +  4А = х  га эга бўламиз. Бу ер- 
дан коэффициентларнн тенглаб,

(ЗА = 1,
1 ЗВ +  4А = 0

1 41системани ҳосил қиламиз. Бу системани ечиб, А =  — , В = --------—
3 9

— 1 4ларни топамиз. Шундай қилиб, хусусий ечим у =  — х -------бўла-
3 9

ди. Умумий ечим эса

у = ¥  +  у =  С^е х +  С2е х +  — х -----—

дан иборат бўлади.
2) 6 =  0 бўлсин, у ҳолда [(х) = е ух Рп (х), бу ерда у — маълум 

сон, Р„(х) эса п- даражали маълум кўпҳад. Дифференциал тенгла- 
манинг хусусий ечимини

ў = е ухРп (х) (29.8)

кўринишда излаймиз, бу ерда Рп (х)— юқоридагига ўхшаш п- даража- 
ли кўпҳад, унинг коэффициентлари А0, Ах, Ап — номаълум-
лар. Уларни у = е у х Рп (х) функция (29.8) тенгламани айнан қано- 
атлантириши керак, деган шартдан аниқлаймиз. (29. 8) ифодани икки 
марта дифференциаллаймиз:
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У' = е ух ( /? ;+ ? * „ ) .

Ў" = еух(Кп + 2 у Я п +у*Кп).

У> У' , У" ларни (20.1) тенгламага қўйиб,

К  +  (2т + Р ) К  +  (V2 + Р У + д ) В я = Ра (х) (29. 9)
ни хосил қиламиз. Мумкин бўлган холларни қараб чиқамиз.

а) у (29. 2) характеристик тенгламанинг илдизи бўлмасин (яъни 
у Ф ки у ф к )̂. У ҳолда (29. 9) тенгликнинг чап ва ўнг томонида 
п- даражали кўпхадлар туради. х нинг бир хил даражалари олдида- 
ги коэффициентларни тенглаб, (п +  1) та А0, Аи , Аа номаъ- 
лумларни аниқлаш учун п +  1 та тенгламадан иборат системани хо- 
сил қиламиз. Шундай қилиб, бу ҳолда дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечими '

У =  еУХ (+
кўринишда бўлади.

б) у (29. 2) характеристик тенгламанинг бир каррали илдизи 
бўлсин (яъни у= къ уф1% ёки уФ къ у = к2). Агар хусусий ечим у = 
= еух /?п (х) кўринишда изланадиган бўлса, у ҳолда (29. 9) тенглик 
қуйидаги кўринишга эга бўлади:

Ря + {2у+ р)Р а = Ря (х). (29.10)

Бу ерда чап томонда (п — 1)- даражали кўпҳад, ўнг томонда эса п- 
даражали кўпҳад турибди. Демак, ҳеч қандай А0, Аи Ап лар-
да (29. 10) айният бўла олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда но- 
маълум коэффициентлар сонини оширмасдан Яп (х) ўрнига хЯп (х) 
кўпҳадни олиш керак. Шундай қилиб, бу ҳолда дифференциал тенг- 
ламанинг хусусий ечими

у = х е ух Рп (х)

кўринишда бўлади.
в) у (29. 2) характеристик тенгламанинг икки каррали илдизи 

бўлсин (яъни у = кг = кх). Агар хусусий ечим у = е ухРп (х) шакл- 
да изланса, у ҳолда (29. 9) тенглама қуйидаги кўринишга эга бў- 
лади:

Я ; = Р„(х)- (29.11)
Бу ерда чап томонда (п — 2)- даражали кўпҳад, ўнг томонда эса 
п- даражали кўпҳад турибди. Демак, ҳеч қандай А0, Аг, , Ап 
ларда (29.11) айният бўла олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда 
номаълум коэффициентлар сонини оширмасдан Яп (х) ўрнига х2 ■ Рп(х) 
кўпҳадни олиш керак. Шундай қилиб, бу ҳолда дифференциал тенг- 
ламанинг хусусий ечими
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у = х-е ух к п(х)

кўринишда бўлади.

Х у л о с а :  а) Агар у ф к 1У кг бўлса, у = е ух Кп (х).
б) Агар у = кх ф к2 бўлса, у = хеух /?п (д:).
в) Агар у = к̂  = Ъ бўлса, у = х-еух /?п (х).
2- м и с о л . Ушбу

у" — 5у' +  Ьу = е х (3* — 2)
дифференциал тенгламани ечинг.

Е ч и ш :  а) № ~ 5/г +  6 =  0 характеристик тенглама кг = 2 ,  к2 = 
=  3 илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

У = Схе х +  С ./х
бўлади.

б) Дифференциал тенгламанинг ўнг томони }(х) = е ‘х (3х — 2) =  
=  еух /?! (х) кўринишга эга. Бунда у =  2 =  к1г шунинг учун хусу- 
сий ечим у = х(Ах + В) е 2х кўринишда бўлади. Бундан у ', у" 
ларни топамиз:

у' = е2х (2Ах2 +  2Вх +  2Ах +  В),
7 ' = е 2х (4Ах2 +  4Вх +  8Ах +  4В +  2Л).

Берилган дифференциал тенгламага у, [ у ’, у" ларни қўйиб, қуйи- 
дагига эга бўламиз:

х2 (6Л — 10Л +  4Л) + >  (6В — 10В — 10А +  4В +  8А) +  (— 5В +
+  4В +  2А) = 3х — 2.

х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларини тенглай- 
миз, натижада:

х I — 2А =  3, 1
х°|2А  — В = — 2. /

Системани ечиб,

ларни топамиз. Демак, хусусий ечим

~ у = '2‘ ( - } * ’- * )
кўринишда, умумий ечим эса

У = У +  У = Схе 2х +  С2е Зх +  е 2х ̂ — — х2 — х |  

кўринишда бўлади.
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3) 7. 6 Ф 0 бўлсин, у ҳолда

[(х )= е  ух [Рп (X) С05 б X +  (?т  (X) 51П бх].

Хусусан, агар Рп (х) =  0 ^бўлса,

/(х) =  е ух <2т (х) 51П бх; агар (?т (х) = 0  бўлса, у ҳолда

/  (х) =  е ух Рп (х) со5 б х. Юқоридаги [1), 2) ҳоллар] га ўхшаш 
мулоҳазалардан куйидаги хулосаларга келамиз:

а) Агар у -~ 1 Ь ф к х, к, бўлса (к1У к ,— характеристик тенглама 
илднзлари), у ҳолда хусусий ечимни ўнг томон шаклида излаш
керак: у = еух [и (д:) соз б]х +  V (х) 51П бх],
бу ерда и(х), V (х) номаълум коэффициентли кўпҳадлар бўлиб, бу 
коэффициентлар у — берилган (29.1) дифференциал тенгламани қа- 
ноатлантириши керак, деган шартдан топилади. и(х) ва V (х) кўп- 
ҳадларнинг даражаси берилган Рп(х) ва С}т (х) кўпҳадларнинг энг 
юкори даражасига тенг эканини қайд қиламиз.

б) Агар у + 1 б = кг бўлса, хусусий ечимни

у =  хеух [и (х) соэ б'х +  о|(х) 51П б х]
кўринишда излаш керак. /(х) функцияда синус ёки косинус иштирок 
этмаганда ҳам хусусий ечимнинг шакли сақланишини қайд қилиб 
ўтамиз. Қаралаётган хрл учун хусусий ҳолни, яъни

/ (X) =  М С05’ б X +  N 51П б х
бўлган ҳолни қарайлик, бу ерда М, N — ўзгармас сонлар.

а) Агар Ьсфк, к12 бўлса, хусусий ечимни

У  =  X А С05 б[х +  В 5111 б X
кўрннишда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум коэффициент- 
лар;

б) агар Ь1 = кг Ф б^бўлса, хусусий ечимни

у  =  X (А С05 бх +  В51П бх)
кўринишда излаш керак.

3- м и с о  л . Ушбу
У" — 2у' + у  =51ПХ

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш . а) к2 — 2к +  1 = 0  характеристик тенглама кх =  =  1

илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг уму-
мий ечими у  =  ех (Сх +  С2х)
бўлади.

б) Дифференциал тенгламанинг ўнг томони /  (х) =  5Ш х =  
=  М со5 бх +  М 51П бх кўринишга эга. Бунда Ь1 =  I Ф к1У к,. Шунинг 
учун хусусий ечимни қуйидаги кўринишда излаймиз:
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у =  Л 51П X +  В С05 .V,

у ' , у" ларни топамиз.

у' = Асо$х — В з т  х, у" = — Лз т д :  — Бсозд:

у, у ' , у" ларни берилган дифференциал тенгламага қўйиб, топамиз: 
(Л +  2В — А) 51П х - (В — 2Л — В) соз х =  з т  х.

51пх ва со5д: лар олдидаги коэффнциентларни таққослаб, топамиз:

51П X | 2В =  1, 
со5 х  - 2.-1 -  0

Бу ердан А = 0, В = Демак, тенгламанинг хусусий ечими:

у = созх. Умумий ечими : у = У +  у.
Шунинг учун:

у = е* (С̂  +  С,х) +  соз х.

4- м и с о л .  Ушбу

у" +  4 у = со5 2х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш  а ) / г  +  4 =  0 характеристик тенглама Дг, 2 =  ±  2г ил- 

дизларга эга, бу ердан сс =  0, Р =  2. Мос бир жинсли дифференци- 
ал тенгламанинг умумий ечими

У = С г С05 2х +  С2 51П 2х
бўлади.

б) Дифференциал тенгламанинг ўнг томони /  (х) = со5 2х = 
= М совбх +  ДГ51П б х кўринишга эга. Бунда: 61 =  21 — кг ф  к2. 
Шунинг учун хусусий ечимни куйидаги кўринишда излаш керак:

у = х <А соз 2х +  В 5Ш 2х).
у ' , у" ларни топамиз:

у' =  (А +  2Вх) сс5 2х +  (В — 2Ах) 51П 2х,
у" = (2В +  2В — 4Ах) со5 2х +  (— 2А — 2Л — 4Вх) 51П 2х

У, У', у" ларни дифференциал тенгламага қўйиб, қуйидагига эга бў- 
ламиз:

(4Ах +  2В +  2В — 4Ах) соз 2х +  (4Вх— 2Л — 2Л — 4Вх) 51П 2л: =

=  С05 2х.
51П 2х, со5 2х ларнинг олдидаги коэффициентларни тенглаб:
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С05 2х 
51П 2Х

4В =  1,
—  4А =  0,

А = 0, В = -------эканини топамиз. Хусусий ечим :
4

у — д:51П 2х. 
4

У ҳолда дифференциал тенгламанинг умумий ечими

У — У + у  =  соз 2* +  С2 51П 2х -----х 51П 2д:
4

бўлади.
29.2. Ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли бўлмаган 

п- тартибли дифференциал тенгламалар. Ушбу ўзгармас коэффици- 
ентли чизиқли бир жинсли бўлмаган п- тартибли дифференциал 
тенгламани қараймиз:

У̂ * + а\У 1 ( + агУ* 1 +  + апУ= [(х), (29.12)

бу ерда Яр а2, , ап — ўзгармас сонлар. Мос бир жинсли

у (п) +  а1у {п~ {) +  а2у{‘п~2) +  + а пУ =  0 (29.13)

дифференциал тенгламанинг хзрактеристик тенгламаси 

кп +  а +  агкп~2 +  +  ап =  0

бўлсин. (29.12) тенгламанинг умумий ечими у = ¥  +  у  каби тузи- 
лиши маълум, бу ерда У — мос бир жинсли (29.13) дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими, у эса берилган бир жинсли бўлмаган 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечими.

[(х) функция махсус (29. 3) кўринишга эга бўлган ҳолда хусу- 
сий ечимни хам уша (29 3) шаклда излаш керак. (29. 3) кўриниш- 
нинг хусусий ҳолларини кўрнб чиқамиз р.а хусусий ечим шаклини 
тузши қондя зарнни келтирамиз.

1) /  (х) = Рп (х) бўлсин, бу ерда Р„ (х) маълум кўнҳад. Агар 0 
сони характеристик 1енгламанинг карралиги г булган ечими бўлса, 
хусусий ечимпн у = х гРп(х) шаклда излаш керак, бу ерда Рп (х) — 
— кўпҳад бўлиб, уньнг даражаси Рп (х) нинг даражаси билан бир 
хил, лекин коэффициентлари номаълум.

2) /(д:) = е ухРп (х) бўлсин, бу ерда у — ўзгармас сон. Агар у 
сон характеристик тенгламанинг карралиги г бўлган илдизи бўлса, 
хусусий ечимни

у = х г еух Вп (х)

шаклда излаш керак, бу ерда Рп (х) ҳам Рп (х) билан даражаси бир 
хил бўлган кўпҳад.
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3) /  (х) =  М со5 б х + Л + т  Ьх бўлсин, бу ерда М, IV, б—ўзгармас 
сонлар. Агар б сон характеристик тенгламанинг карралиги г бўл- 
ган илдизи бўлса, хусусий ечимни

У =  X (А С05 б X +  В 51П б х)
шаклда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум ўзгармас коэффи- 
циентлар, /  (х) функцияда фақат синус ёки фақат косинус қатнаш- 
ган, яъни /  (х) =  М соз 6 х ёки /  (х) =  N 51П б х ҳолда ҳам хусусий 
ечимнинг бу шакли сақланиб колади.

4) /  (х) =  еух [Рп (х) соз 6х +  (2ш (х) 5Ш бх] бўлсин, бу ерда у, б—
— ўзгармас сонлар, Рп (х), фт  (х) — маълум кўпҳадлар. Агар у +  
+  / б сон характеристик тенгламанинг карралиги г бўлган илдизи 
бўлса, хусусий ечимни

у =  х г е ух [и (х) соз б х +  V (х) 5Ш 6 х]
кўринишида излаш керак, бу ерда и(х), и(х) — коэффициентлари но- 
маълум кўпҳадлар бўлиб, уларнинг даражаси Рп (х), <Зт  (х) кўпҳад- 
ларнинг энг юҳори даражасига тенг. Хусусий ечимнинг бу шакли 
/  (х) функцияда факат синус ёки фақат косинус ҳатнашган, яъни

[(х) =  е ух Рп (х) соз б х ёки [ (х) = е ух <?ш (х) 51п 6х 
бўлганда ҳам саҳланади.

4) ҳолда аввалги 1), 2), 3) хрлларнинг умумлаштиришини кўриш 
осон. ‘

5- м и с о л . Ушбу

У™ — у = х3 +  1
дифференциал тенгламани ечинг.

Е ч и ш .  а) к*— 1 = 0  характеристик тенглама кх =  1, к2 = 
= — 1, к3 =  I, кА =  — I илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими

V = Схе х +  С2е ~х +  С3 соз х +  С4 51П х 
кўринишда бўлади.

б) Дифференциал тенгламанинг ўнг томони /(*) =  х3 +  1 = Р3(х) 
кўринишга эга. 0 сони характеристик тенгламанинг ҳеч кайси ил- 
дизига тенг эмас, шунинг учун г =  0. Хусусий ечимни қуйидаги 
кўринишда излаб, ҳосилаларни топамиз:

~ў = Ах3 +  Вх2 +  Сх +  Д  7 "  =  6Л,
7  =  3 Ах2 +  2Вх +  С, = 0 .
ў* = 6Ах + 2В,

Ушбу тенглнкка эга бўламиз:
— Ах3 — Вх3 — Сх — Г) =  х3 +  1. Бу ерда А = — 1, В = С =  0, 
О =  — 1. Хусусий ечим : у =  — я3— 1.

Демак, умумий ечим:
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у = У +  у =  Схе х +  Сге х +  С3 соз х +  С4 51П х  — л:3 — 1.
Бир нечта амалий масалаларнинг таҳлилини келтирайлик.
29. 3. Моддий нуҳтанинг мажбурий тебранма ҳаракати. Резо- 

нанс ҳодисаси. Моддий нуқтага қайтарувчи кучдан ташқари вақт- 
нинг даврий функциясидан иборат бўлган уйғотувчи куч ҳам таъ- 
сир этса, у мажбурий тебранма ҳаракатда бўлади. Даврий куч ман- 
баи ўз табиатига кўра турлича бўлиши мумкин. Ёқилғи ёниши на- 
тижасида ҳосил бўладиган газларнинг ички ёнув двигатели порше- 
нига таъсир кучи, электромагнитларнинг ўзгарувчан тортиш кучлари, 
муюзанатланмаган валнинг айланиши натижасида ҳосил бўладиган 
марказдан қочма инерция кучи ана шулар жумласидандир.

Айтайлик, моддий нуқтага таъсир этувчи <3 уйғотувчи кучнинг 
х  ўқдаги проекцияси С}х = Н зш {р1 +  б) га тенг бўлсин; бу ерда 
Н — уйғотувчи кучнинг амплитудаси, р — унинг доиравий частотаси, 
б — бошлангич фаза.

Ғ қайтарувчн ва <2 уйғотувчи кучлар таъсиридаги моддий нуқ- 
танинг ҳаракат дифференциал тенгламаси қуйидаги кўринишга эга
б ў л а д и :

т х =  — сх +  Н 5Ш (р( +  б)

ё к и

х  +  к2х = Н0 5Ш (р( +  б), (29.14)

б у н д а

т

я . - " .т
(29. 14) тенглама моддий нуқтанинг мажбурий тебранма ҳарака- 
ти тенгламаси дейилади. Бу тенглама коэффициентлари ўзгармас 
бўлган иккинчи тартибли, бир жинсли бўлмаган чизиқли тенглама-
дан иборат. Унинг умумий ечими х  +  кгх =  0 бир жинсли тенгла- 
манинг умумий ечими хг = а 51П (к1 +  а) ва (29.14) тенгламанинг 
хусусий ечими хх ларнинг йиғиндисига тенг:

* =  * !+ .* ,. (29. 15)
Агар р ф  к бўлса, (29. 14) тенгламанинг хусусий ечимини қуйидаги 
кўоинишда оламиз:

х, =  А 5Ш (р( +  б). (29. 16)

Бундаги А катталикни аниқлаш учун (29.16) дан вақт бўйича икки 
марта ҳосила олиб,

Хг =  — Ар' 51П (р( +  б),
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сўнгра хг ва хг ларнинг қийматини (29. 14) тенгламага қўямиз: 
— Ар2 51П {р1 +  б) +  Акг 51п](/?/ +  б) =  Н0 $т(р( +  б) 

ёки
А (к2 — р2) 51П (р(]-\- б) =  Н0 51П (р( +  б).

Бу тенглик ўринли бўлиши учун чап ва ўнг томондаги 
олдидаги коэффициентлар ўзаро тенг бўлиши керак:

А(к2- р 2) = Н а.
Бундан

муносабатни оламиз.
(29. 18) ни (29. 16) га қўйиб, хусусий ечим учун

Х2 =  --- —---- 51П (р( +  б)2 н ’

(29. 17)
51П (р( +  б)

(29.18)

ифодага эга бўламиз.
Шундай қилиб, (29. 14) тенгламанинг умумий ечими қуйидаги 

кўринишда ёзилади:

х  =  а 51П (к( +  а) Н------Н° 51П (р( +  б). (29, 19)№ — р2

Бинобарин, моддий нуқтага бир вақтнинг ўзида Ғ қайтарувчи ва
<3 уйғотувчи кучлар таъсир этса, мазкур нуқта к частота билан со- 
дир бўладиган эркин тебранма ҳаракат ҳамда уйғотувчи куч часто- 
таси р билан содир бўладиган мажбурий тебранма ҳаракат.'!<пиан 
ташкил топган мураккаб ҳаракатда бўлади.

(29. 191 даги а ва а  доимийлар ҳаракатнинг бошланғич шартла- 
ридан аниқланади. Бу тенгламадаги нуқтанинг мажбурий тебрапма 
ҳаракатини ифодаловчи охирги ҳадда интеграллаш натижасида ҳо- 
сил бўладиган доимийлар қатнашмайди. Бинобарин, мажбурпй т+- 
ранма ҳаракат нуқта ҳаракатининг бошланғич шартларш :; бог 
бўлмайди.

Нуқтанинг

=  Н° ' 51П (р( +  б) (29. 20)-- р2

қонун асосида содир бўладиган мажбурий тебранма ҳаракатиии ба- 
тафсил текширамиз.

Мажбурий тебранма ҳаракат амплитудаси

А г =
Я„

№ - р2 I
(29. 21)

тенгликдан аниқланади.
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35- шакл Зо- шакл

Мажбурий тебранма ҳаракат тенгламасинн унинг амплитудаси 
орқали куйидагича ифодалаш мумкин:

к >  р бўлса, =  Ах 51П (р1 +  б), 

к<  р бўлса, х2 =  — Ах 5!П {р1 +[б) =  Аг 51П (р/ +  б — л).

Охирги иккита тенгликдан кўрамизки, агар к >  р бўлса, мажбурий 
тебранма ҳаракат фазаси С}х =  Н 5Ш (р1 +  б) уйғотувчи куч фазаси 
билан устма- уст тушади (35- шакл); агар к <  р бўлса, мажбурий 
тебранма ҳаракат ва уйғонувчи куч қарама- ҳарши фазага эга бў- 
лади, яъни мажбурий тебранма ҳаракат фазаси уйғотувчи куч фаза- 
сидан я  га орқада қолади (36- шакл).

Мажбурий тебранма ҳаракат амплитудасини частоталар нисбаги 
орқали қуйидагича ифодалаш мумкин:

А2

бунда

Нп

ст
н*
к-

Хст

р
кг

(29.22)

билан нуқтага уйғотувчи кучнинг максимал қийматига тенг куч 
таъсир этганда унинг мувозанат ҳолатидан статик оғишини ифода- 
ловчи катталик белгиланган.

Агар нисбатни г] орқали белгиласак,
+Ш

Аг 1

! '•
(29.23)

т] катталик динамиклик коэффициенти дейилади; бу коэффициент 
мажбурий тебранма ҳаракат амплитудаси статик оғишидан неча марта
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ортиқ бўлишини ифодалай- 
ди. 37- шаклда ифодаланган
(29.23) ифоданинг графи-

гидан кўрамизки, 1 дак
динамиклик коэффициенти 
жуда катта қийматга эри- 
шади. (29. 17) дан кўрамиз- 
ки, рт&к бўлганда (29.16) 
кўринишидаги хусусий ечим 
мавжуд бўлмайди. Бу ҳолда 
хусусий ечимни қуйидагича 
ганлаб оламиз:

**2 =  (51П Р( —к*—р- 
— 51п Дг̂ ).

Бу ечимни (29. 19) тенглик 
билан ифодаланадиган уму- 
мий ечимдан а, а  ва б катта- 
ликлар

а =  —
к--р -

, а = 0, 6 = 0

қийматларни қабул қилган ҳолда келтириб чиқариш мумкин. Агар 
р = к бўлса, мазкур хусусий ечим -у  кўринишидаги аниқмасликдан

иборат бўлади. Бу аниқмасликни йўқотиш учун Лопиталь қоидаси- 
дан фойдаланамиз:

х1= Н а
-------- (  5 1 П  р£ —  5 1 П  Ш)
4Р_____________

р = к

— н о< и* -------— С05 к(.
2 к

(29.24)

Шундай қилиб, р = к ҳолида (29. 14) тенгламанинг умумий ечи- 
мини

х = а 5Ш (к1 +  а) — — С05 к( ’ 2 к (29. 25)

кўринишда ёзиш мумкин.
38- шаклда х'2 функциянинг графиги тасвирланган бўлиб, р = к

бўлганда вақтнинг ўтиши билан тебраниш амплитудаси вақтнинг 
чизиқли функцияси сифатида чексиз орта боради. Бу ҳодисага резо- 
нанс дейилади.
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а

38- шакл

■I

Резонанс ҳодисасини 
эътиборга олмаслик натижа- 
сида баъзида иншоотлар тў- 
сатдан бузилиб кетиши мум- 
кин. Масалан, осма кўприк 
устидан аскарлар бир хил 
қадам ташлаб ўтганда ас- 
кар қадамларининг частота- 
си кўприкнинг тебраниш 
часготаси билан устма- уст 
тушганда резонанс ҳодисаси 
рўй беради ва натижада 
кў прик бузилиб кетиши мум- 
кин. 1850 йилда Анжер ос- 
ма кўприги устидан 500 
кишилик француз пиёда

аскарлари батальони бир меъёрда қадам ташлаб ўтиб бораётганда бу 
кўприк бузилиб кетган ва натижада 226 киши ҳалок бўлган.

Акустика ва радиотехникада ҳамда турли иншоотларнинг лойи- 
ҳасини динамик ҳисоблашда резонанс хрдисаси алоҳида аҳамиятга 
эга.

29. 4. Нуқтанинг мажбурий тебранишига муҳит қаршилигининг 
таъсири. Эркин тебранма ҳаракатдаги нуқтага тезликнинг биринчи 
даражасига пропорционал бўлган муҳитнинг қаршилик кучи таъсир 
этганда нуқта сўнувчи тебранма ҳаракатда бўлишини кўрган эдик. 
Энди мажбурий тебранма ҳаракатдаги нуқтага бундай қаршилик 
кучи қандай таъсир этишини кўрамиз. Ох ўқ бўйича ҳаракатланув-
чи М нуқтага қайтарувчи куч Ғ, уйғотувчи куч <2 ва тезликнинг
биринчи даражасига пропорционал бўлган Я =  — р- V  қаршилик 
кучи таъсир этсин.

Координаталар бошини пружина деформацияланмаган ҳолатига 
мос келувчи нуқтанинг эгаллаган ҳолатида олиб, унинг ихтиёрий 
пайтдаги координатасини х билан белгилайлик. У ҳолда нуқтага 
таъсир этувчи кучларнинг координата ўқларидаги проекциялари 
қуйидагича ифодаланади:

Ғх = — СХ,  &  =  Н 51П (р1 +  б) — рх, Ғх = —  Р*.

Бундай кучлар таъсиридаги нуқтанинг ҳаракат дифференциал тенг- 
ламасини

кўринишда ёзиш мумкин. сх ва рх ҳадларни чап томонга ўтказиб, 
тенгламанинг иккала томонини т га бўлсак,

т х =  — сх + Н 51п (р{ +  б) — р, х

X +  —X +  — X =  -  5Ш (р1 +  б)
т т т
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ва — =  2п, — =  к2, — =  Н„ белгилашларни киритсак, 
т т т

х + 2 пх + к2х = Н05Ш (р{ +  б) (29. 26)

дифференциал тенглама қосил бўлади. (29. 26) тенглама ҳаракат 
тезлигига пропорционал бўлган қаршилик кучи таъсиридаги нуҳта- 
нинг мажбурий тебранма ҳаракат дифференциал тенгламасини ифо- 
далайди. Бу тенглама коэффициентлари ўзгармас бўлган иккинчи 
тартибли, бир жинсли бўлмаган чизиқли дифференциал тенгламадан 
иборат бўлиб, унинг умумий ечими (27. 21) бир жинсли тенгламанинг 
умумий ечими хг билан (29. 26) тенгламанинг хусусий ечими х2 лар- 
нинг йиғиндисига тенг бўлади:

х  =  лҳ +  х2. (29. 27]

(27. 21) тенгламанинг умумий ечимини п ва к ларнинг қандай қий- 
матларни қабул қилишига қараб, мос равишда (27. 22) ёки (27. 23), 
(27. 32) ёки (27. 34) ҳамда (27. 35) кўринишда олиш мумкин.

(29. 26) тенгламанинг хусусий ечимини
[х2 =  А 51П (р{ 4- 6 — е) (29.28)

шаклида оламиз. Бундаги Л ва е доимийларни аниқлаш учун 
х2 ва х2 ларни ҳисоблаб,

х, =  Ар С05 {р1 +  б — е), 

х2 =  Ар2 51П (р1 +  6 — е),

сўнгра хг, х2 ва х2 ларнинг қийматини (29. 26) га қўямиз:
— Ар2 51П (р1 +  б — е) +  2 пАр сое (р( +  б]— е) +  Ак2 51П (р{ +  б — е) =

=  Н0 51П (р{ +  б). (29.29)
Бу тенгламанинг ўнг томонидаги ифодани қуйидагича ёзиб:

Я 0 51П (р{ +  б) =  Я0 51П (р{ +  б — е +  е) =
=  Я о  51П (р{ +  б —  е) С05 е +  Н0 сое (р{ +  б —  е) 5П1 е, 

олинган натижани (29. 29) га қўямиз:
А (к2 — р2) 51П (р{ +  б — е) +  2 прА  сое (р{ +  б — е) =
=  Н0 со5е-зш(р^ +  б — е) +  Я 05ше-со5 (р/ +  б — е).

*Бу тенглама { вақтнинг ҳар қандай қийматида ўринли бўлиши учун 
51П (р{ +  б — е) ва со5 (р{ +  б — е) олдидаги мос коэффициентлар 
ўзаро тенг бўлиши керак:

А (к2 — р2) =  Н„ соз е, 
2 прА  =  Я 051пе (29. 30)

(29. 30) дан А ва е лар аниқланадиган ушбу муносабатларни ола- 
миз:
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А = ---------- Я° ------------------ , (29.31)
V  (к~ — Р2)а+4п2р2

=  (29.32)к-—р-
е ни (29. 32) дан аниқлаш мумкинлигини назарда тутиб, маж- 

бурий тебранма ҳаракат амплитудаси А нинг қийматини (29. 28) га 
цўйсак,

х-2 = ---------- Н° ----- ------  51П (р1 +  б — е) (29.33)
/  (к-— р2)2+ 4п 2р2

тенгликни оламиз.
Шундай қилиб, к ва п лар орасидаги муносабат қандай бўли- 

шига қараб, (29. 26) тенгламанинг умумий ечимини
1) п<  к бўлганда кх = \^к2 — п1 белгилашни киритиб,

х = е~м (Сх со5 ку1+Сг 51П к+) + А 5Ш {р1 +  б — е) (29. 34)
ёки

х = ае ~ м 51П (к^ +  а) +  А 5Ш {р1 +  б — е); (29. 35)

2) п >  к муносабат ўринли бўлганда {Н = п2 — к2)

х = е- п1 (С\е м+ С2е ~ м) +  51П{р1 +  б — е) (29. 36)
еки

х = а е ~ м 5Н (Ш +  а) +  А 51П {р1 +  6 — е); (29. 37)
3) п = к ҳолида

х = е - м {Сг{ + Сг)+ А  51П (р/ +  6 — е) (29. 38)
кўринишда ёзиш мумкин.

Бу тенгламаларда Сг, Сг ва а, а лар интеграллаш доимийлари 
бўлиб, ҳаракатнинг бошланғич шартларидан аниҳланади. Масалан, 
(29.34) даги Сг ва С2 ларни аниқлаш учун ундан вақт бўйича ҳо- 
сила оламиз ҳамда олинган тенгламага ва (29.34) га I = 0  да х =
= х0, х = х0 бошлангич шартларни қўямиз:

С2 = —  [лг0 +  пх0 — пА 51п(6 — е) — Ар ео5 (8 — е)], 
к1

С-1 = х 0= А 5Ш (8 — е). (29.34)
Сх ва С2 нинг қийматларини (29.34) га қўйиб, моддий нуқта- 

нинг п<  к ҳолдаги ҳаракат қонунини оламиз;

х = е 
-п> ( А

—М х0 пх0 51П кх{ +  х0 соз ку1

— е м [ —  [п 51П (8 — е) +  р С05 (8 — е)] 51П к^  +
I к1
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(29.39)

(29.39) дан курамизки, п<  к булганда моддий нуқтанинг ҳаракатини 
биринчи қўшилувчи билан ифодаланадиган ва бошланғич шартларга 
боғлиқ бўлган сўнувчи тебранма ҳаракат, иккинчи қўшилувчи билан 
ифодаланадиган ва уйғотувчи куч таъсирида к{ частота билан содир 
бўладиган сўнувчи тебранма ҳаракат ҳамда учинчи қўшилувчи би- 
лан ифодаланадиган соф мажбурий тебранма ҳаракатлардан ташкил 
топган, деб қараш мумкин.

(29.34) — (29.38) формулаларда қатнашувчи е~п‘ кўпайтувчи ьақт- 
нинг ўтиши билан нолга интилади, яъни бу кўпайтувчи қатнашган 
ҳадлар сўнувчи тебранма ёки апериодик ҳаракатни ифодалайди. Шу 
сабабли маълум вақт ўтгандан кейин нуқтанинг ҳаракати фақат

х =  А 5Ш (р(\+ б — е)

қонун билан ифодаланадиган мажбуркй Гтебранишдан иборат бўлиб 
қолади ҳамда мажбуркй тебранма ҳаракат қаршилик кучи таъсирида 
сўнмайди.

Мажбурий тебранишдан фарқли ўлароқ, зркин тебранма ҳара- 
катда жуда кичик қаршилик мавжуд бўлганда ҳам ҳаракат сўнувчи 
бўлади.

Қаршилик мавжуд бўлганда мажбурий тебранма ҳаракат часто-
таси р ва тебраниш даври т =  —  уйғотувчи куч частотаси ва дав-

Р
рига тенг бўлади ҳамда муҳитнинг қаршилиги мажбурий тебранма 
ҳаракат частотаси ва даврига таъсир этмайди.

Қаршилик кучи мавжуд бўлганда мажбурий тебранма ҳаракат 
фазаси (р( +  б —• е) уйғотувчи куч фазаси (р( +  б) дан фаза сил- 
жиши деб аталадиган ва (17.55) формула ёрдамида аниқланадиган е 
катталик қадар орқада қолади.

(29.32) дан кўрамизки, 5т е  =  2пр/*- > 0  бўлгани учун е кат- 
■ Ил

талик 0 <  е <  л оралиқда ўзгаради. Шу сабабли, е ни (29.32) фор- 
мула воситасида бир қийматли аниқлаш мумкин:

+  А  5ш (6 — е) • соз к^( |  +  А  5ш(/?/ +  б — е).

2+
1 — 22

Бу формулалардан кўрамизки, е нинг қиймати уйғотувчи куч часто- 
таси билан эркин тебраниш частотасининг нисбатига тенг бўлган
—  =  г катталикка ҳамда сўниш коэффициенти деб аталадиганк
—  =  Р нинг миқдорига боғлиқ бўлади.к

1§е = 2 пр
к'1—р2

ёкй 1§е = '

п р2 ------—к к

М )
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Бинобарин, р га 
маълум қийматларни 
бериб, е билан 2 ора- 
сидаги муносабатни 
39- шаклдагидек тас- 
вирлаш мумкин.

Қаршилик кучи 
таъсир этмаган ҳолда 
п =  0 ва 1§ е  =  0 бў- 
лади. Бу ҳолда кичик

<  11 би-частота ( т
лан содир бўладиган 
мажбурий тебранма

ҳаракат учун е =  0 бўлиб, мажбурий тебранма ҳаракат фазаси би- 
лан уйғотувчи куч фазаси устма-уст тушади.

р =  к бўлса, яъни уйғотувчи куч частотаси эркин тебранишлар 
частотаси билан устма-уст тушса, сўниш коэффициенти р ҳандай 
ҳийматни ҳабул ҳилишидан қатък назар,

2рг яш е = ----- =  оо ва е =  —1—22 2
бўлади. Бинобарин, мажбурий тебранма ҳаракат фазаси уйғотувчи 
куч фазасидан қадар орҳада қолади.

Қатта частота  ̂ >  11 билан содир бўладиган мажбурий теб-

ранма ҳаракат учун е =  л бўлиб, мажбурий тебранмаУҳаракат фаза- 
си уйғотувчи куч фазасидан л ҳадар орҳада қолади, яъни унга қа- 
рама-қарши бўлади.

к, р ва п ларнинг қийматлари маълум бўлса, 40-шаклда тасвир- 
ланган графикдан силжиш фазаси е ни бевосита аниқлаш мумкин.

Муҳитнинг қаршилик кучи мавжуд бўлганда мажбурий тебран- 
ма ҳаракат амплитудаси (29.31) формуладан аниқланади. Бу форму- 
ладаги касрнинг сурат ва маҳражини кг га бўлиб, мажбурий тебра- 
ниш амплитудаси учун қуйидаги ифодани оламиз:

Нп

А = УНЕЧҒШ
ёки

А =
У  (1 — 22)2 + 4 р 222

(29.40)

бунда 2 = к Р =  — . ^ст =  бЎЛИб- катталик уйғотувчи куч
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ф нинг максимал қийма- 
тига тенг бўлган ўзгар- 
мас Н куч таъсипкда нуқ- 
танинг мувозанат ҳола- 
тидан статик силжишини 
ифодалайди. (29.40) дан 
кўрамизки, сўньш коэф- 
фициенти,- р берилганда 
А мажбурий тебраниш 
амплитудаси г нинг функ- 
циясидан иборат*бўлади.
40-шаклда тасвирланган 
эгри чизиқларнинг ҳар 
бири Р нинг маълум қий- 
матида А амплитуда би- 
лан г орасидаги муносабатни ифодалайди.

(29.40) дан кўрамизки,

(29.41)

ҳамда
П т / 4 = 0 ,

яъни 2 ўқ 40-шаклда тасвирланган эгри чизиқларнинг амплитудаси- 
ни ифодалайди.

2 қандай қийматни қабул қилганда А амплитуда максимал қий- 
матга эга бўлишини аниқлаймиз. Бунинг учун (29.40) да илдиз ос- 
тидаги ифодани /  (х) билан белгилаймиз, яъни

/(г) =  ( 1 — г2)2 +  4р222.

/(г)^нинг минимал қийматига А нинг максимал қиймати мос кела- 
ди. /(г) экстремал қийматларини аниқлаш учун унинг г бўйича 
биринчи ва иккинчи ҳосилаларини ҳисоблаймиз:

—  =  — 4г (1 — г2) + 8 р 2г
йг

= — 4 + 1 2 г 2+ 8 р 2.
йг2

ни нолга тенглаб, г нинг А амплитуда экстремал қиймат- 
йг

ларга эришадиган ва бизни қизиқтирадиган 2 >  0 қийматларини 
аниқлаймиз:

2Х =  0, г2 = У  1 — 2р2.

Агар р <  бўлса, у ҳолда гх =  0 да <  0, яъни /(г) функ- 
ция максимумга, А эса минимумга эришади.
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2* =  V 1 — 2Р2 илдиз учун =  8 П — 2(52) >  0, яъни г =  г2
бўлганда \ (г) минимумга, Л эса максимал қийматга эришади.

(29.40) формулага г = У  1 — 2р2 ни қўйиб, мажбурий тебраниш 
амплитудаси А нинг максимал қийматини аниқлаймиз:

Атах
2л:ст

2РК> — Р2 ' (29.42)

(29.42) ни (29.41) билан солиштириб,

Ашах >  (Л)г=|

бўлишига ишонч ҳосил қиламиз.
40-шаклда пунктрли эгри чизиқ амплитуданинг максимал нуқ- 

талари орқали ўтади.
Бу шаклдан кўрамизки, г =  1 га нисбатан г етарлича катта ёки кичик 

қийматларни қабул қилганда мажбурий тебранишлар амплитудаси му- 
ҳитнинг қаршилигига деярли боғлиқ бўлмайди. Аммо г катталик г =  1 
га яқин қийматларни қабул қилганда муҳиг қаршилклигининг таъ- 
сири ниҳоятда катта бўлади.

Шундай қилиб, агар сўниш коэффициенти р =  шартни қа-

ноатлантирса, у ҳолда г = г2 = У  1 — 2р2 қийматга эргшганда ре- 
зонанс ҳодисаси рўй беради, яъни резонанс г =  —  частоталар нис-

бати бирдан бирмунча кичик бўлганда содир бўлади. (29.42) га кўра 
0 <  р <  }-Л. га мос бўлган резонанс пайтида мажбурий тебранма

ҳаракат амплитўдаси чекли бўлади.
Агар сўниш коэффициенти жуда кичик бўлса, у ҳолда г =  1 деб 

олиш мумкин. Бу ҳолда р= к  бўлганда, яъни уйғотувчи куч часто- 
таси эркин тебраниш частотаси билан устма- уст тушганда резонанс 
содир бўлади.

43-шаклда р = 0  га мос эгри чизиқ қаршилик мавжуд бўлмаган- 
даги нуқтанинг мажбурий тебранма ҳаракатига мос келади.

Агар Р =  0, р =  к бўлса, (29.40) формулага биноан мажбурий 
гебраниш амплитудаси чексиз катта қийматга эга бўлади. Бу ҳолда 
гебранма ҳаракат қонуни (29.25) формула ёрдамкда аниқланади.

29.5. Горизонтал тебранишларни ёзиш учун сейсмограф. Сейс- 
мограф деб ернинг тебранишларини ёзиш учун сейсмик станция- 
ларда ўрнатиладиган асбобларга айтилади. Ернинг горизонтал сил- 
кинишларини ёзиш учун хизмат қиладиган энг содда сейсмографни 
кўриб чиқайлик.
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Ер остидаги хонада жойлаш- 
ган оддий тебрангични тасаввур 
этайлнк (41-шакл). Ер силкиниш- 
лари бўлмаган ҳолда тебрангич 
ОМ0 вертикал мувозанат вазиятда 
бўлади. Энди ер горизонтал теб- 
ранмоқда деб тасаввур этайлик.
Бу тебранишлар тебрангични теб- 
рантиради, улар эса, ўз навбати- 
да, тебрангичра маҳкамланган уч- 
лик мослама ёрдамида ёзилади.
Энди ер тебранишлари билан теб- 
рангич тебранишлари орасида қан- 
дай боғланиш борлигини кўриб 
чиқайлик.

Бундай йўл билан ёзиб олинадиган тебрангич тебранишлари теб- 
рангичнинг тебранаётган ерга нисбатан ҳаракатининг ўзидир. Тебран- 
гич тебранишларининг дифференциал тенгламасини ёзамиз.

Ер ҳаракатини илгариланма ҳаракат деб ҳисоблаб, у гармоник 
тебранмоеда деб фараз қиламиз. Тебрангичнинг осиш ўқи атрофида- 
даги ер билан бирга силжиб, қаралаётган Еақтда А вазиятни эгал- 
лайди. ОА ни хх билан белгилаб (45-шаклда х ўқ чапдан ўнгга 
йўналган): ̂

41-шакл

£  3 = 'сх  51П /7/

га эга бўламиз, бу ерда [а  ва р — ер тебранишининг [амплитудаси 
ва частотаси.

М жисмга (уни моддий нуқта деб қараймиз) тебрангичнинг оғир- 
лик кучи Р ва стерженнинг реакция кучи N  қўйилган. Бу кучлар 
қаторига инерция кўчириш кучи Ғеи — — та>{ ни ҳам киритамиз, т 
А нуқтанинг тезланиш массаси, — тезланишнинг х ўққа проек- 
цияси

х\ = ' —  а р 2_51п|р/ “ [ |

га тенг. Бундан =  ар2 51П эканлиги келиб чиқади. Шу [билан 
бирга тг тезланиш х  ўқнинг манфий томонига, яъни Зўнгдан чапга 
йўналган (агар $ т  р1 >  0 бўлса), демак,

Ғ*и\=  т а р 251П р1,
шу билан бирга Ғеи куч чапдан ўнгга йўналган (агар $ т  р1 > ’0 
бўлса).

Энди моментлар ўқи сифатида тебрангичнинг айланиш ўқи А ни 
олиб, моментлар қонунидан фойдаланамиз; бу ўқни г ўқ деб атай- 
миз. Тебрангичнинг МА узунлигини I билан, унинг вертикалдан 
оғиш бурчагини ср билан белгилаб,

1г =  та1, V =  /ф ' 1г =  тРср'
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га эга бўламиз. Моментлар қонунига асосан
т /2 ф" =  — Р151П ср — Ғеи1 соз ср

ни ҳосил қиламиз ёки Ғеи инерция кучи қийматини қўйиб ва Р =
= т§ эканлигини ҳисобга олиб, т1- га қисқартирсак,

„ , Д = . а р2 . ,
ф +  ~ [5 1 П  ср =  - у -  51П /?/ С05 ср.

Тебрангичнинг кичик тебранишларидан иборат ҳол билан чегарала- 
намиз. 5Ш ср « ср ва сов ср л; 1 деб,

„ . £ арг . .
ф + у ф  =  —у—51П р1

га эга бўламиз, ср бурчак ўрнига В нуқтанинг осиш нуқтаси А ор* 
қали ўтадиган вертикалдан горизонтал оғиши х ни киритамиз. х = 
=  / ср деб (ср бурчакнинг кичиклигига асосан)

х" х =  а гг 51П р1 I ‘
тенгламага эга бўламиз. Тебрангичнинг кичик тебранишлари диф- 
ференциал тенгламаси ана шундан иборат. Биз мажбурий тебраниш- 
лар дифференциал тенгламасини ҳосил қилдик.

Бу тенгламани интеграллаб,
• 2х =  а 5Ш (к1 +  Р) +  а —------- 5Ш р1

к2 — р'2

ни ҳосил қиламиз, бу ерда к =  —— тебрангичнинг эркин тебпа-
нишлари частотаси, а ва р — ихтиёрий ўзгармаслар, улар бошланғич 
шартлардан аниқланади.

Шундай қилиб, тебрангич ҳаракати эркин ва мажбурий тебра- 
нишларнинг қўшилишидан ҳосил бўлади. Ер ҳаракати!

хг =  а зш  /?/
тенглама бўйича содир бўлишини ҳисобга олсак, кўрамизки, тебран- 
гичнинг мажбурий тебранишлари ер тебранишларини уларни

Р1 1

нисбатда орттириб ёки камайтириб такрорлайди. Агар эркин тебра- 
нишлар бўлмаганида эди, у ҳолда тебрангич тебранишлари ёзуви ер 
тебранишларини тўғри қайд этган бўлар эди. Тебрангичнинг эркин 
тебранишлари бундай қайд этишга имкон бермайди. Шунга ишонч 
ҳосил қилиш мумкинки, р!к кичик миқдор бўлганда, яъни тебран- 
гич катта частотали эркин тебранишларга эга бўлганда эркин теб- 
ранишларнинг таъсири унча катта бўлмайди. Бироқ, агар р/к кичик 
бўлса, у ҳолда
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1

кичик миқдор бўлади ва, демак, тебрангичнинг мажбурий тебраниш- 
лари амплитудаси

а

ҳам кичик бўлади, иъни тебрангич ер тебранишларига кам сезгир 
бўлади.

Шу сабабли эркин тебранишларнинг олдини олиш учун бошқача 
йўл тутишга тўғри келади, чунончи эркин тебранишларни сўндира- 
дигаи катта қаршиликлар киритилади. Қаршиликларни тезликнинг 
биринчи дэражасига пропорционал ҳисоблаб, тебрангич тебранишла- 
ри дифференциал тенгламасига эга бўламиз (/? =  — р. х)\

х” +  2пх +  -у- х = ар- 51П р1,

бу ерда 2п = ^ -  — сўнишкоэффициенти. Бу ҳолда тебрангичнинг маж- 
бурий тебранишлари амплитудаси

а р" _ а
) и- -Р++4П-У- \ / { ~ ~  -  1 |  +  —

қийматга эга бўлади.
Сейсмологик станцияларда сейсмографлар махсус электромагнит 

сўндиргичга эга бўлиб, у апериодиклик чегарасигача келтирилади 
(п =  к). Тебрангичнинг эркин тебранишлар частотаси қанчалик ки- 
чик бўлса, у шунча сезгир бўлади.

Мана шунинг учун сейсмографларда асбобнинг эркин тебраниш- 
лари частотасини камайтириш (ёки даврини ошириш) га ҳаракат қи- 
линади. Бунга тебрангичнинг айланиш ўқини горизонтал эмас, балки 
деярли вертикал қилиш йўли билан эришилади (горизонтал тебран- 
гич) ёки тебрангични тўнкарилган ҳолатга қўйилади. Бу ерда баён 
этилган мулоҳазалар тебранишларни ёзиш учун хизмат қилувчи бар- 
ча асбобларга қўлланилиши мумкин.

29.6. Пойдевор вибрацияси. А пойдеворга вертикал бир цилиндр- 
ли двигатель ўрнатилган (42-шакл). Двигатель ишлаётган вақтда 
пойдевор узлуксиз титраб (тебраниб) туради. Пойдеворнинг вибра- 
циясини текшириш талаб этилади.

Бу масалани ҳал этиш учун двигатель, пойдеюр ва пойдевор қу- 
рилган грунтни (ерни) тавсифловчи маълумотлар керак.

Двигателга келсак, унинг қайтма-илгарилама ҳаракатланувчи 
қисмларининг оғирлиги Р(Р оғирликка поршеннинг оғирлиги ва ша-
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туничнг тахминан —  қисми оғирлиги ки-I

ради), кривошипнинг узунлиги г ва шатун- 
нинг узунлиги I берилади. Двигателнинг 
бош вали со2 бурчак тезлик билан текис ай- 
ланади деб ҳисоблаймиз.

Сўнгра ^  орқали пойдеворнинг (двига- 
телнинг қайтма ҳаракатда иштирок этмай- 
диган қисмлари билан биргаликдаги) оғир- 
лигини, 5  орқали эса пойдевор тагининг 
юзини белгилаймиз. Ниҳоят, грунтнинг 
эластиклик хусусиятларини тавсифлайдиган 
миқдорни бериш лозим. Пойдевор грунтга 
чўкканида пойдеворга грунтнинг эластик
реакция кучи Ғ таъсир қилади, уни пой-

42- шакл девор тагининг юзи 5  га ва пойдеворнинг
грунтга чўкиш чуқурлигига пропорционал 

деб ҳисоблаймиз. Пойдеворнинг бу чўкиши ёки ўтиришини б билан 
белгилаб, қуйидагига эга бўламиз:

Ғ ,=  с5б. (29.43)
Бу формуладаги с коэффициент орқали (уни грунтнинг бикрлик 
коэффициенти деб атаймиз] грунтнинг эластиклик хоссаларини тавсиф- 
лаймиз. Агар Ғ кг ҳисобида, 5  см2 ҳисобида, б эса см ҳисобида 
ифодаланса, у ҳолда с коэффициент кг/см3 да ифодаланиши лозим 
эканини таъкидлаймиз.

Шундай қилиб, Р ва ^  оғирликлар, пойдевор тагининг юзи 5, 
кривошип ва шатун узунликлари г ва /, грунтнинг бикрлиги с 
ҳамда двигатель бош валининг бурчак тезлиги со берилган. Бу маъ- 
лумотлар бўйича пойдеюр вибрациясини ҳисоблаш талаб қилинади.

Р „ ..т =  —  орқали двигателнинг қаитма-илгарилама ҳаракатла нает-
8

ган қисмлари массасини белгилаймиз. Агар пойдевор қўзғалмас бўл- 
ганида эди, г, I ва со маълумотлар бўйича т массани (яъни двига- 
тел поршени ҳаракатини) аниқлаш осон бўлар эди. Бироқ аслида 
пойдеюр ва у билан биргаликда бутун машина вибрацияланади. Ас- 
лида массанинг абсолют ҳаракати унинг пойдеворга нисбатан нисбий 
ҳаракати (бу массанинг пойдевор қўзғалмас деб қилинган фараздаги 
ҳаракатидир) ва пойдеюр билан биргаликдаги кўчма ҳаракатининг 
қўшилишидан иборатдир. Бу икки ҳаракатдан биринчиси бизга маъ- 
лум (чунки кривошип механизмининг ўлчамлари ва бурчак тезлик 
берилган), пойдевор билан биргаликдаги кўчма ҳаракат эса 
ҳозирча номаълум, ана шуни аниқлаш керак. Биз пойдевор верти- 
кал йўналишда тебранади ва бунда илгариланма кўчади деб ҳисоб- 
лаймиз. Биз кўчма ҳаракатни илгариланма ҳаракат деб фараз қи- 
лаётганимиз учун т массанинг пойдеюр билан биргаликдаги кўчма 
ҳаракатини, агар т массага таъсир этаётган кучлар қаторига нис-
бий инерция кучи Ғги ни киритадиган бўлсак, абсолют ҳаракат деб
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талқин этишга ҳақлимиз. Бу инерция кучини киритиб, т  массанинг 
нисбий ҳаракатини қарамасдан, балки бу массани пойдевор билан 
дои.мий боғланган деб ҳисоблаймиз. Двигатель ишлаётган вақтда 
пойдевор вибрацияси бу ҳолда гўёки машина ишлаётгандек, бироқ
т  массага Ғ ги ўзгарувчи куч ҳўйилгандек бўлади.

Нисбий инерция кучи Ғги ни ҳисоблашга ўтамиз. Бизга маълум- 
ки, бу куч сон жиҳатдан т хюг га тенг ва хюг тезланишга қарама- 
қарши йўналган, т  массанинг нисбий тезланиши хюг ни ҳисоблаймиз. 
ииг пойдевор қўзғалмас бўлганда В  нуқтанинг 
тезланишининг ўзидир (43-шакл). В  нуқтанинг 
ҳаракат тенгламасини тузамиз. х  ўқини цилиндр 
ўқи бўйича юқорига йўналтирамиз ва саноқ боши- 
ни 0  нуқтада белгилаймиз. ОВ — х  деб белгилаб,

X =  Г С05 Ф +  / 51П Р
га эга бўламиз, бу ерда <р — кривошипнинг бу- 
рилиш бурчаги, р —шатуннинг цилиндр ўқи би- 
лан ташкил этган бурчаги.

Р бурчак ср бурчак билан
Т 51П ф =  5̂Ш[}

тенглик орқали боғланган.
Бундан 5ш р =  Я51П ф, бу ерда Х =  -|-.Д ем ак,

С05 Р =  1 — 51П2р =  У \  — Я,251П2ф.
Радикални Ньютон биноми формуласи бўйича 

ёйиб ва бу ёйилмада X нинг тўртинчи ва юқори даражаларини ўз 
ичига олган барча ҳадларни ташлаб юбориб, тақрибан

С05р =  1---- — 51П2 ф
ни ҳосил қиламиз, ва демак:

X =  Г С05 ф ] +  I  ^ 1 ------ 5Ш 2 ф |  =  Г ^ С05 ф ----------- 51П2 ф |  +  I.

Бу ерда ф =  со/ деб, В  нуқта ҳаракатининг тақрибий тенгламасиии 
ҳосил қиламиз:

X =  Г (с05 ---- 51П2 С0/^+ /.

Буни вақт бўйича икки марта дифференциаллаймиз:
'

(51П СО/ +  —  51П2 СО̂ ,
X "  =  —  Т СО2 (СОЗСО/ +  Я.СО52С0/),

иккинчи тартибли х" ҳосила шг тезланишнинг х  ўққа проекциясидан 
иборатдир, бу проекцияни шгх билан белгиласак,

43- шакл
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га эга бўламиз.
Ғи инерция кучи миқдор бўйича гтюг га тенг ва тг тезланишга 

тескари йўналганлиги учун Ғги инерция кучининг Ох ўққа проекция- 
сини Ғгих орқали белгиласак;

Ғгих =  — т тгх =  тг со- (соз со I +  А, со5 2 со I) (29.44)

■Ъ0ГХ =  —  Г СО2 (соз СО I  +  X С05 2 0) I)

ни ҳосил қиламиз.

Ғ

44- шакл

Энди пойдевор ҳаракатини аниқлашга 
ўтамиз. М + т  массага 0 + Р оғирлик ку-
чи ва грунтнинг эластик реакция кучи Ғ 
таъсир этади; бу кучлар қаторига нисбий
инерция кучи Ғ'и ни ҳам киритамиз (44- 
шакл). Мувозанат ҳолатда пойдевор статик 
чўкиш /  га эга бўлиб, у оғирлик кучи
<2 +  Р билан грунтнинг эластик реакция ку- 
чи Ғ орасидаги мувозанатдан, яъни

<Э +  Р = с 5 Ғ  (29.45)
генгликдан аниқланади.

Пойдевор оғирлиги мувозанат вазиятининг 
марказини С„ орқали ва унинг тебраниш 
вақтининг бирор пайтидаги вазиятини С ор- 
қали белгилаймиз. Ох ўқни вертикал юқори- 
га йўналтирамиз ва С„-С ни хх билан белги- 
лаймиз (ху миқдор С0 нуқтадан юқорига то- 
мон қўйилганда уни мусбат ҳисоблаймиз). 
Мазкур вақтда пойдеворнинг чўкиши /  — лҳ 
га тенг бўлганлиги учун эластиклик кучи 
Ғ учун

Ғ =  с5 (/ — х )̂
ифодани оламиз.

М +  т масса ҳаракатининг дифференциал тепгламасинииг х ўк- 
қа проекцияси
(М +  т)х\ =  -  (<2 +  Р) +  Ғ +  Ғ'их =  -  «Э.+ Р) +  с5 (/ -  х,) +  Ғ^,

бундан (29.45) ни ҳисобга олиб ва (29.44) дан Ғгик нинг қийматини 
қўйиб,

(М +  т)х\ =  — сЗлҳ +  т гсо\(со5 со I +  л со5 2со<).

белгилашни киритамиз. У ҳолда ҳосил бўлган тенглама 
ушбу кўринишни олади:

х\+к2 х, =  —- — со2 (Ш +  X соз 2 со I). (29 46)
М+т  ' '
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Биз бир жинсли бўлмаган чизиқли дифференциал тенглама^ҳосил 
қилдик.|Мос бир жинсли

х\ +  к-х{ =  0
тенгламанинг ечими бизга маълум бўлиб,. у

хх =  С, соз к( +  С2 51п Ш. (29.47)
га тенг, бу ерда Сг ва Сг — ихтиёрий ўзгармаслар. Бир жинсли 
бўлмаган тенгламанинг хусусий ечимини А ва В номаълум коэффи- 
циентлари^билан

хх =  А соз со I +  В С05 2 со (
кўринишда излаймиз. хг нинг бу қийматини (29.46) тенгламага 
қўйиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

(к2 — ©2) А созсо / +  (к~ — 4 со2) В со5 2 со/= тг<0 (со5со ( +  К со5 2 Ш),
М+т

бу ерда тенгликнипг чап ва ўнг томонидаги созсо^ ва со$2со( ол- 
дидаги коэффициентларни тенглаб, топамиз:

^ _ тги>’ _ тга?Х
~  (М+,п) (к*—и?)' ~  (М+т) (№—4ш*)'

Шундай қилиб, изланаётган хусусий ечим бундай ^бўлади:

*1
тгш2 

М+т
СО5С 0/

А-—со'Г  +

X С05 2 со / \ 
№ — 4 со3 /

Бу хусусий ечимга бир жинсли тенгламанинг (29.47) умумий ечи- 
мини қўшиб, (29.46) тенгламанинг умумий ечимини оламиз:

хх =Сг С05\к( +  Сг 51П к( тгсо* 7  со5 со I 
М+т  \6'-—ш2

X С052 со А 
4С02 ) ’

С, ва Сг ихтиёрий ўзгармасларни ўз ичига олган ҳадлар пойдевор- 
нинг хусусий ёки эркин тебранишларига мос келади, бу тебраниш- 
лар частотаси к га тенг. Олинган формуладаги сўнгги ҳад пойде- 
ворнинг мажбурий тебранишларига мос келади. Бу мажбурий теб- 
ранишлар, ўз навбатида, со ва 2 со частотали иккита гармоник теб- 
ранишнинг қўшилишидан ҳосил бўлади.

Бу ерда, кўриниб турибдики, биз резонанснинг иккита ҳолига
эгамиз: со =  к бўлганда Еа со = — ;бўлганда. Двигател бурчак тез-

2 •
лигининг пойдевор кучли вибрациясини кутишимиз мумкин бўлган 
бу қийматлари критик бурчак тезликлар, уларга мос бурчак тез- 
ликлар эса критик айланишлар сони деб аталади.

Пойдеворни лойиҳалашда унинг оғирлиги ва ўлчамларини шун- 
дай танлаш лозимки, двигателнинг нормал айланишлар сони бу 
хавфли критик айланиш сонларидан етарлича узоқликда ётсин.
__ 29.7. Д е д у и  т е б р а н г и ч и .  Нотекис ҳаракатланаётган темир
йўл поездининг тезланишини аниқлашда қуйидаги усулдан фойда- 
ланилади.
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и г
Поезд вагонига учига М юкча 

ўрнатилган енгил стержендан ибо- 
рат М тебрангич (маятник) осилади 
(45- шакл). Поезд нотекис ҳаракат- 
ланаётганда тебрангич поезд тезла- 
ниши йўналишига қарама- қарши 
йўналншца оғади. Тебрангичнинг вер- 
тикал оғиш бурчагини ўлчаб поезд- 
нинг тезланиши ҳақида хулоса чи- 
қариш мумкин.

Мувозанатдан оғиш бурчаги а учун ушбу формулани оламиз:

бундан

<£« =  — , (29.48)
£

(29.49)

Поезд ўзгармас тезланиш билан ҳаракатланмоқда деган фаразни 
ҳозирча ўз кучида сақлаб туриб, тебрангич ўзининг мувозанат ҳо- 
латидан чиқарилган деб фараз қиламиз ва тебрангич ҳаракатини аниқ- 
лаймиз.

Ҳаракатланаётган вагонда кузатилаётган тебрангич ҳаракати ҳара- 
катланаётган вагонга нисбатан тебрангичнинг нисбий ҳаракатидан 
бошқа нарса эмас. Биз вагон ҳаракатини илгариланма ҳаракат деб 
ҳисоблашимиз мумкин.

Тебрангичнинг вертикалдан а бурчакка оғган мувозанат вазиятини 
белгилаб оламиз ва тебрангич вақтнинг берилган пайтида ўзининг 
мувозанат вазияти билан <р бурчак ҳосил қилади, деб фараз қиламиз 
(46- шакл). <р ни аниқлаш учун дифференциал тенглама тузамиз.

М юкчага (уни моддий нуқта деб қараймиз) унинг Р оғирлиги
ва тебрангич стерженининг реакция кучи N таъсир қилади. Бу куч-

лар қатприга кўчирма инерция 
кучи Ғ* =  — тт ни ҳам кирита- 
миз, бу ерда т —юкча массаси, 
ш — поезднинг тезланиши (яъни 
М нуқтанинг кўчма тезланиши). 
Бу Ғеи кучни поезд тезланишига 
қарама-қарши йўналтирамиз (46- 
шаклда ш тезланишни «—>-» белги 
билан кўрсатилгандек, ўнгдан чап- 
га йўналган деб ҳисоблаймиз). Қў- 
йилган кучлар қаторига кўчирма 
инерция кучини ҳам киритиб, биз 
ҳаракатланаётган вагонда ҳа- 
ракатланаётган тебрангичнинг ҳа- 
ракатини абсолют ҳаракат деб ҳи- 
соблашимиз мумкин.

ш
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ҒМоментлар қонунидан фойдаланамиз. Моментлар ўқи сифатида 
тебрангичнинг айланиш ўқини (яъни тебрангичнинг осиш нуқтаси 
0  дан ўтувчи ва чизма текислигига перпендикуляр йўналган ўқни) 
оламиз ва бу ўқни г ўқи деб атаймиз. Моментлар қонунига асосан 
қуйидагига эгамиз:

^  = М1г + М2г + М3г, (29.50)

бу ерда 1г — шу М моддий нуқтанинг г ўққа нисбатан ҳаракат миқ- 
дорининг моменти, М 1г, М2г, М3г эса мос равишда Р, N ва Ғ еи куч- 
ларнннг моментлари.

Тебрангичнинг ОМ узунлигини I орқали белгилаб, қуйидагига 
эга бўламиз:

1г - ти1,

бу ерда V — шу М нуқтанинг тезлиги, V — I ср' бўлгани учун
1г = тР  ф'

бўлади. 1г нинг бу қийматини ҳамда Р, N ва Ғ* кучлар моментла- 
рининг қийматларини (29.50) тенгламага қўйиб, қуйидагини ҳосил 
қиламиз:

тР ф " =  — Р151П (а’+  ф) +  Тсоз (а +  ф ) .

Бу грда Ғ*] = тии деб олиб ва тР га қисқартириб, топамиз:

Ф" +  -у- 51П (а +  ф )----- у- с05 (а +  ф) = 0 .  (29.51)

Бу ерда а  бурчак (29.48) формула билан аниқланадиган қийматга 
эга.

Ҳосил бўлган бу тенгламани интеграллашга тўхталиб ўтирмасдан 
(бу тенглама элементар функциялар ёрдамида интегралланмайди), биз- 
нинг тебрангичимиз ўзининг муюзанат вазиятидан озгина оғади деб 
фараз қиламиз: шунга мувофиқ равишда ф  н и  кичик бурчак деб ҳи- 
соблаймиз. Бу ҳолда тақрибан қуйидагига эга бўламиз:

51П ( а  +  ф) =(51П  а ’с05 ф |+  С05 а  51П ф =  51П а  +  ф С05 а ,  

со5 ( а  +  ф )  =  со5 а  со5 ф —  5Ш а  51п ф =  со5 а  —  ф з т  а .

51п (а +  ф) +  со5 (а +  ф) нинг бу қийматларини (29.51) га қўйиб, теб- 
рангичнинг муюзанат вазиятидан кичик оғишли ҳаракатининг диф- 
ференциал тенгламасига эга бўламиз:

ф" +  -у- (51П а  +  ф соз а ) ----- у- (с05 а  — ф 5111 а) =  0,

ёки
„ ст , иғ /  а  Гдо \

Ф +  —  51П а ----- — С05 а  +  ф / -у- соз а  +  —  5Ш а  ) =  0.
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Бу ерда (29.48) формулага асосан,
1 , д . , а;соз а  =  — —  ---- . __■, 51П а  =  со5 а  а  =  -

> 1 +  1е'-а > £ +  и'2 > £- +  оу2
деб олиб,

ф" +  уУ + и’1 ф =  о

ни топамиз. Биз эркин тебранишлар дифференциал тенгламасини ҳо- 
сил қилдик. Бундан ушбу хулосага келамиз: тебрангичнинг мувоза- 
нат вазиятидан кичик оғишли ҳаракат бу вазият атрофида гармоник 
ҳаракатдир. Бу тебранишлар частотаси

V  /  8* +
I

ифодадан, тебранишларнинг Т  даври эса

Т = 2л л [  -------
V у £'■  +

формула билан аникланади.
Энди поезднинг хю тезланиши ўзгармас катталик бўлмаган ҳолга 

ўтамиз (аслида ҳам мана шу ҳол бўлади). Бу ҳолда энди оғишнинг 
мувозанат бурчаги а  ҳақида гапириб бўлмайди. Эндь бу ҳолда по- 
езднинг тезланиши билан тебрангичнинг оғиш бурчаги орасида қан- 
дай боғланиш бор, деган савол туғилади.

Энди оғиш бурчаги ф ни тебрангичнинг вертикал вазиятидан ҳи- 
соблаймиз (47- шакл). ф ўзгарувчи бурчак учун дифференциал тенглама
тузамиз. Яна кўчирма инерция кучи Ғеи = —т ш ( ни киритиб ва тебран-

гичнлнг осиш ўқига нисбатан моментлар 
қонунини татбиқ этиб ушбу тенгламани 
ҳосил қиламгз:

пг Г2 ф " =  — Р151П ф  +  о т  I со 5  ф  

ёки

Т £г и

ф" +  - -  51Пф =  у-С05ф. (29.52).

Бундан

оу =  + I Ф" (29.53)
С 0 5  ф

ни топамиз. хю ва ф узгарувчи бўл- 
ган ҳолда (29.49) формула бу фор- 

алмаштирилкши лозим. Кўриниб турибдики, олинган
I ф "

мула билан 
бу формула (29.49) тенгликдан

С 0 5  ф
қўшимча ҳади билан фарқ қи-
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лади. Агар тебрангичнинг оғишини кузатишдан <р бурчакнинг I вақт- 
да боғлиқлиги маълум бўлса, у ҳолда бу тузатма ҳадни осон ҳисоб- 
лаш мумкин.

ср бурчакнинг вақтга боғланиши график усулда берилган бўлса, 
график дифференциаллаш усули қўлланилиши мумкин.

Албатта (29.49) содда формула поезднинг ўзгарувчан тезланиши 
бўлган ҳолда ҳам сақланганда мақсадга мувофиқ бўлар эди. Бу 
фюрмула т ўзгарувчи бўлган қайси ҳолда етарлича аниқ натижалар 
беради деб ўзкмизга савол бериб кўрайлик, яъни қандай шартда теб- 
рангич оғиш бурчаги ҳар бир пайтда ўзгармас тезланиш бўладиган 
ҳолга мос келувчи оғишнинг м\ъозанат бурчагига яқин бўлади. Бу- 
ни ўзимизга ойдинлаштириб олиш учун, соддалик мақсадида ф 
оғиш бурчаги ҳамма вақт кичик бурчак бўлади деб фараз қиламиз 
(бу асл вазиятга ҳам етарлича аниқ мувофиқ келади); бу ҳолда 
(29.52) ушбу кўринишни олади:

ф" +  у -  Ф =  у  • (29.54)

Бу ердан ф бурчакнинг берилган ўзгармас ш тезланишга мос ф 
муюзанат қийматини бу ерда и)=соп$1 ва ф =сопз1 деб, ҳосил қи- 
ламиз:

Ф =  —  (29.55)е
(бу (29.48) формулага мос бўлкб, унда а  =  ф ва ф шу ф орқали 
алмаштирилган).

Берилган т ўзгарувчи тезланишга мос ф бурчакнинг ҳақиқий ўзға- 
риш йўлини аниқлаш учун биз (29.54) тенгламани интеграллашнмиз 
лозим.

Ф тезланишнинг энг содда ўзгариш қонунини олайлик: фараз 
қилайлик, ш тезланиш вақтга пропорционал равишда ўзгариб, '  вақт 
ичида 0 дан бирор т0 қийматгача ўзгарсин. Бунга мувофиқ равишда

деб оламиз. т нинг б қийматнни (29.54) тенгламага қўйиб,

ф" +  —  Ф =  —  I / /т

га эга бўламиз. Биз ўзгэрмас коэффициентли бир жинсли бўлмаган 
дифференциал тенгламага эга бўлдик. Бу тенглама

хусусий ечимга эга. Бу хусусий ечимга мос бир жинсли тенглама- 
нинг умумий ечимини қўшиб, тенгламанинг ушбу умумий ечимини 
қосил қиламиз:
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ф  =  I 4- Сх С05 к{ +  С2 51П к1,
#т

(29.56)

бу ерда к =  £_, Сг ва С2 — ўзгармаслар.

Бу формуланинг биринчи ҳадида 1 =  т деб,
т

ф =  С05 М +  С2 51П к{
8

га эга бўламиз. Бу натижани (29.55) фэрмула билан таҳҳосласак. 
кўрамизки, ф бурчакнинг ҳақиҳий қиймати бу бурчакнинг қиймати- 
дан (29.55) фэрмула билан аниқланадиган сўнгги иккита ҳад билан 
фарқ қилади, улар эса тебрангичнинг эркин тебранииларига мос ке- 
лади. Тебрангич бошланғич пайтда вэртикал вазиятда тинч турган 
деб фараз қилио, бу эркин тебранишлар амплитудасини аниҳлаймиз. 
(29.56) ифодада

ф' =  — -----Схк 5Ш к{ +  С2 к со5 к{
8-*

тенгликларда £ =  0, ф.=  0 ва ф ^ О ^ д е б ,

с ,  =;о, с2 = - ^ ° -
8к т

ни ҳосил қиламиз. Сг ва С2 нинг [бу (қийматларини |(27.56) га қў- 
йиб, 1

№о ю0 • и
ф  =  ------ { ------------ 5111 к{

8т ■ 8^1
га эга бўламиз. Кўриниб турибдики, тебрангичнинг эркин тебраниш- 
лар амплитудаси (уни а билан белгилаймиз)

а — ^  Т
|^ т  2л8 т

га тенг, бунда Т — тебрангичнинг эркин тебранишлар даври. |Бу 
формуладан келиб чиқадики, Т  / т нисбат қанча кичик бўлса, а ампли- 
туда шунча кичик бўлади. Демак, тебрангичнинг эркин тебраниш- 
лар даври поезд тезланишининг ўсиш вақтига нисбатан қанчалик 
кичик бўлса, ф бурчакнинг ҳақиқий қиймати ҳар бир пайтда ўзи- 
нинг (29.55) билан аниқланадиган қийматига шунча яқин бўлади. 
Бундан ушбу хулосага келамиз: поезднинг тезланиши ьи билан теб- 
рангичнинг (29.55) формуладан аниқланадиган ф оғиш бурчаги ора- 
сидаги боғланишга тебрангичнинг эркин тебранишлари камроқ таъсир 
этиши учун тебрангичнинг эркин тебранишлари иложи борича ки- 
чик даврга (ёки иложи борича катта частотага) эга бўлиши за- 
РУР-
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Чизиқли дифференциал'

I- \У\ =  а „У +  ап - \У  +  а п - 2 у "  +  • +  Уп~ 1 +  а о У (п) (30.1)

ифода берилган бўлсин. Шундай г(х) функцияни топайликки, унга
(30.1) ифодани кўпайтирганда ихтиёрий у функциянинг х бўйича 
аниқ ҳосиласи бўлсин (у функция п марта дифференциалланувчи 
функция). г (х) функцня \у\ дифференциал ифоданинг кўпайтув- 
чиси дейилади. а( коэффициентлар қаралаётган интервалда х нинг 
узлуксиз функцияси ва керакли тартибдаги ҳосилаларга эга.

(30.1) ифодани г(х) функцияга кўпайтирамиз ва |  гЬ [у] йх аниқ- 
мас интегрални ҳисоблаймиз. Бу интегрални бўлаклаб, интеграл ос- 
тида у кўпайтувчи қолгунча интеграллаймиз. Натижада қуйидаги- 
лар ҳосил бўлади:

‘ С апугдх =  ( апугйх,
.(а„_1 У'гйх =  ап_ 'гу  — (' у (ап_{г)' йх,

|  ап- 2У''гс1х =  ап_2 гу' — \.(ап_2г)'у'йх =  ап_2гу\— (ап_2г)' у  +
+  .| 'у(ап_2г)'йх.

30- §. Қўшма тенгламалар

Га1г/(п Х)гйх =  ах гу(п 2) — (ахг)'у{п 3) + (агг)"у(п 4) — +
+  ( -  1)<л-2> (ауг)(п~2) у +  ( ~  1)(п-1>.Г У ^ г Г ^  йх,

Га0у (п) гйх =  а0 гу(п~]) — (аиг)' у (п~2) +  (а0г)" у(п~3) —
-  +  ( -  I)"- ’ Ш (п~Х) У + ( - \ ? ( у  (аўг)(п)йх

ёки интеграллар қатнашмаган ҳадларни алоҳида, квадратуралар 
қатнашгап ҳадларни бир интеграл ифодаеи остига йиғсак,

Г гЦу]йх =  ап_! гу -  (ап_2г)'у +  +  ( — 1)" 1 (ааг)(п '] у  +

- \ г а п - 2 г У ’ — (я„_з2) У +  + ( — 1)(" 2)М (Л 2> У' +

+  а12г/,л 2)— (а0г)'у(п 2) +  а0гг/(л ’’ + 1 у { апг — (ап_ { г)' +

+  (+1—22П — +  (   \)П(аог)(П) ) Лх,
ёки интегрални тенгликнинг чап томонига ўтказиб, янги белгилаш 
лар киритсак,

г^\У\ ~  уМ [г\ ) йх =  ¥[г/,г] (зо.2)
ни ҳосил қиламиз.

Дифференциал
М [2] =  V  -  (ап_ {г)' +  +  ( -  1)л-1 (а, г)(п~1) +

+  (— \)п(ааг)(п) (30.3)
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ифода Ь[у\ дифференциал Уифодага қўшма ифода (ёки оператор) 
дейилади, [у, г\ эса бир томондан у,у', ,*у{п~Х) га, иккинчи
томондан эса г,г', ,■)' г<л_1) га нисбатан бичизиқ формадйр:

Ч[У, г\ = > {  ап_ хг —  {ап_2г)' +  ? + (— 1)л_1 (а0г)(̂ 1)} +

+  у' ( ап - 2 г —  (°п -З г У +  + (  1)" 2М '  2) } +

;+  у {п 2) { +  г — (а„г)' } ,+ ’у {п 0 а0г.

п- тартибли
(30.4)

М [г\ =  0
дифференциал тенглама

(30.5)

Ц у]\= $  (30.6)
тенгламага қўигма тенглама дейилади.

(30.2) муносабат х бўйичагина айниятга айланмасдан, ихтиёрий 
У ва г функциялар учун ҳам ўринли. Агар г учун (30.5) тенгла- 
манинг 2 =  2 ечимини олсак, (30.2) формула

I  гЬ[у]йх = ¥  [у, 7]
ёки дифференциалласак.

гЦ у) = ~  + [у+)

кўринишни олади.
Шундай ҳилиб, агар берилган (30.1) дифференциал^ ифодани

У?га„ ^Ўшма бўлган (30.5) тенгламанинг ихтиёрий г ечимига 
кўпайтирилса, (30.1) ифода (п — 1)-тартибли дифференциал
+\У’ г\ ифодадан олинган тўлиқ ҳосилага тенг бўлади; тескариси 
ҳам т^ғри, г функциянинг Цу\ га кўпайтмаси уни ихтиёрий у 
функция учун аниҳ ҳосилага айлантирса, М [ 2] = 0  бўлиши зарурдир.

Ҳақиҳатан ҳам, агар г (30.1) ифоданинг бирор кўпайтувчиси 
бўлса,

-  (30.7)<1х
бунда [у\ у, у ', ларга нисбатан чизиҳли ифода"

[1/] =  Ъп_х (х) (/('*-»:+ Ьп_2 (*) у М  +  ."+  Ьх (х)у’ +  Ь0 (х) у.

^жкинчи томондан, (30.2) ифодада г нинг ўрнига г ни ҳўйиб, х  
бўйича дифференциалласак,

гЬ[у\  = ± У [ у Г г \ + у М [ г \  (30.8^

НИ ҳосил ҳиламиз. 
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(30.7) ва (30.8) лардан

Т  ^  [</1 * 0 - 1/М  Й  =  0 (30.9)
ах

ифодани ҳосил қиламиз.
(30.9) ифоданинг чап томони у га нисбатан п-тартибли чизиқли 

ифодадан иборат; унинг нолга тенглиги ихтиёрий у функция учун 
бажарилгани сабабли, у ва унинг ҳамма ҳосилалари олдидаги коэф- 
фициентлари айнан нолга тенг, бошқача бўлганда (30.9) у нинг 
дифференциал тенгламаси бўлур эди.

Ф' учун бичизиқли (30.7)5ифоданинг кўринишидан қуйидагилар 
келиб чиқади:

Ьп_х = а0г, Ьп 2  =  а, г (а0г ) ',

Ь0 = ап-\* -~ К - 2 г У +  ■]+(— 1)п_!(ао 2 )<л-|) V

яъни Чг, [ у ] = ^  [уТг) ва (27.9) тенгликдан М] г ]  =  0. _
Демак, агар у(х) функция ихтиёрий бўлганда г функция гЬ[у] 

кўпайтмани аниқ ҳосилага айлантириши учун г қўшма (30.5) тенг- 
ламанинг ечими бўлиши зарур ва етарлидир.
[.у Қўшма (30.5) тенгламанинг ҳар бир ечими (30.6) тенгламанинг 
кўпайтувчиси бўлади; унга кўпайтириш билан (30.6) тенгламанинг 
чап томони тўлиқ ҳосилага айланади. Шундай қилиб, (30.6) тенгла- 
ма биринчи интегралга эга бўлади:

¥ [ у ,  1 ] = С ,  (30.10)

бунинг ўзи эса бир жинсли бўлмаган (п— 1)-тарти5ли тенгламадир. 
Демак, агар бизга С[г/] = / ( х )  бир жинсли бўлмаган тенглама бе- 
рилган бў.юа, г функция унинг кўпайтувчиси бўлади ва биз бирин- 
чи интегрални ёза оламиз:

Ч (у, г) =   ̂ [(^)гйх+[С.

Агар у '+ 7 э]/ =  <2 шаклдаги биринчи тартибли^чизиқли тенгла- 
мага эга бўлсак, унга мос бўлган бир жинсли тенгламанинг қўшма 
тенгламаси Р г— г ' = 0  кўринишда бўлади, унинг ечими г= е ^ Рйх 
берилган тенгламанинг кўпайтувчиси бўлади.

1 - э с л а т м а .  Берилган дифференциал тенглама чап томонининг 
ўзи аниқ ҳосила бўлиши учун унга қўшма тенгламанинг ечими 
2 =  1 га тенг бўлиши зарур ва етарлидир, яъни (30.5) тенгламада 
2 нинг олдидаги коэффициент нолга тенг бўлиши керак.

Ҳақиқатан ҳам, (30.3) ифодани очиб ва унда г нинг олдидаги 
коэффициентни ҳисоблаб, (30.6) тенгламанинг чап томони аниқ ҳо- 
сила бўлишлик шартини топамиз:

й , <1* , / ,чп Ап
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2- э с л а т м а .  Агар жуфт п = 2 т  тартибли Ь[у\ оператор қўшма I 
оператор билан устма-уст тушса, яъни Ь[у] =  М[у] бўлса, у ҳол- 
да бу оператор ўз-ўзига қўшма бўлади. У ҳолда Ь[у] = 0  тенгла- 
ма ўз- ўзига қўшма тенглама дейилади. Иккинчи тартибли

С [у] =  агу +  аху' + а0у", 
операторнинг қўшма оператори

М [2] =  агг — {ахг)' +  (а0г)" =  |
I

=  (а2 — а[+ а'0') г +  (— а, + 2а’0) г' +а0г" 
бўлади. Ўз-ўзига қўшмалик шартлари

— а, -{- 2а0 = а г а2 — а{ +  а0 = а2
ягона биринчисига келтирилади: а̂  = а0. Демак, ўз-ўзига қўшма 
иккинчи тартибли оператор (а„у')' + а гу кўринишда бўлади.

Ми с о л .  Ушбу

(1 + х )у "  — ху' — у = 2х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш.  Бунда а̂  =  — 1, ах =  — х, а0 =  1 + х, (30.11) шарт ба- 

(I №жарилади: — 1 +  — х +  —- (1 +л:) =  0. Демак, тенгламанинг чап 
с1х ах2

томони аниқ ҳосиладан иборат ва унинг биринчи (30.10) интеграли 
мавжуд бўлиб, унда г =  1 деб олса бўлади. ¥  [у, г] ифода эса 
а1гУ— (а0г)'у +  а0гу' кўринишда бўлади. Бу ифодага а0, аг ларнинг 
қийматларини, г нинг ўрнига бир қўйиб, биринчи интеграл

(1 + х)у'  + у ( — х —  1) = х- + С Х
еки

У' У —
л3 +  Сҳ 

* +  1
ни ҳосил қиламиз. Чап томоннинг қўшма ифодаси — г — г' дан 
иборат. г + г' = 0  тенгламанинг г = е~х ечимини янги тенглама- 
нинг кўпайтувчиси деб қабул қилиш мумкин ва натижада

е~х у — е~х у = е~х — 1 1
Х +  1

ни ҳосил қиламиз. Бу тенгламанинг чап томони яна тўлиқ ҳосила- 
дан иборат ва унинг умумий ечими

У Г е~х(*  +  Сх)
0 х +  1

йх +  Сг ех

кўринишда бўлади.
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Эйлер тенгламаси ўзгарувчи коэффициентли чизиқли дифферен- 
циал тенглама бўлиб, уни коэффициентлари ўзгармас бўлган тенг- 
ламага келтириш мумкин. Қуйидаги тенглама Эйлер тенгламаси 
дейилади: & &

х«'у<п) +  р ххР~х «/('»-'> +  2 г/"»-2)!+7. .Г +

+'Рп-\’ху\+ Р пУ =  Я.(х) (31.1)

31-§. Эйлер тенгламаси

бунда р2, , рп — ўзгармас +онлар. Эйлер тенгламасининг
коэффициентлари даражали функциялар бўлиб, коэффициентнинг да- 
ражаси у билан бирга турган ҳосила тартибига тенг.

Эйлер тенгламаси х = е' ёки I =  1п х алмаштириш ёрдамида 
коэффициентлари ўзгармас бўлган чизиқли тенгламага келтирилади.

Ҳақиқатан ҳам, х = ё  , яъни £ =  1п х бўлсин {х >  0 деб фараз 
қилинади; х <  0 учун I =  1п \х\ деб ҳисоблаш керак). I ни оралиқ
аргумент деб ҳисоблаб ва — =  — эканлигини назарда тутиб, унинг

й( х
х бўйича ҳосиласини топамиз:

ду __ ду _ _1_ 

йх <11 х I [(31.2)

Мураккаб функцияни дифференциаллаш(қоидасига’кўра,*д£бўйи- 
ча яна дифференциалласак,

бу ердан

=  £ у _  П \ г , й у ! ____М
дх2 дР ( х ) й1 \ х2 /’

хг
йх3 йР й( '

[(31.3)

11(31-4)

Яна х  бўйича дифференциаллаб, қуйидагини ҳосил қиламиз:
й*у _  Ф £  М \ з  & £  / __ 2_\ _  (£у_  +  _ м _____й у /__  2_\
йх3 — йР V X )} +  йР  V X3 ) [й(* X ' й( А *3 ]

ва бинобарин,
хз Г&У_ _  &у _  з & у ' , о аУ 

йх3 йР й(3 ^  й ( '
(31.5)

(31.2), (31.4) ва (31.5) тенгликлар қуйи ҳосилалар учун х™у{т) 
кўпайтма у нинг I бўйича ўзгармас коэффициентли ҳосилалари орқа- 
ли ифодаланишини кўрсатади. Тўлиқ математик индукция методидан 
фойдаланиб, бу хосса исталган мусбат п лар учун ўринли эканли- 
гини исбот қилиш мумкин, бу ердан исталган тартибли Эйлер тенг- 
ламасини ўзгармас коэффициентли тенгламага келтириш мумкинли- 
ги келиб чиқади.

1- ми с о л .  у?у'"- — хгу "  + 2 х у '— 2у = 0 тенгламани ечинг.
Еч иш.  х =е* деб ва (31.2), (31,4), (31.5) тенгламалардан фой- 

даланиб, қуйидагини ҳосил қиламив:
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ёки

&У з &У | 2  ФЛ ( &У 
аг аг ^ м) [ аг * « \ + Ш - 2 у  = 0ап ш *

г
,3

&3у
йР

. д.гц . г йу п4 -------Н5 — — 2 уаг- ш = 0,

яъни коэффициентлари ўзгармас бўлган чизиқли тенгламани ҳосил 
қилдик. Унинг характеристик тенгламаси г3—4г2—5г—2 = 0  дан кўри- 
ниб турибдики, унинг битта илдизи гх =  1 га тенг, уни (г — ])2 (г— 
— 2) =  0 кўринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг илдизлари: 
г1,2 =  Ь гз =  2. Тенгламанинг умумий ечими

у  =  Схё  +  Сг1ё +  С3ё ‘ 
ёки эски ўзгарувчиларга ҳайтсак,

у  =  Схх +  Сгх§)гСх +  С3х +
Юқорида айтилганлар Эйлернинг

х"г/(п) + р 1хл- | г/(,,- 1) +  +  Рп_\ху'[+рпу)=0  (31.6)

бир жинсли тенгламасини эркли ўзгарувчини алмаштирмасдан, бево- 
сита интеграллашга имкон беради. Ҳақиқатан ҳам, коэффициентла- 
ри \згармас бўлган ўзгартирилган тенгламада каррали илдизлар 
йўқлигида хусусий ечим ег кўринишга, яъни Эйлернинг дастлабки 
тенгламасида у — хг кўринишга эга. Шунинг учун аргументни ўз- 
гартириб ўтирмасдан, дарҳол Эйлер тенгламасининг хусусий ечим- 
ларини у =  хГ кўринишда излаш мумкин:

(г — А +  1) хг~к, (к <  г)

бўлгани'учун"барча к <  г’ ларда

хК \ й(ў  ; = г ( г - 1 ) 1 .  ( г - Л  +  \)хГ .

Бу ифодаларни (31.6) тенгламага қўйиб ва хг га қисқартириб, г ни 
топиш учун л-даражали алгебраик тенгламани ҳосил қиламиз:

г (г 1) (г ■ л +  1) +  р^г (г 1) (г — л +  2) + '
+  +  Р„_2-г ( г — 1) +  Рп_\ г +  Рп =  0. (31.7)

(31.7) тенгламани Эйлер тенгламаси учун характеристик тенгла- 
ма деб аташ табиийдир. У ўзгартирилган, коэффициентлари ўзгармас 
бўлган тенглама учун ҳам характеристик тенглама бўлади.

Агар (31.7) тенглама л та турли г,, г2, , гп илдизларга эга
бўлса, л та хусусий ечим топилади. Эйлер тенгламасининг умумий 
ечими

у =  С+'- +  С2хг‘ +  +С пх гп
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функция бўлади. а каррали гх илдизга хт>, х г* 1п х, хт' 11п л: \- 
хг»(1п х)а~1 кўринишдаги а та хусуснй ечим мос келади, комплекс 
қўшма а ±  Ь\ илдизлар жуфтига ха соз (Ь 1п л) ва ха 51П (Ъ 1п х) 
ечимлар жуфти мос келади.

2- ми с о л .  х3у ‘" + 2 х'1у " — ху’ +  у =  0 тенгламани ечинг.
Ечиш.  у = хт дейлик. У ҳолда у’ = гхт~[ ва ху’ = гхт қуйи- 

дагини топамиз:
у" = г{г— \)хт~2 ва хгу" = г (г— \)хт

Энди у " ’ = г ( г — \)(г— 2)хт- 3, бу ердан х3у " ’ = г ( г — 1)(г —
—  2)

Бу ифодаларни тенгламага қўйиб ва хт га қисқартириб, ушбуга 
эга бўламиз:

г (г — 1) (г — 2) +  2г(г — 1) — г +  1 = 0  ёки г3 — 
- г - г + \ = 0 . ]

Бу тенгламани (г — I)2 (г +  1) =  0 кўринишда ёзиб, гх 2 =  1, 
г3 =  — 1 ни топамиз. Бу илдиатар учта хусусий ечимни беради: 
Ух = х, уг = х 1п х (қўш илдиз), у3 = х~1 ва шундай қилиб, 
умумий ечим ушбу кўринишда бўлади:

У С ̂ х С% 1п х С3/ х.
Эйлернинг бир жинсли бўлмаган тенгламасини ўзгармасларни 

вариациялаш ёрдамида интеграллаш мумкин. Ўнг қисмининг баъзи 
турлари учун аниқмас коэффициентлар усулини ҳам қўллаш мум- 
кин, шу билан бирга буни ўзгармас коэффициентли тенгламага ўт- 
гандан сўнг ҳам, ўтмасдан ҳам бажариш мумкин.

32« §. Дифференциал тенгламалар системалари

Баъзи жараён ёки ҳодисаларни тавсифлаш учун кўпиича бир 
нечта функция талаб қилинади. Бу функциялапни излаш бир нечта 
дифференциал тенгламаларга олиб келиши мумкин ва бу тенглама- 
лар системани ташкил этади.

Бир ўзгарувчили п та номаълум функция учун дифференциал 
тенгламалар системаси умумий ҳолда қуйидаги кўринишга эга:

Ғ\(х, Уг У2• Уп. у[, у'2, У'п)=
Ғ2(х, у х, у2, Уп> у\> у\> II о

ғ п(х> У\> У2> , Уп> У\> У2'

оII

Бу ерда уу, у2, уп, у\, у2, у’п =  0 лар мос равишда х
га боғлиқ бўлган номаълум функциялар ва уларнинг ҳосилалари.

32.1. Нормал системалар. Ҳосилага нисбатан ечилган дифферен- 
циал тенгламалар системаси нормал система дейилади. Бундай сис- 
тема қуйидаги кўринишга эга бўлади:
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\у\ =  А  (* ,  у {, Уг Уп̂
У‘> =  /2 (*. У1» «/2. «/„);

. . 7  (32.1)
Уп = И х’ У\>У* Уп)•

Н о р м а л  с и с т е м а н и н г  х у с у с и я т л а р и :
а) системага кирувчи барча тенгламалар биринчи тартибли тенг- 

ламалардир;
б) тенгламаларнинг ўнг томонлари ҳосилаларга боғлиқ эмас.

(32.1) тенгламалар системасини қаноатлантирадиган у {(х), у2(х),
, уп (х) функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.

(32.1) тенгламалар системаси учун Қоши масаласи шундай ечимни 
топишдан иборатки, у х = х„ да берилган қуйидаги қийматларни 
қабул қилсин:

У\ и , = У\0> У2 |л=,0 =  У20> Уп и .  = Упо (32.2)
Бу қийматлар (32.1) тенгламалар системасининг бошланғич шарт- 
лари дейилади. Уларнинг сони номаълум функциялар сони билан 
бир хил.

(32.1) нормал система учун Коши масаласи ечимининг мавжуд- 
лиги ва ягоналиги тўғрисидаги қуйидаги теорема ўринлидир.

Т е о р е м а .  Агар (32.1) нормал система тенгламаларининг ўнг 
томонлари ўзларининг хусусий ҳосилалари билан биргаликда х0, 
У\о> У20' Упо қийматларнинг атрофида узлуксиз бўлса, у
ҳолда

У\ (*о) =  У\о> У2 Ю  =  У2о> Уп Ю  =  Упо
шартларни қаноатлантирувчи ягона у, (х), у2 (а), уп (х) ечим
мавжуддир.

(32.1) нормал системанинг умумий ечими деб, п та ихтиёрий С„
С2, , С„ ўзгармасларга боғлиқ бўлган ушбу функциялар систе-
масига айтилади:

У̂1 = Ф|(- ,̂ С„ С2, С„),
У2 (%> с „  С2, С„),

. . (32.3)
Уп= %(х, С\, С2, С„).

Бу система қуйидаги шартларни қаноатлантириши керак:
а) С„ С2, С„ ларнинг ҳар қандай мумкин бўлган қиймат-

ларида (32.3) функциялар системаси (32.1) тенгламалар системасини 
қаноатлантириши керак;

б) Коши теоремаси шартлари бажариладиган соҳада (32.3) функ-
циялар системаси Коши масаласининг ечими бўлади, яъни (32.3) 
бошланғич шартлар ҳар қандай бўлганда ҳам ихтиёрий ўзгармаслар- 
нинг шундай С„ С2, С„ қийматларини топиш мумкинки,

182

www.ziyouz.com kutubxonasi



у, = ф , (*, С,, С2, Сп),
{/2 =  Ф2(х, С„ С.„ С„),_  _  _  (324)

= Ф Л ( ^  С 1' С 2-  С п)

бу функциялар системаси берилган (32.4) бошланғич шартларни қа- 
ноатлантиради. Умумий ечимдан ихтиёрий ўзгармасларнинг мумкин 
бўлган баъзи қийматларида ҳосил бўладиган ечимлар хусусий ечим- 
лар дейилади.

32.2. Нормал системани чиқариш усули билан ечиш. п та диф- 
ференциал тенгламадан иборат нормал системани қўшимча функция 
киритиш орқали битта п- тартибли дифференциал тенгламадан ҳосил 
қилиш мумкин. Ҳақиқатан ҳам,

у (п)= П х ,у ,у '  у" , 1/ п~Х))
тенглама юқори ҳосиласига нисбатан ечилган п- тартибли диффе- 
ренциал тенглама бўлсин. Қуйидагича фараз қиламиз:

У=Уи
у' =  у\ =  у 2
у"  = У г = У з

/ п~]) =  «/„_, =Уп,
У1п) =у'п =  /(*, У\, У2> Уп)-

Шундай қилиб, битта /г-тартибли тенгламадан биринчи тартибли п та 
дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси ҳосил бўлади:

У\ = У2<
У2 Уу 
У'з = Уу

у'п = Н х > У\' у2’ Уп)-
Умуман айтганда, тескариси ҳам тўғри. Биринчи тартибли п та диф- 
ференциал тенгламанинг нормал системаси битта п- тартибли диффе- 
ренциал тенгламага эквивалентдир. Дифференциал тенгламаларнинг 
нормал системасини интеграллаш усулларидан бири—чиқариш усули 
ана шунга асосланган. Ҳақиқатан ҳам, (32.1) системанинг тенгла- 
маларидан биринчисини х бўйича дифференциаллаймиз:

1 дх ду! У\ +
д!
ду, Уп•

у\у у ’2у , У’п ҳосилаларни уларнинг (32.1) даги /,, /2, /3 
/„ лар орқали ифодалари билан алмаштириб, қуйидаги тенгла- 

мани ҳосил қиламиз:
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У]« Ғ2(Х' У\'У2< Уп)•
Ҳосил қилинган тенгламани дифференциаллаб, яна юкоридагидек 

йўл тутиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

\У\" =\ҒЛХ> У\' У2’ Уп)•
Худди шундай давом эттириб, охирида қуйидаги тенгламани ҳосил 
қиламиз:
' У\п) = ғ „(х, у{, у2, уя).

Шундай қилиб, қуйидаги системага эга^ бўламиз:

У\ = ғ \ (х> У\< Уг У„)>
У\’ = Ғ2(х, у\, у2, , уп),

. . . (32.5)
у \ п) = ғ „(х' У\' Уг' ' у„)-

Бу системанинг дастлабки (п— 1)та тенгламасидан, умуман айтган- 
да, (п — 1)та у2, у3, уп номаълум функцияларни у функция

ва унинг ҳосилалари ((п — 1)-тартибгача, у ҳам киради) орқали 
ифодалаш мумкин. Бу ифодаларни (32.5) тенгламаларнинг энг охир- 
гисига қўйиб, номаълум функция у3 га нисбатан п- тартибли битта 
дифференциал тенгламага келамиз:

’ У\п) =<*>{х' у {. у\' у[п~ я
Бу тенгламани ечиб, у, ни топамиз:

У\ =  Ф| (Х> С\' С2^ • С„)‘
Қолган функцияларни юпиш учун топилган уг функцияни ва унинг 
ҳосилаларини у,,, у3, уп ларнинг ифодаларига қўямиз. Нати-
жада қуйидаги функциялар системасини ҳосил қиламиз:

У\ ф] (-̂ » Ср С„)*
У2 Фг(х> С\, С2, с п),

Уп = ^п (Х' С\' С2> Сп)-
Бу система (32.1) нормал спстеманинг изланаётган ечимини аниқ- 
лайди.

1-мисол.  Ушбу

V - * .2

2 =  У
дифференциал тенгламалар системасини ечинг, бу ерда эркли ўзга- 
рувчи х.

Еч и ш.  Системанинг иккинчи тенгламасини х бўйича дифферен- 
циаллаб, г" =  у’ ни ҳосил қиламиз. у' ни унинг биринчи тенгла-

184

www.ziyouz.com kutubxonasi



мадаги ифодаси билан алмаштириб, г"  =  — ни оламиз. Иккинчи
г

тенгламага кўра уни г' билап алмаштириб, бир номаълумли иккин- 
чи тартибли қуйидаги тенгламага келамиз:

2' ' =  (£11 
2

Бу тенгламада эркли ўзгарувчи ошкор хрлда иштирок этмайди, шу- 
нинг учун унинг тартибини пасайтириш мумкин. Бироқ, уни

22"  — (г')2 = 0
кўринишида ёзиб ва иккала қисмини г2 га бўлиб, чап томони аниқ 
ҳосиладан иборат эканини кўрамиз. Ҳақиқатан ҳам,

/'£У = д"-(г')3 
\ 2 / 2- ’

натижада тенгламамиз |  = 0  кўринишга эга бўлади, бу ердан

— = С Х ёки г' =  Сх2. Ўзгарувчиларни ажратиб ва интеграллаб, бу 

ердан г ни топамиз:
г - С,ес‘

у  =  г' бўлгани сабабли г учун топилган ифодани дифферен- 
циаллаб, у — СХС2 ес'х ни ҳосил қиламиз. Шундай қилиб, система- 
нинг ечими қуйидагича бўлади:

у = СхС2ес'х, 2 =  С4ес'х.
2 - м и с о л .  Ушбу

\У’ = У + г, 
\г' = 2у — г

дифференциал тенгламалар системасининг

У |л=0 = 2 / 3 ,  2 =  0 
*=о

бошланғич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Еч иш.  Иккинчи тенгламани х бўйича дифференциаллаймиз: 

г" = 2у ' — г' .Эндиг/ '  ни биринчи тенгламага кўра у-\-г  билан ал- 
маштирамиз:

г "  =  2 (у +  г) — г' ёки г" \= 2 у + \1 г— г'
Иккинчи тенгламага кўра 2у ни]|У г га алмаштирамиз: г" =  Зг. 
Чизиқли бир жинсли дифференциал тенгламани ҳосил қилдик: г " — 
— Зг =^). Унинг характеристик тенгламаси к?— 3 = 0  бўлиб, у 
кх = У З , к2 =  — V 3 илдизларга эга. Умумий ечим қуйидаги кў- 
ринишда бўлади:

г = СуеУъх +  С2е~ 1/3 х
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Уни х бўйича дифференциаллаб, г' = Сг / 3  е^ 3 х — С2 / 3  е~ у 3 * 
ни ҳосил қиламиз. Иккинчи тенгламага кўра у =  ў  (г' +  г) бўлга- 

ни учун

У = у (1  +  / з " )  б ' Зх +  (1 — /3 " )  е ~ у ~х

ни ҳосил ҳиламиз. Шундай ҳилиб, системанинг умумий ечими то- 
пилди:

у-> 1 -I- 1' 3 1/т~,' I /~* 1 — 1 3  _V з~хц = С, — —1----  е' 3 ' +  С ,-----------е~ у 3 х» I 2 1 - 2

г= С х + С2е ~ Улх
Хусусий ечимни топиш учун Сг ва С, ларнинг уларга мос ҳий- 

матларини бошланғич шартлардан фойдаланиб топамиз:

1 2 ~Г ^2
1 —V  3 

2
=  2 / 3 ,

Сх +  Сг — 0.

Бу ердан Сг =  2, С2 =  — 2. Демак, берилган системанинг хусусий 
ечими куйидаги функциялар системасидан иборат бўлади:

у = { 1 + У 3 ) е ^ х — (1 -  У Ъ )е~ у*х =  2 зЬ / Зх +
+  2 / 3  сЬ /  3 х,

2 =  2еу 3 х — 2 е - 1,3-̂ =  4 зЬ / 3  х.

33« §. Чизикли дифференциал тенгламалар системаси

33.1. Чизиқли дифференциал тенгламалар деб, изланаётган функ- 
цияларнинг ҳосилалари ва бу функцияларнинг ўзлари чизиқли бў- 
либ кирган тенгламаларга айтилади.

Биз чизиқли тенгламаларнинг нормал системасини қараймиз. Бун- 
дай система қуйидаги кўринишга эга бўлади:

— + а  у {+ а 12у2 +
I\и■

+  фц У\ +  а22 у2 +

+  °1 пУп ~  /> 

+  а2п Уп =  /> (33.1)

йУп . , .
И Х + ° п1 + ап2 +  + +  апп Уп — /

бу ерда у х, у2, , уп — изланаётган функциялар, х — эркли ўз-
гарувчи, а1к ва /  лар х нинг берилган узлуксиз функциялари. Дгар 
УДх) нинг ҳаммаси ҳам айнан нолга тенг бўлмаса, у ҳолда систе- 
ма бир жинсли бўлмаган система дейилади, агар /  лар айнан
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нолга тенг бўлса, у ҳолда чизиқли система бир жинслидир ва у 
қуйидаги кўринишга эга бўлади:

+ а\\У\ + аиУ2 +  + а1пУ«—

~  +  «21 У\ +  а22 У2 +  +  а2п Уп = 0> (33.2)

^  +  ап\ У\ +  ап2 У2 + + аппУп= 0 '

Агар (33.1) ва (33.2) системалар бир хил коэффициентларга эга 
бўлса, у ҳолда (33.2) система (33.1) бир жинсли бўлмаган система- 
га мос система дейилади.

Биз а;к коэффициентлар а< х <  Ь оралиқда узлуксиз деб ҳисоб- 
лаймиз.

(32.2) системанинг хусусий ечими у\'Цх), (х), Ур (х)
функциялар системасидан иборат бўлсин, демак, бу функцияларни 
(33.2) тенгламаларга қўйилганда, улар бу тенгламаларни айниятга 
айлантиради. КЎриш осонки, бу ҳолда Су\]), С уа), С у{))
функциялар системаси ҳам (33.2) системанинг ечими бўлади. Агар 
У[1), У(21)> Уп] ва У{\2)' У{? ' Уп] иккита хусусий ечим

бўлса, у ҳолда у р + у р ,  У р + У р ,  У^+У^п Ҳа« (33.2) 
системанинг ечими бўлади.

Қуйидаги п та хусусий ечимни қарайлик:

У\]), уУ, < ’■ 1
Ур, Ур, е (33.3)

ур. У12П)> <>■
Агар

Ур Ур

о  =
у р УР Ур (33.3')

у\п) у[п) У{пП)
детерминат (а, Ь) оралиқда айнан нолга тенг бўлмаса, (33.3) ечим- 
лар системаси фундаментал ечим деб аталади.

1 - т е о р е м а .  Агар у\к), у р , , у {к) (к = 1, 2, , п) (33.2)
системанинг хусусий ечимлари фундаментал системани таихкил 
этса, у ҳолда системанинг умумий ечими бундай бўлади:

у1=С1у[)) + С2уР+  +Сп у\п), 
у2=С\Ур+ С2 УР + +Спу[п), (33.4)

У п  = С \У ^+ С 2уР  + + С Ц(п).1 П&П
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Мазкур банднинг бошида айтилган фикрлардан (33.4) формула- 
лар системанинг ечими эканлиги келиб чиқади. Бу умумий ечим 
эканлигини исботлаш учун С,, С2, Сп ўзгармасларни у,, у2,

уп функциялар х =  х0 да

У\ (*0) =  У{'в> ■ Уо (х0) = У<20), Уп (*0) =  У(°}
бошланғич шартларни қаноатлантирадиган қилиб танлаш мумкинли- 
гини кўрсатиш лозим.

Ҳақиқатан ҳам, бу шартларни (33.4) ифодаларга қўйиб, С,, С2, 
Сп ни аниқлаш учун ушбу п та чизиқли алгебраик тенгла- 

малар системасини ҳосил қиламиз:
С, у\1) (х) +  С2 у ^  + + С п у<»> (х0) =  (33.5)

(( =  1,2, , п).
О(х0)^= 0 бўлганлиги учун (33.4) система С,, С2, Сп ягона
ечимга эга. (33.4) формулаларга ихтиёрий ўзгармасларнинг топил- 
ган қийматларини қўйиб, изланаётган ечимни ҳосил қиламиз. 

1- м и с о л .  Қуйидаги
у\*> =  ех соз х, уУ) =  ех 51П х.
У<2> =  — 51П X, у(У =  С05 X

ечимлар системасига эга булган иккинчи тартибли, чизиқли бир 
жинсли системани тузииг.

Е ч и ш. Изланаётган тенгламалар бундай бўлади:

0У1
йх

ех (С05 X — 51П х) ---С05 X

Ух ех соз х —  51П X
Уж ех 51П X С05 X

<1уг
йх

ех (51П X +  С05 х) —  51П X

У1 ех С05 х —  51П X
У-2 ех 51П X С05 X

ёки детерминантларни биринчи устун бўйича ёйиб ва иккала тенг- 
ламани Г) (х) =  ех га бўлиб, изланаётган системани ҳосил қиламиз:

"  — (С052 х) • у, +  (1 — 51П X С05 х) У2 =  0, 
ах 
.
—  — ( 1+51П X • С05 х)у^— (51П2 х) ■ //2= 0. 
йх

33.2. Бир жинсли бўлмаган чизиқли дифференциал тенгламалар 
системаси. Ушбу бир жинсли бўлмаган системани қараймиз:
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Ш .6 )

+  °1  пУп =  У 1’

+  °2 п  Уп ~  ^ 2 1  I

+  апп Уп — Уя.

2- т е о р е м а .  Агар бир жинсли бўлмаган системанинг УҲ(х), 
Уг (х), ¥п (х) хусусий ечими маълум бўлса, у ҳолда бу сис-
теманинг умумий ечимини топиш мос бир жинсли (33.2) систе- 
мани ечишга келтирилади.

Ҳақиқатан ҳам янги изланаётган г; функцияларни

У1 =  у 1 +  *„ У2 = У, +  г„ Уп = У п +  2П
муносабатлар билан киритамиз. Бу ифодаларни (33.1) тенгламалар- 
га қўйиб ва

+  ааVх +  а12У2 +  +  а!пУп =  У\ {х) (I =  1, 2, ,п)

айниятларни ҳисобга олиб, янгн г, функциялар учун

+  аИг1 +  а!2 г2 +  +  а1пгп =0.(1 =  1, 2. , п) (33.2')

системани ҳосил қиламиз. Теорема исбот қилинди.
Н а т и ж а .  (33.1) системанинг умумий ечими қуйидаги кўриниш- 

га эга:

СХУ \  . .Ь а п У 1 + а \гУъ —
йу* I I ,+ а г\У 1 + а гчУг + 

+ йп\У1 + а п2У2 +

У1 — +  С2У\2) +  +  СпУТ̂  + ^  1»

Уг =  С+2^ +  С+2̂  +  +  С,+21) +  ^ 2.

^  =  с 1у<|)+ с 2у<2>+  +су ;'+ у п,
бу ерда У1У У2,

У\
( 1) У{2 '

Уп (33.1) системанинг бирор хусусий ечими, 

С  !/?’■ У?. ',33.7)

<С. я Т .  .»г
эса мос бир жинсли (33.2) системанинг п та эркли хусусий ечим- 
лари, С„ Сг, , Сп — ихтиёрий ўзгармаслар.

3 - т е о р е м а .  Агар мос бир жинсли чизиқли системанинг фун- 
даментал ечими маълум бўлса, у  ҳолда бир жинсли бўлмаган 
системанинг ечими квадратураларга келтирилади.

Агар (33.2) системанинг (33.7) ечимлари маълум бўлса, у ҳолда 
унинг умумий ечими қуйидаги кўринишда бўлади:
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(33.8)

У1 = С1у\])+ С 1у ? '+  + С пу\п\  ]

Уг = С\У{2 +  Сгу р  +  +  Спу(2п) I

Уп =  С1Уп] + С*У{п +  + Сп(уТ ' |
бу ерда Сг, Сг, , Сп— ўзгармаслар. С(. ўзгармас коэффициент- 
лар билан берилган (33.8) формулалар (33.1) системанинг умумий 
ечимини бермайди. Бир жинсли чизиқли тенглама бўлган ҳолдаги 
каби ўзгармасларни вариациялаш усулини татбиқ этамиз. С(. ларни 
х нинг номаълум функциялари сифатида қараймиз, шу билан бирга 
уларни (33.8) ифодалар бир жинсли бўлмаган системанинг ечим- 
лари бўладиган қилиб танлаймиз.

(33.8) тенгламаларни х бўйича дифференциаллаймиз:

-  = С1^ - + С г - ^ -  +
с1х ах ах

+  С„— +п йх

+  ^ + ^  +йх ах
, (п) АСп

+ у * -%ти=и  2, , п). (33.9)

(33.9) ва (33.8) ифодаларни (33.1) га қўямиз. (33.9) формулалар ўнг 
томонларининг биринчи сатрлари С, лар ўзгармас бўлгандаги каби
кўринишга эга, чунки у ()), у (+, , у\п) бир жинсли системанинг
ечими бўлганлиги учун ўрнига қўйилганда биринчи ҳадлар нолни 
беради; ҳақиқатан ҳам, I- тенгламага қўйиш натижаси бундай бў- 
лади:

п Ди<*) п
2 с А̂ +  +  2 <,ў*=1 в йх *=1 ‘ йх +  аа 2  Ску \ ’ +

К =  1

„(*)

еки

+  ап 2  СкУз +  • • • +  ат 2  СкУп — ^  *=1 *=1

§1с* ( г г  + 0,1 у ™ + ‘ + а<п 1+

+ у\1)̂ +  + у(Г ^ = у{

ва Си С„ Сп ни аниқлаш учун қуйидаги тенгламалар қолади:

,.(!) ££1 I „(2) ££1 
<Хх ' йх

4Со

+  „<")££^ = у %
' У1 йх 11

,ас„„(1) аС1 I ,,(2) , I „(п) П .  — V
у 2 “л Г + ^ 2  - 5 Г +  +  У% йх
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..(I) . .„(2)
У п с1х У  п

АС*
йх +  У

<Н) йСп =  V  
'I йх п'

&С-! йСп
, -^ г  га нисбатан чизиқли бу система ечимга эга,

чунки системанинг детерминанти й(х )Ф  0.
п та ечим системаси фундаментал деб қилинган фаразга асосан 

қуйидагини ҳосил қиламиз:
АСҳ Оц +  Цг +  2 +  4" Вп\ У,| .
“^  =-------------т -------------- =
ас,
йх

^ 12̂ 1 Ч- ^ 22̂ 2 "Ь +  О„о к„
=  ФгИ.

асп _  0 \гУг + °2гУ^+ + °т У п___ , „ ч
йх О (г) --- '+ 1,

бу ерда В1к{1, к =  1, 2, , п) орқали детерминантнинг у\к) эле-
ментга мос минори белгиланган. ср, (*) лар маълум функциялар бўл- 
ганлйги учун С( лар квадратура орқали топилади:

С( =  [ ф,(*) Ох +  у ^  =  1 , 2 ,  , п),
(у, — интеграллаш ўзгармаслари).

С( ларнинг топилган қийматларини (33.8) формулаларга қўйиб
(33.1) системанинг умумий ечимини

Уг=ЪУ? + Ъ У ?  + +  УпУ\‘) + ^
(1) . (2) . 

</а =  У1У2 +У*Уз + +  уау1? + У »

(1) 1 (2) . 
Уп = ЪУп +ЪУп + +  УпУп] +  у п

мўринишда ҳосил қиламиз, бу ерда бир жинсли бўлмаган система- 
нинг Ух, Уг, , Уп хусусий ечими

У[ (х) =  УI*’ |  Ф1 (*) йх +  У(,2) |  Ф2 (+ й х+  +

„ ,  2  °иУ1
+ у1п) I  Ф„ (*) Лх =  Д  уГ ’ I ---Лс

формулалар билан аниқланади.
2 - м и с о л .  Ушбу — — г = с о 5Х, —  +  у =  1 бир жинсли бўл-

йх йх
маган системанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Бир жинсли системанинг умумий ечими
у  ^С^СОЗХ +  СаЗтл;, 2 =  — СкХ 51П X +  С̂  С05 X
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К'“ринишда бўлади. Бу қийматларни берилган тенгламаларга қўйиб, 
қуйидаги системани ҳосил қиламиз:

йСх
&Х

, . , с1С" «созл: Н------$1п х =  С 0 5 -------- - з т х Н ----- - со$л: =  1.
6.х ' йх *с1х

Системани ва га нисбатан ечиб ва интеграллаб, Гқуйида- 
йх йх^

гини топамиз:

— ; ^ « « ■ ‘х — 51пл:, Сл = ------------51П х с о з х + |с о 5 Х  +  у,
йх 1 2 2 - ' ‘ 1
(1С. . , /—I 1 о . . .----- =  51П X С05 X +  С05 X, С2 = --------С05" X +  51П X +  72
йхЬ 2

7, ва 72 — ихтиёрий ўзгармаслар.
Сх ва С2 нинг топилган қийматларини у ва г ларнинрифодалари- 

га қўйиб, берилган бир жинсли бўлмаган системанинг қуйидаги уму- 
мий ечимини ҳосил қиламиз:

1/*=  У+ОЗХ +  7251П X 4- ■+ С05 х ]+  1,

2 =  — 7 Х 51п[х +  72 С05 X
х . 1 -

—  51П X -------С05 X.
[2 2

33.3. Ўзгармас коэффициентли чизиқли системалар.
бир жинсли чизиқли

+ а п У1 "Ь &1»Уг +  ах +  а 1 пУл = ° .

+  Я21У1 +  а1*Уг + +  а2п Уп =  0.

*Уп . . , 
■цГ +  ап\У\ +  а п?Уг + +  апп Уп =  0

Қуйидаги

(33.10)

системани қараймиз ва ундаги коэффициентларни ўзгармас деб ҳи- 
соблаймиз. Агар (33.10) система юқори тартибли битта тенгламага 
келтириладиган бўлса, у ҳолда ўзгармас коэффициентли чизиқли 
тенглама ҳосил бўлади. Е1у сабабли (33.10) системанинг ечимини 
кўрсаткичли функциялар к+инишида излаш табиийдир:

У1=Ъ<> > Уг=Ч*е . Уп=Упе » (33.11)

бу ерда 7 ,̂ 7„  , уп ва К — ўзгармасла р бўлиб, уларни (33.11)
ифодалар (33.10) системани қаноатланадиган қилиб аниқлаш лозим.
(33.10) системага (33.11) қийматларни қўйиб, га қисқартириб ва 
у, 7г. . Уп олдидаги коэффициентларни танлаб, қуйидаги алгеб-
раик тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:
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(33.12)

(ап  +  X) VI +  1̂2 72 +  • +  7„ =  0,
«1 1 71 +  ( « 2 2  +  )̂ 72 +  +  а2п 7 „ = 0,

ап\У1 +  ап2Уг’+  +  К п  +  *) 7„ =  0 .

(33.12) системани 72, . . . , 7„ га нисбатан п та чизиқли бир 
жинсли система сифатида қараб, биз бу системанинг детерминанти 
нолга тенг бўлишини талаб қилишимиз лозим, яъни қуйидаги тенг- 
ламага келамиз:

Д (Я )^

Оц+Я
а21

а12
а22 +  ^

°\п
°2п =  0. (33.13)

ап\ ап2 °пп+Ь
Д (Я,) детерминант билан бир қаторда бизга кейинчалик шу элемент- 
ларнинг ўзидан тузилган қуйидаги М (Я) матридани ҳам қарашга 
тўғри келади:

М(Ь) =

Оц+Я, а12 а]п
а21 °22 +  ^  а2п

- ап\ ап2 апп + ^

(33.13')

X ўзгарувчига Х0 қийматлар бериб, М (Я,0) матрицани ҳосил қила-
миз.

(33.13) тенглама X га нисбатан п- даражали тенглама; у харак- 
теристик тенглама деб аталади. Шундай қилиб, (33.10) сис- 
теманинг (33.11) кўринишдаги ечими X характеристик тенгламанинг 
ечими бўлган ҳолда ва фақат шу ҳолда мавжуд бўлиши мумкин. 
Бунда икки ҳол бўлиши мумкин.

1) Характеристик тенгламанинг барча п та илдизи турлича. Бу 
илдизлар Х1г Хъ, , Хп бўлсин. Агар бу илдизлардан бири Х̂  ни 
А (X) га қўйилса, Д (Х{) =  0 ни ҳосил қиламиз. X =  Х̂  да Д (Я,) детер-
минантнинг (п— 1)- тартибли минорларидан ҳеч бўлмаганда биттаси 
нолдан фарқли эканлигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам, (33.13)тенг-
ламанинг оддий илдизи бўлганлиги учун ] =  Д' (X.) Ф 0

[ 6Х )х=Ху '
бўлади.

Д'(Я,) ни ҳисоблаймиз:

#22+ ^ а 23 • а 2п

Д'(Я) = а 32 о33+ Я  . • +

а п2 а  +Япп  1
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Д ц + ^ -

Д 3 1
а \з

Я 3 3 + А ,  .

а 1п

°3 п
+ +

Я ц + А ,  я 1 5  

Ог\ « г г + ^

а 1, п—1 

а 2 . л—I

а пХ йпЗ о  4 “ ^*пп 1 а п - 1 ,  1 а п— 1 , 2 а п - 1, п—1

X ўрнига Х̂  ни қўйиб ва А' (X.) ф  0 эканлигини ҳисобга олиб, 
натижада X =  X. да сўнгги йиғиндига кирувчи (п — 1)- тартибли 
диагонал минорлардан ҳеч бўлмаганда биттаси нолга тенг эмаслиги- 
ни ҳосил қиламиз. Даъво исботланди.

(33.12) системага қайтамиз ва унда X нинг ўрнига характерис- 
тик тенгламанинг илдизларидан бири X. ни қўямиз. Системанинг
детерминанти нолга тенг, демак, система нолдан фаркли у \'\  у (/),

, У"*) ечимга эга. Бироқ, юқорида исботланганига асосан, систе- 
ма коэффициентлари матрицаси М(Х.) нинг ранги (п — 1) га тенг, 
демак, 7,(/), у(2/>, у ^  лар ихтиёрий пропорцчоналлик кўпайтувчи- 
си аниқлигида топилади.

Шундай қилиб, бу кўпайтувчини С. орқали белгилаб,

,</> С,к</> „(/) =  г  ь"
’ Уп +  К п

,</>V, - - / - 1
ни ҳосил қилдик, бу ерда к (1)(/ =  1, 2, , п) — маълум сонлар.
Шундай қилиб, X =  X. илдизга (33.10) системанинг хусусий ечими 
(биз Су =  1 деб олдик)

у ()) =  к(1]е х<х у(2 =  й(/)е к<х , г/(/) =  к\{]е Х' х (33.14)

мос келади. Тушунарлики, агар биз бир жинсли чизиқли тенглама- 
лар системасининг хусусий ечимлари системасини бир хил ихтиёрий 
ўзгармасга кўпайтирсак, яна шу системанинг ечимига эга бўламиз. 
Бу мулоҳазаларни характеристик тенгламанинг барча Л.1Р Х.г, Х3,

, Хп илдизлари учун татбиқ этиб, / =  1, 2, , п учуи
(33.14) кўринишидаги п та хусусий ечимни ҳосил қиламиз.

Шундан сўнг (33.10) системанинг тўла ечимини қуйидаги кўри- 
нишда оламиз:

У\ — С\ у\]) +  с у̂Т  +  +  Сп #!")'
У* — С-уу  ̂ +  Сгу(2 +  +  Сп у(2 ]»

+ с ^ >  +  + с пУ';к

И зоҳ.  Агар тенгламанинг коэффициентлари ҳақиқий бўлиб, баъзи 
илдизлари эса мавҳум бўлса, у ҳолда улар жуфт-жуфги билан 
қўшма бўлади, яъни
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Я-! =  а +  р I, Х2 =  а  — Р /. 
мос ечимлар эса қуйидаги кўринишда бўлади:

«I
( I ) =  &(|) е (< х + р | ' )  л' у;2, = л ;2,е<в- р,,дс(/ =  1, 2,

м 1’ ва /е(2)

,  л ) .

коэффициентлар ҳам, агар уларни д (а +  (3 /) ва 
Д (а — р /) детерминантлар битта сатрининг минорларига тенг қилиб 
олинадиган бўлса, тенг бўлади. Шунга ишонч ҳосил қилиш осонки, 
X = а  ±  р / илдизларга ҳақиқий ва мавҳум у()) ва г/|2) қисмларга мос

= еах (/;() С05 Р X — /(2) 51П Р х). 

у}2) = еах (/!1) 51П Р X +  /!2) С05 Р х)

кўринишдаги ечимларнинг иккита системаси мос келади, 
/(1) ва /!2) — ҳақиқий сонлар бўлиб, улар

Ь0) = / (1)я/ Ч
(2) ^ (2)= / (1) — //'(2)

бу ерда

тенгламалардан аниқланади.

3 - мис ол .  — +  7 у — 2 = 0, —  + 2 у + 5 г = 0  системанинг
е/д:

умумий ечимини топинг.
Е ч и ш.  Ечимни г/ =  у1ея~', г = угеХх кўринишда излаймиз, уни 

берилган системага қўйиб
(X +  7) — у2 =  0, 2 у2 +  (А, +  5) у2 =  0

тенгламаларни ҳосил қиламиз. Уларнинг биргаликдалик шарти қуйи- 
даги характеристик тенгламани беради:

А.+7 — 1 
2 К+5 =  0 ёки X2 +  12*, + 3 7  = 0 .

Бу характеристик тенгламанннг илдизлари ^  =  — 6 +  /, Х2 = 
=  — 6 — /. Бу илдизлардан биринчисини системага қўйиб, ва уг 
ни аниқлаш учун

ух(1 + / ) — у2 = 0 , 2 у! +  (— 1 + / ) Ъ  =  0

тенгламаларни ҳосил қиламиз, булардан бири иккинчисининг нати- 
жасидир. Биз й |1) =  1, к()) =  1 +  / деб олишимиз мумкин. Хусусий 
ечимларнинг биринчи системаси

< / '■ '=  е м « ' .  <4“  = ( 1  +

бўлади. Шунга ўхшаш Х2 =  — 6 — / илдизни системага қўйиб, хусу- 
сий ечимларнинг иккинчи системасини ҳосил қиламиз:

у12) = е ^ ~ !)х, £ > = ( 1 - 1 ) е '- + * .
Ечимларнинг янги фундаментал системаси сифатида
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ни олиб,

—  (2)
у\ -

У?} +  У?} у?}-у ?}
21 (» =  1, 2 )

у[(} = е 6л;со5л:,

у?} =  е 6х (соз л: — 51п х), у?1 =  е ах (соз х  -(- з1п х)

у?} = е 6дг$1п х, 
1<2) -„-Ьх,

эканини топамиз. Умумий ечим бундай бўлади:

У± = в~вХ (Сх С05 X +  С 2 51П х),

Уг =  е~6х ((Сх +  С2) соз х +  (С2— Сх) 51п х).
2) (33.13) тенгламанинг илдизпари орасида каррали илдизлар 

бор. К  характеристик тенгламанинг т каррали илдизи бўлсин. Бун- 
дай ҳолда т- ҳосиланинг қиймати Д (Я.) детерминантнинг (п — т) - 
тартибли минорлари орасида ҳеч бўлмаганда биттаси % =  да нол- 
дан фарқли эканлигини кўрсатади. Бундан келиб чиқадики, М (Я.) 
матрицанинг г ранги учун К=Кг да г > ( л  — т) тенгсизлик ўринли.
(33.12) чизиқли алгебраик тенгламалар системаси г та эркли тенг- 
лама системасига келтирилади. Чизиқли тенгламалар назариясидан 
маълумки, (33.12) системанинг умумий ечимида (л — г) та номаъпум 
ихтиёрий бўлади; булар уг=Сх, уг= С 2, . . . , уп_г=Сп_г бўлсин. Қол- 
ган г та уа_ г+1, уд_ г4.2 , , , у„ номаълумлар эса Сх, С2, ,
С п-г  га нисбатан чизиқли формалар шаклида ифодаланади, бу ифо- 
далар қуйидагича бўлсин:

V 1 = к %  +  к р с 2+ +к\п~г}Сп_г
(/ =  « — г+ 1 , п — г+ 2 , ,п)

Биз п — г та ихтиёрий ўзгармас Сх, С2, Сп_ г га боғлиқ қуйи- 
даги системани ҳосил қиламиз:

Уг = С + 1Х, у2 = С / ' х, , уп_г =  Сп_гел

Уп-г+1 == (*£«+, С» +  С е + 1  С ' +  +

Х,х

Уп =  (к<Х  +  к(Х  +  +  к(Г пСп_ г) е
Шундай қилиб, т каррали битта \  = К  илдизга (п — г) <  т та 

хусусий ечим мос келади, уларни / =  1, 2, . . . ,  п — г учун 
С ,=  1, қолган барча Су ларни нолга тенг деб ҳосил қиламиз (/ Ф /
да Су =  0):

(1) +,х
у\ = е . у ?  = 0. . . Уп-г =  0. „«) =. Уп-г+1

=  к{}) еих . и((} =  к(1} еКх— Кл-г+1 В • • ‘ - * Уп п с
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У!2> =  0, </2> =  е Ч >Уп-г =  0,

= е + ,  «х,х. . № = 6<2> л  <*>,

< - г , =  о, у[п~г)=  0, • - Уп-г]
Лп-Г) _  .(п-г) 
Уп-г+1 ~~ Кп-г+1 е » . уГ *  =

.(2)
-г+1

(33.14 ')

Л

Бу тенгламаларнинг ўнг томонларида е~'х олдидаги коэффициентлар- 
дан иборат матрица қуйидаги кўринишда бўлади:

1 0 0 0 'к0)+п-г+1 к0)Кп

0 1 0 0 к{2)Кп-г+ 1 к{2)К п

0 0 0 1
,(п-0
Кп—г+\

,(г.-г)
Кп

Унинг ранги, равшанки, п — гта тенг, (33.14) системанинг сатрла- 
ри орасида чизиқли боғланиш йўқ; шундай қилиб, X = ил- 
дизга мос (п—г) та чизиқли эркли ечим системасини ҳосил қилдик. 
Агар т = п — пг, яъни М (Я) матрица ранги % = Хг да энг кичик 
қийматга эга бўлса, у ҳолда ҳосил бўлган ечимлар сони X илдиз- 
нинг карралиги пг га тенг ва, шундай қилиб, бу илдизга мос барча 
ечимлар ҳосил қилинди (агар тп =  1 бўлса, у ҳолда г = п — 1, 
п — г = 1 ва X оддий илдиз бўлган ҳолга келамизки, унга 
системанинг битта ечими мос келади).

Агар М ^ )  матрицанинг ранги (п—т )  дан катта бўлса, у ҳолда 
кўрсатилган усул билан олинган ечимлар сони п — т шу Хх илдиз- 
нинг карралиги тп дан кичик бўлади. Етишмаётган ечимларни то- 
пиш учун биз худди п- тартибли битта тенглама бўлган ҳолдаги 
каби шу ечимларни ех'х, х ек'х, , х п~1 ех'х функцияларнинг чи- 
зиқли комбинациялари шаклида излашимиз керак.

3 - ми с о л .  — = у  + г, —  = г +  х, —  = х +  у тенгламалар <11 <11 И
системаларининг ечимини топинг.

Ч Л \Л \А
Е ч и ш. Ечимни х = кхе , у = к^е , г =  к3е шаклда излаймиз.
кг, к̂  ва к3 ни аниқлаш учун ушбу системага эгамиз:

Хкх — к2 — к3 =  0,
— кх +  Хк2 — к3 =  0,
— к± — к̂  Х к3 =  0. 

Унинг детерминантини нолга тенглаб,

0 =
X

— 1 
— 1

— 1 — 1 
X — 1 

— 1 X
Х3 — З Х  — 2
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ни ҳосил қиламиз. Бу тенгламанинг илдизлари =  2, Хг =  Я3 =  1. 
Я-! =  2 оддий илдизга кг, к2, к3 учун ушбу иккита эркли тенглама 
системаси мос келади:

2кх — к2 — кл =  0, — к ^+ 2 к г — к3 = 0,
бундан:

к\ • к2. кд — —  1 — 1 —  1 2 2 — 1
2 — 1 - 1  — 1 —  1 2 =  1: 1: 1.

Бу ердан битта ихтиёрий ўзгармасни ўзига олган биринчи ечимлар 
системасини ҳосил қиламиз:

* =  С+2', у =  С^е1, г = с /* ,
Агар М (к) матрицага Х3 = — 1 ни қўйилса, у ҳолда унинг ранги 1 га 
тенг бўлади ва кг, кг, к3 ни топиш учун учта тенглама ушбу битта

к\ к2 к3 — 0

тенгламага келади. Агар кг = Сг, кг = С3 десак, у ҳолда к3 = 
= — (С2+ С 3) бўлади ва биз яна иккита ихтиёрий ўзгармас иштирок 
этган ечимлар системасини ҳосил қиламиз.

Умумий ечим бундай бўлади:

х =  С / 1 +  Сгё~1, у = С3е* +  С3е~‘, г =  С + ' -  (С, + С 3) е~‘
Биз фундаментал ечимлар системасини ҳосил қилдик, чунки де- 

терминант

е2' е2' 21е 1 1 1
е - ' 0 — е~‘ = 1 0 — 1

0 —1е —■ е 0 1 — 1

юқорида баён қилинганлардан ўзгармас коэффициентли нормал сис- 
теманинг ечими бундай бўлиши келиб чиқади:

г/у =  ^ ;.( х ) е ^ ( /  =  1, 2, , п), Ф .1 5 )

бу ерда Р ц ( х ) — даражаси т( — 1 дан катта бўлмаган кўпҳад, т
(33.13) система X. илдизининг карралиги.

Бундай тенгламанинг умумий ечимини амалда топиш усули қуйи- 
дагича: ҳар бир илдиз учун (33.15) кўринишидаги аниқмас коэффи- 
циентли ифодалар тузилади. Бу ифодаларни (33.10) системага қўйиб,, 
аниқмас коэф)фициентлар учун чизиқли тенгламалар системасини 
ҳосил қиламиз. Бу системани ечишда ихтиёрий бўлиб қоладиган 
номаълумлар сони илдизнинг карралигига тенг.

4 - м и с о л .  — у = 0, - ^ + г /  — 4 г = 0 ,  +  4г  — х =0
ш  ш ш

системани ечинг.
Еч и ш.  (33.13) система қуйидаги кўринишга эга:
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1 + Х — 1 0
0 \+ Х  — 4

— 1 0 4 + Х
=  X3 +  6 X2 +  9 X =  Х (Х  +  3)а =  0.

Л =  0 оддий илдизга мос ечимларни х = а, у =Ъ, г =  с кўри- 
нишда ёзамиз. Бу қийматларни берилган системага қўйиб, а, Ь ва с 
ни аниқлаш учун учта тенглама ҳосил қиламиз, улар умумий наза- 
рияга асосан, масалан, ушбу иккита эркли тенгламага келтирилади:

а — Ь =  0, Ь — 4 с =  0.

с = Сг (ихтиёрий ўзгармас) деб X = 0 илдизга мос қуйидаги ечимлар 
системасини топамиз:

х = 4 С1г у = 4Сг, г = С х.

X = — 3 илдиз икки каррали, шу билан бирга X ф  3 барча ик- 
кинчи тартибли минорларнинг бўлувчиси эмас; шу сабабли бу ил- 
дизга мос ечимларни

.V =  е~3‘ (ах + аг1), у = е~3‘ (Ьу +  Ьг1), г =  е~г‘ (с +  сг1)
—3/кўринишда излаймиз. Буларни берилган системага қўйиб ва е 

умумий кўпайтувчига қисқартириб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

— З а г — 3 0,1 +  а, +  ах +  аг{ — Ьх — Ъ£ =  0,
— 3 Ь̂  — 3 Ьг1 +  Ь2 +  &̂ +  Ьг{ — 4 сх — 4 с,/ =  0,
— 3 с̂  — 3 с2£ +  сг +  4 с̂  +  4с2£ — а  ̂— аг̂  =  0.

Иккала томонда озод ҳадларни ва I олдидаги коэффициентларни 
тенглаштириб, қуйидаги олтита тенгламани ҳосил қиламиз:

— 2 ах +  а, — Ъ = 0, — 2 аг — Ьг =  0,
— 2ЬХ +Ьг — 4сх = 0 ,  — 2Ьг — 4сг = 0,

С1 +  сг — ах = 0, сг — аг =  0.

Ўнг устундаги учта тенгламадан аг = Сг (ихтиёрий ўзгармас), 
Ьг = 2 С„ с2 =  Сг эканини топамиз. Шундан сўнг биринчи учта 
тенгламадан қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

ах = С3, Ьх = С г~  2С 3, Сх = С3 — Сг.
Шундай қилиб, системанинг умумий ечимни қуйидагича бўлади:

х = 4 +  Сг{е~3‘ +  С3ё~3‘
у = 4 Сг +  Сг (— 2 1 +  1) Г 3' — 2 С3е~3‘,

г = С 1 + Сга - 1 ) е ~ 3‘+ С 3е~3‘
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34-§. Дифференциал тенгламалар системасининг 
биринчи интеграллари

1. Қуйидаги тенгламалар системасини қарайлик:
<Шг е /
йх 1 # * > Уп),

= ! * ( х ,  У к  Уг,ах Уп)’ (34.1)

аУп , ,
П Ғ  =  4  (*• У \ ,  Уг, УпУ

Биз бирор ёпиқ И  соҳада / х, /2 . . / функциялар ва уларнинг
уи Уг . . . , уп бўйича хусусий ҳосилалари барча аргументларга уз- 
луксиз боғлиқ деб фараз қилайлик. У ҳолда мавжудлик ва ягона- 
лик теоремаси татбиқ этилиши мумкин. Агар х0, у°, у\, , у°п
координатали нуқта Б  нинг ичида ётувчи бирор Б' соҳанинг ичида 
ётса, у ҳолда (34.1) тенгламалар системасининг

х — х0 да у( = у° (1 =  1, 2, п)
бошланғич шартларни қаноатлантирувчи битта ва 
ми мавжуд. Бу ечимлар қуйидагича бўлсин:

/ 0 п 0 \
Ух Ф 1  (̂ * У\ > Уч > * Уп )>

фақат битта ечи-

/ 0 0 Уг =  ф2 (х; х0, у х , у2 , , У п ) > (34.2)

У„= % (х’ х0. у ° ,у ° . , У ° п ) -

Бу формулаларда ечимнинг х0, у°, у\, , . . . , у\ бошланғич шарт- 
ларга боғлиқлиги ошкор кўриниб турибди. Уларни турли қиймат- 
лар қабул қилиши мумкин бўлган параметрлар деб қабул қиламиз.

Энди И соҳада (х0, у°, у\, , у°) бошланғич нуқтани ва шу
бошланғич нуқтадан ўтувчи интеграл эгри чизиқда ётадиган бирор 
(х, ух, Уг, !/,) нуқтани оламиз. х0, у\, , у°п қийматлар
бир томопдан ва х, у {, , уп қийматлар, иккинчи томондан
(34.2) муносабатлар билан боғланган. Агар (х, у1г . . .  , */„) нуқта 
бошланғич нуқта сифатида қабул қилинса, у ҳолда бу бошланғич 
қийматлар билан аниқланган интеграл эгри чизиқ, ягоналик теоре- 
масига асосан, (х0, у\, , у°п) нуқтадан ўтади, шу билан бирга
қуйидаги муносабатларнинг ўринли эканлиги равшан:

£II

, Уг),
У1 =  Фа (^0; X, ух, Уг, , Уп)>

у° =  (*<>; * .  Ук Уг, > Уп)-

2 0 0

www.ziyouz.com kutubxonasi



(34.3) формулалар кўрсатадики, (34.2) тенгламалар системаси у°, у°,
, у° бошланғич қийматларга нисбатан (£)' соҳада бир қийматли) 

ечилиши мумкин. Шу билан бирга ўнг томонлари х, ух, уг, , уп 
бўйича узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга бўлиши мумкин.

у°, у°, , у° бошланғич ҳийматларни С,, Са, , Сп ихти-
ёрий ўзгармаслар билан алмаштириб ва х0 параметрга аниқ сон 
қиймат бериб қуйидаги кўринишдаги тенгламалар системасини ҳосил 
қиламиз: ф, (х, уи уг, , уп) =  Сх,

Фа (х, У1 > Уг, , Уп) =  Сг, ^
• •

%(х, 1Л, Уг, , уп) = Сп.
(34.4) тенгликлар системаси (34.1) системанинг умумий интегра- 

ли, (34.4) тенгликларнинг ҳар бири эса бу системанинг биринчи 
интеграли дейилади. Шуни қайд этамизки, бу тенгликларнинг чап 
қисмининг ҳар бири эркли ўзгарувчи ва изланаётган функциялар- 
нинг функциясидан иборат. (34.4) формулаларга асосланиб бундай 
хулоса қилиш мумкин: агар */,, уг, . , уп нинг ўрнига уларнинг
(34.2) ифодаларини, яъни (34.1) нинг исталган ечими қўйилса, бу 
функция бирор ўзгармас миқдорга тенг бўлади. Шундай қилиб, 
биринчи интеграл таърифини беришимиз мумкин:

1) (34.1) системанинг биринчи интеграллари деб системанинг 
умумий ечимини берадиган тенгламаларни ихтиёрий ўзгармасларга 
нисбатан ечиш билан ҳосил қилинган муносабатларга айтилади.

Олдинги мулоҳазалар кўрсатадики, агар ихтиёрий ўзгармаслар 
сифатида изланаётган функцияларнинг бошланғич қийматлари олин- 
са, биринчи интегрални доимо ҳосил қнлиш мумкин.

Равшанки, бу таъриф бутун (34.4) муносабатлар системаси учун- 
гина тўғридир. Шу сабабли, эиди бпз ҳар бир биринчи интегрални 
алоҳида тавсифлайдиган таърифпн Гсрамиз.

2) Системанинг биринчи интеграли деб, айнан ихтиёрий ўзгар- 
масга тенг бўлмаган, чап қисмида эрклн '"-згарувчини ва изланаёт- 
ган функцияларни уз ичига олган ҳамда изланаётган функциялар 
ўрнига (34.1) системанинг бирор ечнмп қўйплганда ўзгармас қиймат 
қабул қиладиган муносабатни айтплади.

Сўнгги таърифдан келиб чнқлд;1М1, чексиз кўп биринчи инте- 
граллар системалари мавжуд. Ҳақпқатан ҳам,

Ф[1М*. У1........... «/„)>•••• У1> • • • • Уп̂  = С  3̂4'5)
муносабат (бу ерда С — ихтиёрий ўзгармас, Ф — ўз аргументининг 
ихтиёрий функцияси) (31.1) системанинг биринчи интегралидир, чун- 
ки У\> Уг, , Уп ўрнига системанинг ечимини қўйиб, биз ф,, фя, 
. .  . , фп функцияларни ва, демак, Ф ни ҳам ўзгармас миқдорларга 
айлантирамиз.

2. Биринчи интегралларнинг иккинчи таърифига асосланиб, би- 
ринчи интегралнинг чап қисмини тавсифлайдиган аналитик белгини 
(аломатни) келтириш мумкин. Берилган (34.1) тенгламаларнинг

201

www.ziyouz.com kutubxonasi



ўнг томонлари уи у.2, уп бўйича хусусий ҳосилаларга эга деб 
фараз этдик, у ҳолда, юқорида исботландики, (34.3; тенгликларнинг 
чап томонлари х, у^, уг, уп бўйича узлуксиз хусусий ҳосила-
ларга эга. (34.4) кўринишидаги умумийроқ муносабатларни қа- 
рашимиз мумкин, шу билан бирга ҳамма ваҳт уларнинг чап 
томонлари х, у1? у.к, уп бўйича ҳосилаларга эга деб фараз қи- 
ламиз, агар (34.4) тенгликларнинг чап томонлари (34.3) тенгликлар- 
нинг ўнг томонларидан (34.5) кўринишдаги формулалар орқали 
олинган бўлса, бу доимо ўринли бўлади, бу ерда Ф ўзининг барча 
аргументлари бўйича узлуксиз ҳосилаларга эга бўлган функция.

Айтайлик, биринчи интегралларнинг бири

Ф (X, У\, Уг, > У„)=С (34.6)
да У\, Уг, У„ ўрнига (34.1) системанинг бирор ечими қўйилган 
бўлсин, у ҳолда унинг чап томони х нинг айнан нолга тенг бўлган 
бирор функциясига айланади. Бу айниятнинг иккала қисмини х 
бўйича дифференциаллаб

д ф . д ф 
дх ду^ дх (34.7)

ни ҳосил қиламиз. уг, у2 , уп (34.1) системанинг ечими бўлган-

лиги учун (34.7) тенгликдаги , , - ^  ҳосилаларни (34.1)
тенгламаларнинг уларга тенг бўлган ўнг томонларига алмаштириш 
мумкин ва қуйидагини ҳосил қиламиз:

д ^
дх +  !Л*, Ун

+  !„(х, У\,

. д
’ ^п) "7-----ЬдУ1

. йгЬ _
’ Уп) дуп ~  °*

+

(34.8)

(34.8) тенгликда уг, у2, уп лар х нинг функцияларидир ва (34.1) 
системанинг бирор ечимидан иборат. Шундай қилиб, бу тенгликдаги 
(х, У\, У„) қийматлар (« +  1) ўлчовли фазонинг қаралаётган ечим
ўтадиган нуқтасидир. Бироқ (34.6) ни дифференциаллаш натижаси 
С га боғлиқ эмаслиги сабабли, (34.8) тенглик қаралаётган соҳадаги 
исталган интеграл эгри чизиқда ётадиган (х, уг, уп) нуқта
учун бажарилади. Мавжудлик теоремасига асосан бу соҳанинг ҳар 
бир (лг0, у°, , у°) нуқтасидан интеграл эгри чизиқ ўтганлиги
учун (34.8) тенглик қаралаётган соҳанинг исталган соҳаси учун 
ўринли, яъни х, уи уп бўйича айниятдир. Шундай қилиб, ҳар
бир биринчи интегралнинг чап томони (34.8) муносабатни айнан 
қаноатлантиради.

Аксинча, бирор ф функция (34.8) тенгламани айниятга айлантир- 
син, у ҳолда (34.1; системанинг исталган эгри чизиғи бўйлаб (34.7) 
тенглик ва, демак, (34.6) тенглик ҳам ўринли бўлади. Шундай қи- 
либ, ҳар бир интеграл эгри чизиқ бўйлаб ф функция ўзгармас қий- 
мат қабул қилади.
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Шундай қилиб, (34.8) тенглик (34.6) тенгламалар биринчи инте- 
грал бўлишининг зарурий ва етарли шартидир.

Баъзан биринчи интегралнинг (34.8) тенглик билан ифодаланади- 
ган хоссаси бундай таърифланади: биринчи интегралнинг чап қис- 
мидан олинган ҳосила, берилган дифференциал тенгламалар система- 
сига асосан, нолга айланади.

3. Агар биз бирор усул билан (34.1) системанинг и1г уг, , уп 
га нисбатан ечиш мумкин бўлган п та эркли биринчи интегралини 
топа олсак, у ҳолДа уларни ечиш ух, у„ уп нинг х ва п та
ихтиёрий ўзгармас С,, С., Сп орқали ифодасини беради. Бу
ифодалар (34.1) системанинг умумий ечимини беради. Ҳақиқатан

.„. .. . Ч>„)ҳам, (34.4) интегралларнинг эрклилик шарти ------------------------  яко-
0 ( У и У 2 -  , Уп )

бианнинг нолга айнан тенг эмаслигини билдиради; айтайлик, л-„, г/̂ , 
у° қийматлар снстемаси унга нолдан фарқли қиймат берсин. 

У ҳолда ух, уг уп лар бу қийматларнинг атрофида Сх, С2 , 
Сп ва х нинг бир қийматли узлуксиз функциялари бўлади. у\, у\ 

, у° га етарлича яқин х0, у°х, у°, у° бошланғич қийматлар-
ни бериб ва ўзгармасларнинг тегишли қийматларини Сх, С2, , Са ,
орқали белгилаб, кўрамизки, ўзгармасларнинг бу қийматлари (34.1) 
системанинг ушбу ечимини аниқлайди: С1г С2, , Сп),

, Уп = у п(х, Сх, С„ Сп) ва улар х = х 0 да олдиндан бе- 
рилган у°{, у°, , у° қийматларни қабул қилди. Бу эса ечимнинг
умумий бўлишлик шартидир.

Шундай қилиб, п та (эркли) биринчи интегрални билиш (34.1) 
системани интеграллашга тенг кучлидир.

Агар бизга системанинг битта биринчи интегради

Ф(*. Ух, ’ Уп) =С
маълум бўлса, у ҳолда изланаётган номаълум функциялардан бири- 
ни, масалан, уп ни х, қолган изланаётган функциялар ва С ихтиё- 
рий ўзгармас орқали ифодалаш мумкин:

Уп = ®(х, У1 , у„ ,У п_{,С).

Бу ифодани (34.1) системанинг биринчи, иккинчи, , (п — 1)-тенг- 
ламасига киритиб, (п— 1) та изланаётган функцияларга нисбатан (п— 1) 
та тенглама системасига келамиз. Шу билан системанинг тартиби бит- 
тага камаяди. Янги (п — 1)-тартибли системани интеграллашни амал- 
га ошириб, (п — 1) та ихтиёрий ўзгармасни киритамиз, улар С би- 
лан биргаликда п та ихтиёрий ўзгармасли системани беради, яъни
(34.1) системанинг умумий ечимини ҳосил қиламиз. Шунга ўх- 
шаш, агар п та эркли биринчи интеграл маълум бўлса, у ҳолда 
системанинг тартиби биттага пасайтирилади. '
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1- м и с о л .  - — = у, —  = — х системани карайлик. Унинг уму-
а( а( ‘

мий ечими д: =  Л С05 ( / +  сс), с / = Л з 1п(/ +  а) (А ва а  — ихтиёрий 
ўзгармаслар). Равшанки, х1 +  у2 =  С муносабат бу системанинг би- 
ринчи интегралидан иборат. Ҳақиқатан ҳам, унинг чап қисмидан I 
бўйича олинган биринчи ҳосила система тенгламаларига асосан

2х1[; +  2у11 =2ху-2ух^0
бўлади. Шунингдек, Ф(х2 +  у'1) =  С ҳам биринчи интеграл бўлади, 
бу ерда Ф — ихтиёрий (дифференциалланувчи) функция.

2 -  м и с о л .  Қаттиқ жисмнинг ҳаракати назариясида

А11 =  {В ~ С)яг' в 'ч1= {С ~  А)гр' С11 =  {А‘'~'В]РЯ
тенгламалар системаси учрайди, бу ерда А > В  С >  0 берилган 
ўзгармаслар (жисм инерцияси бош моментлари), р, ц, г ^функциялар 
эса оний тезлик векторининг ташкил этувчилари.

Тенгламаларни мос равишда р, ц, г га кўпайтириб ва қўшиб, 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

а ” 1 + < + Сг' % - 0-
Бунинг чап томони тўла дифференциалдир; уни интеграллаш

\Ар2 +  Вц2 +  Сг3,=  т2
ни беради (т— ихтиёрий ўзгармас) — бу тенгламанинг битта бирин- 
чи интегралидир.

Тенгламаларни Ар, Вц, Сг га кўпайтириб ва қўшиб, қуйидагини 
топамиз:

^ + в ^ + с + Ь = ; ° ,

бу ердан бошқа биринчи интегрални топамиз:
А2р2+ В 2д2 + С2г2 = п2 ^

(п— ихтиёрий ўзгармас). Бу икки интегралга боғлиқ бўлмаган ва /]ни 
ошкора ўз ичига олмаган бошқа интеграллар, равшанки, йўқ. Уму- 
мий назария бўйича биз системанинг тартибини биргача пасайтириш 
учун бу интеграллардан фойдаланишимиз мумкин. А > В > С  деб 
фараз қилиб ва олинган иккала муносабатни р2,цг га нисбатан 
ечиб, қуйидагини топамиз:

р2 = аг2 + а, ф =  — Р Л +  Ь,

бу ерда а  =  С (В ~  > 0 ,  В =  С ~ С-- > 0 ҳамда а ва Ь ўзгар-
А(А— В) 1 В(А—В)

мас миқдорлар т2 ва п2 ихтиёрий ўзгармасларга боғлиқ бўлгани 
ҳолда, ўзлари ҳам ихтиёрийдир.

р ва нинг қийматларини системанинг учинчи тенгламасига 
киритиб,
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^ - = ^ У ( * г * + а ) ( - № + Ь )
0.1 С

ни ҳосил қиламиз. Бу ўзгарувчилари ажраладиган тенглама бўлиб, 
унинг ечими элементар функциялар орқали ҳосил бўлади.

Бу мисолда биринчи интегрални топиш усули қуйидагидан 
иборат: тенгламалар чап томонларининг шундай комбинацияла- 
ри топиладики, улар I нинг тўла ҳосилалари бўлади, шу билан 
бирга ўнг томони нолга айланади, тегишли бошланғич функцияларни 
ўзгармасларга тенглаб, биринчи интеграллар ҳосил қилинади.
35-§. Дифференциал тенгламалар системаларининг симметрик шакли

1. (34.1) системанинг умумий интегралини берадиган (34.4) му- 
носабатлар бундай хусусиятга эга: уларга эркли ва боғлиқ ўзга- 
рувчилар тенг ҳуқуқли бўлиб киради. Шундай қилиб, бу му- 
носабатлар, агар эркли ўзгарувчи сисЬатида у. функциялардан бири 
танланганда ҳам ўз кучида қолади. Ўзгарувчиларни бундай ал.маш- 
тириш (34.1) система шаклини ўзгартиради, чунки унга ҳосилалар 
ҳам киради, бироқ берилган бу тенгламалар (биринчи тартибли) 
дифференциаллар орқали ёзилса, у ҳолда дифференциалларнинг маъ- 
лум хоссасига асосан бу шаклдаги система ўзгарувчиларни истал- 
ганча алмаштириш, хусусан юқоридагича алмаштиришда ҳам ўз 
кучини сақлайди. Шундай қилиб, (34.1) системани бундай ёзишимиз 
мумкин:

Лх _ _______Лу1__________ ________ ^ _________ _
1 !Лх,у1.уг, уп) 12(х,У1 .у2, уп)

_  > 4Уп
[п(х,У1 ,У2 . . Уп)

Бу система, агар махражларни бир хил кўпайтувчига кўпайтирилса, 
дастлабки системага тенг кучли бўлиб қолади (бунда бу купайтув- 
чи нолга айланмайдиган соҳалар билан чекланиши лозим). Шу са- 
бабли дх дифференциал ҳам махражида 1 эмас, балки бирор функ- 
цияга эга деб фараз қилиш мумкин. У ҳолда ўзгарувчиларнинг 
носимметриклиги фақат белгилашлардагина бўлади. Энди х, уъ у.,, 
. . . , Уп ўзгарувчилар ўрнига хи хг, , хп ўзгарувчиларни ёза- 
миз (ёзув содда бўлиши учун ўзгарувчилар сонини л +1  эмас, бал- 
ки п та деб оламиз).

Симметрик шаклдаги чизиқли дифференциал тенгламалар систе- 
маси қуйидаги кўринишга эга:

______ <1x1______  ________Ахг______
X I  (хъ  х 2.......... *„) Х 2 (хъ  х 2, . . .  , х п)

_ ______ йхп______
Xп  (*1  • Х2, . . . Хп) (35.1)

Бу системанинг умумий интеграли эса қуйидаги кўринишда ёзилади:

^ 1  (•*!> Х 2< Хг ) ^ 1 ’ ^ 2^ 1’ Х 2’ '  Х п ) ^ 2 '

^Я-1 (*1> Х2' ’ Хп) =  ^п-Г
(35.2)
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Бу ўзгарувчиларнинг исталган бирини эркли ўзгарувчи, қолган бар- 
ча ўзгарувчиларни эса изланаётган функциялар сифатида қабул қи- 
лиш имкониятига эга бўлишни истаётганлигимиз учун X. функция- 
нинг узлуксизлиги ва барча х х, х2, хп аргументлар бўйича
узлуксиз хусусий ҳосилалари мавжудлигини талаб қилиш табиий- 
дир.

(35.1) симметрик системадан (34.1) кўринишдаги системага ўтиш 
учун ўзгарувчилардан бирини, масалан, хп ўзгарувчини эркли узга- 
рувчи сифатида олиш лозим. Системани қуйидаги кўринишда ёзамиз:

4*1 _  ^ 1(̂ 1. ........ *д) Лхп - \  _ -Х п - \  "
йхп Х п(хг, дс2, , хп) ' йхп' Х п ’ ' йхп Х п (35.3)

Бунда ўнг томонларнинг узлуксизлиги бузилмаслиги учун х°, х°, 
х°п бошланғич қийматларда

Х п{х°, х°, , х°) ¥= 0

бўлиши зарур.
Агарда берилган бошланғич қийматлар Хп ни нолга айлантирса, 

у ҳолда эркли ўзгарувчи сифатида тегишли Х ( функция нолга ай- 
ланмайдиган х( ўзгарувчини олишимиз мумкин. (35.3) системанинг 
ўнг томонлари х°, х°г х°п бошланғич қийматлар барча X,-
функцияларни нолга айлантирадиган ҳолдагина, яъни

А,(х°, х0,, х°п)= Х 2{х°, х°, ,_*°) =  . =
= Х п(х°, х°2,

бўлгандагина эркли ўзгарувчини исталганча танлагаида ҳам узлук- 
сиз бўлиши мумкин.

Бундай бошланғич қийматлар махсус бошланғич қийматлар деб 
аталади; улар (35.1) системанинг махсус нуқталарига мос келади. 
Равшанки, махсус бошланғич қийматларда ечимнинг мавжудлиги 
ва ягоналиги ҳақидаги теорема шартлари бузилади.

Бундай ҳолда махсус нуқталарни қаралаётган соҳадан чиқарила- 
ди. (35.2) интеграллар жумласидаги ҳар бир интеграл ёки умуман

х2, , х я)= С  (35.4)
кўринишдаги исталган ифода системанинг биринчи интеграли бўли- 
шининг аналитик шарти қуйидагича ҳосил қилинади. 'Ғ функция 
системанинг интеграл эгри чизиғи бўйлаб ўзгармас қийматини сақлай- 
ди, демак, унинг бу эгри чизиқ бўйлаб тўла дифференциали нолга 
тенг:

дЧ , , дЧ , ,—— йхг +  —— йх2 +
д*! дх.

+  ^ „  =  о.
дхп "

Бироқ Лх( дифференциаллар (35.1) тенгламаларга 'асосан инте- 
грал эгри чизиқ бўйлаб Хс функцияларнинг қийматларига пропорцио- 
нал, демак, ҳар бир интеграл эгри чизиқ бўйлаб
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'П' дх.

га эгамиз. (35.5) муносабатлар бирор интеграл эгри чизиқнинг (ўз- 
гарувчи) нуқтасини ифодалайдиган х ,̂ х2, , хп қийматлар учун
келтириб чиқарилди. Бироқ бу тенглик (35.4) формуладаги С ўзгар- 
маснинг исталган қиймати учун ўринли бўлганлиги сабабли (35.5) 
тенглик интеграл эгри чизиқнинг исталган нуқталари учун бажари- 
лади. Бу ердан, қаралаётган соҳанинг ҳар бир нуқтаси орқали ин- 
теграл эгри чизиқ ўтганлиги учун (35.5) муносабат биринчи инте- 
гралнинг исталган қисми учун айнан бажарилади, ва аксинча, (35.5) 
тенгламани айнан қаноатлантирадиган ҳар қаидай Чг функция, агар 
уни ихтиёрий ўзгармасга тенг қилиб олинса, биринчи интегрални 
беради.

(35.1) системанинг (35.2) умумий интеграл билан берилган ечи- 
мини геометрик нуқтаи назардан (п— 1) ўлчамли (п— 1) та кўпхил- 
ликнинг ¥ . =  С((/ =  1, 2, , п — 1) ’(п ўлчовли (*,, х2,
хп) фазодаги (п — 1) ўлчамли гипертекисликнинг) кесишиши орқали 
аниқлапган бир ўлчамли кўпхиллик (интеграл эгри чизиқ) сифатида 
қараш мумкин; интеграл эгри чизиқлар оиласи С,, С2 Сп1
параметрларга боғлиқ, ҳар бир гиперсиртлар оиласи эса битта па- 
раметрга боғлиқ.

2. Тенгламалар системасини симметрик шаклга келтириш биринчи 
интеграллапни излашда кўпинча фойдали бўлади. Тенгламаларни
(35.1) дифференциал шаклда ёзиб, биз (35.1) тенгликларнипг диф- 
ференциалларга нисбатан чизиқли бўлган ҳадларининг шундай ком- 
бинацияларини излаймизки, бунда чап томонда тўла дифференциал, 
ўнг томонда эса ноль турсин. Бу тўла дифференциални интеграл- 
лаб ва натижани ўзгармасга тенглаб, биринчи интегрални ҳосил қи- 
ламиз. Агар шу йўл билан (п — 1) та интеграл топилган бўлса, у 
ҳолда умумий ечимга эквивалент бўлган умумий интегрални ҳосил 
қиламиз; агар (п— 2) та интеграл топилган бўлса, у ҳолда умумий 
ечимни топиш масаласи биринчи тартибли дифференциал тенгламанн 
интеграллашга келтирилади.

1- м и с о л .  (г— у)2 —  =  г, (г— у)2 —  =  у тенгламалар систе- 
йх йх

масини интегралланг.
Еч иш.  Системани симметрик шаклда ёзамиз:

йх   йу   йг
(г—у)* г у

Бу тенгликларнинг сўнгги икки ҳади интегралланадиган қуйидаги 
комбинацияни беради:

уйу  — гйг =  0,

бундан биринчи интеграл: у2— г2 =  Сг.
Сўнгра биринчи нисбатни кейинги икки нисбатнинг олдинги ва 

кейинги ҳадлари айирмаларининг нисбатига тенглаб,

дх2 1 дх-л
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— - —— — ёки йх +  (г — у) {йг — йу) =  0 (г—у)2 г —у '
га эга бўламиз, бундан бошқа биринчи инхеграл

2х +  (.г — уУ = Сг
ни ҳосил қиламиз. Бироқ бу ерда (у — г)1 га бўлиш туфайли биз 
битта параметрга боғлиқ ечимлар оиласи х =  С, у = г ни йўқот- 
дик, агар эркли ўзгарувчи қилиб х олинса, бу ечимлар мавжуд 
эмас.

1 дифференциал тенглама-г> йу . \ йг2- ми с о л .  —  =  1------- , — ;
йх г йхг ах у — х 

лар системасини интегралланг.
Еч и ш.  Системани қуйидаги кўринишда ёзамиз:

, , йх йхйу — йх ---------- , -------
г у  — х

=  йг.

Ўзаро кўпайтириб, интегралланадиган комбинацияни ҳосил қиламиз:
йу — йх йг

У—х
=  0,

бундан

Бу ердан г ни аниқлаймиз: г —

( у - х ) - г  = С .̂
С,

ёкиритиб, қуйидагини топамиз:
У — х

уни биринчи тенгламага

ау- й х  = - л- ^ = ^ -  
Сг

с,
ки (у — х)е = С 2. Умумий ечим

X X
„  с, Сх с.У — С2е + х , г = -+ е

кўринишда бўчади.
Сг ни ўз ичига олган муносабат биринчи интеграл эмаслигини 

айтиб ўтамиз, чунки бу муносабат Сх ихтиёрий ўзгармасни ҳам ўз 
ичига олади. Ундан берилган интегрални олиш учун биринчи муно- 
сабатдан Сг ни х, у, г орқали ифодалаш ва иккинчи муносабатга 
қўйиш керак:

, . г[у-х)(у — х)е = С 2.

36- §. Дифференциал тенгламалар системаларининг амалий татби-
қига доир масалалар

г

Баъзи назарий ва амалий масалаларнинг ечимларини таҳлил қи- 
лайлик.

36.1. Модданинг парчаланиши ҳақидаги масала. А модда Р ва 
(2 моддаларга парчаланади. Уларнинг ҳар бирининг ҳосил бўлиш
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тезлиги А модданинг парчаланмаган миқдорига пропорционал. Р ва 
<3 моддаларнинг миқдорлари х ва у нинг I вақтга боғлиқ равишда 
ўзгариш қонунларини топинг. Бунда парчаланиш жараёни бошлан- 
гандан бир соатдан кейин х ва у мос равишда а/8 ва За/8 га тенг- 
лиги маълум, бу ерда а катталик А модданинг дастлабки миқдори.

Ечиш.  Вақтнинг I пайтида А модданинг миқдори а — х  — у  га 
тенг, бинобарин, қуйидаги биринчи тартибли дифференциал тенгла- 
ламалар системасига эгамиз:

= к^а — х — у),<и
= к2{а — х -  у).

Иккинчи тенгламанинг иккала қисмини биринчи тенгламанинг мос
қисмларига бўламиз, у ҳолда —  =  — , бу ердан у  =  к^х/к, +  С.

<1х кх
Сўнгра / =  0 д а л :  =  г / = 0  бўлгани учун С =  0 ва шунинг учун 
У =  (^  ■*)/*!. '

Биринчи тенгламада у ни к2х/кг билан алмаштириб, —  +  {кг +
+  &г);с =  61а ни топамиз. Биринчи тартибли бу чизиқли тенглама- 
нинг умумий ечими

х==Л ^ + С е -^+ь,)‘
кх+к, 1

Бошланғич шартлардан (/ =  0 да х =  0) фойдаланиб, С \=  — 
— кха/ {кг + 1%) ни топамиз, демак,

х =
*1+*.1 )■

х нинг бу ифодасини у =  к,х/кг тенгликка қўйиб, қуйидагини ҳо- 
сил қиламиз: '

=  _к£_,  ̂ \
У кх+к2' >’

Вақт бирлиги сифатида соат қабул қилинади. I =  1 да х  =  а/8 ва 
у =  За/8 эканлигини билган ҳолда к  ̂ ва /г2 коэффициентларни 
аниқлаш учун қуйидаги тенгламалар системасини тузамиз: }

^  кҳ г < (*1+ * ,)

-А _  (1 _
*1+^2

) =  

) =

_1_
8_3_
8

Т01

ж -

Иккала тенгламанинг мос қисмларини қўшиб, 1— е (к'+к,) =  1/2 ни
ва ку-+кг=  1п2. Иккинчи тенг-топамиз, бу ердан е =  2
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ламанинг иккала қисмини биринчи тенгламанинг мос қисмларига 
бўлиб, к3 =  3к% ни топамиз. Шундай қилиб, кг =  -^-1п 2, к2 =

3
=  — 1п 2 ва изланаётган ечим куйидаги куринишда ёзилади:

4 ' "

х =  — (1 
4

36.2. Шарчаларнинг найчадаги қаракати. Горизонтал найча 
2 рад/с бурчак тезлик билан вертикал ўқ атрофида айланади. Най- 
чада массалари т} =  300 г ва тг =  200 г бўлган иккита шарча 
жойлашган. Улар узунлиги / =  10 см бўлган эластик пружина ор- 
қали бир-бири билан боғланган бўлиб, пружина чўзилмаган ва шар- 
чалар айланиш ўқидан бир хилда узоқлашган (48-шакл). Шарчалар 
кўрсатилган ҳолатда бирор механизм ёрдамида ушлаб турилади. 
Бошланғич пайтда механизм ишлашдан тўхтайди ва шарчалар ҳа- 
ракатга келади. Агар 24000 днна куч пружинани 1 см чўзиши 
мумкин бўлса, ҳар бир шарчанинг найчага нисбатан ҳаракат қону- 
нини топинг.

48- шакл

Е ч и ш. Оғирроқ шарчанинг координатасини (найчага нисбатан) 
хг орқали, енгилроқ шарчанннг координатасини х2 орқали белгилай- 
миз, бунда саноқни айланиш ўқидан бошлаб ҳисоблаймиз ва ўнг 
томонга йўналишни мусбат деб ҳисоблаймиз (48-шакл).

Агар масала шартига мувофиқ Ғ =  кх деб олсак (бу ерда Ғ — 
пружинанинг ҳар қайси шарчага таъсир кучи, х — пружинанинг 
деформацияси), у ҳолда к =  24000 бўлади.

Ҳар қайси шарча нисбий ҳаракатининг дифференциал тенглама- 
сини тузамиз:

тг =  тхсо2̂  — к{хг — х2 — 10),йР

т2 —  =  т2аҒхг +  /г(лҳ — хг — 10)

2 1 0
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Ҳосил қилинган дифференциал тенгламалар системаси нормал 
эмас, бироқ юқорида қаралган усуллар ёрдамида ечилиши мумкин. 
Биринчи тенгламанинг иккала қисмини иккинчи тенгламанинг мос 
қисмлари билан қўшсак:

т ,  х'\ +  т2 х2 =  (о2(т , х{ +  т2 х2).
/ + +  +  гпгх2 =  и деб белгилаб, и" — со2ц =  0 тенгламани ҳосил қи- 
ламиз. Унинг умумий ечими:

и =  Сх сЬ со/ +  С3 зН со/ ёки 3+  +  2+  =  Сх сЬ 21 +  С2 зН 2(, 
бу ерда шартга кўра со =  2 деб олинган ва С,/100 =  Сх ҳамда 
С2/Ю0 =  Сг деб белгиланган. Бошланғич шартлаэ / =  0 да хх = 5 ,  
х \= 0 , х2 =  — 5, х2 =  0. Ъх\ +  2х2 =  2 (С, зЬ 21 +  С2 сЬ 21) ни ҳи- 
соблаймиз ва бу ерда ҳамда 3+ +  2х., ифодага уларнинг / =  0 даги 
қийматларини қўямиз, у ҳолда С, =  5, С2 =  0, ва демак, Зл:, +  
+  2лга =  5 (е21 — е~2<)/2 ёки Зх{ +  2л:2 =  5 сЬ 21.

Бу ердан х3 =  —  сЬ 2 / -----— хх ни топамиз ва уни қуиидагича

ўзгартирилган системанинг биринчи тенгламасига қўямиз: 
х] =  —  76+ +  80 лг2 +  800, 
х2 =  — 120 +  — 116+ — 1200.

Ўрниға қўйиш +  ўзгарувчини йўқотади_ва фақат +  ҳамда +  ларга 
эга бўлган тенгламага олиб келади:

х\ =  — 76+ +  80 ( -5 -сЬ 21 — +  ) +  800

ёки
л:2 +  196 +  =  200 сЬ 21 +  800.

Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими: + = С 2соз14/ +  
+  С25т14 /. Бир жинсли бўлмаган тенгламанинг хусусий ечими 
х ни + = Л с Ь 2 / + Б  кўринишида излаймиз.

Бу ҳолда +  =  4А сЬ 21 бўлгани учун хх ва +  ни дифференииал 
тенгламага қўйиб, ушбу айниятни ҳосил қиламиз:

200 ЛсЬ 21,+ 196 В =200 сЬ 2/+800,

бу ердан А =  1, В = 200/49  ни топамиз, демак, +  = сЬ 2 /+ 2 0 0 /4 9  
ва +  умумий ечим қуйидагича ёзилади:

+  ^ С ^ со з  14/ +  С251П 14/ + с Ь 2 /  +  ^ .

Сх ва С2 ларни топиш қолди. Бошланғич шартлардан: 5 = С х+ 1  +  
+  200/49, бу ердан Сх =  — 4/49; 14С2 =  0, демак, С2 = 0 .

Массаси 330 г бўлган шарча учун унинг ҳаракат қонуни узил- 
кесил
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бўлади.
Массаси 200 г бўлган шарчанинг ҳаракат қонунини топиш учун 

х2 нинг хх орқали ифодасига қўямиз, натижада

х. =  —  сЬ2/ — —  ( сЬ2г — — со5 Ш + — ) 
- 2 2 \  ‘49 4 9)

ёки
, ~ . 6 . . .  300х2 =  сЬ 2 I Н----- соз 141-------- .

2 49 49

Ьо_ГУ^Г\
1

0 С1

49- шакл

36.3 Занжирни злектр юри- 
тувчи кучи ўзгармас бўлган ман- 
бага улаш. Ь индуктивлик, С 
сигим ва К қаршилик 49-шакл- 
да тасвирланган схема бўйича 
уланган. Занжир ўзгармас э.ю.к. 
Е га тенг бўлган манбага ула- 
нади. Уланишга қадар занжирда 
ток ва заряд йўқ деб ҳисоблаб, 
ўзиндукция ғалтагидан ўтадиган 
I токни I вақтнинг функцияси 
сифатида топинг.

Ечиш.  Ўнг контурдаги токларни 1Х ва и_ орқали белгилаб. 
Кирхгоф қонуни асосида масаланинг тенгламалар системасини ту- 
замиз;

1"7 Г + Т $ “ - ‘’>* = в ’

£ ] 0" Ч) 0,

(36.1)

бу ерда I — 1Х =  қ. Бу системадан 1Х ни йўқотамиз. 
ламанинг мос қисмларини қўшамиз:

а(

Иккала тенг

(36.2)

(36.1) нинг биринчи тенгламасининг иккала қисмини 
ференциалласак,

1 I 1 •Ь -----  ̂ - I
ёР С = 0

I бўйича диф-

ни ҳосил қиламиз, бу ердан
<ЗН
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1Х ни (36.2) тенгламага қўйсак,

ь ±  + с т ^ - + т
ш а1!

еки 1г ток иштирок этмаган
. _ 1 _  . _ 1 _ . =  _ е_

си- с/? +  с / . 1 — с/./? (36.3)

тенгламани ечамиз. Унинг характеристик тенгламаси илдизлари 
г, 2 =  — а ±  р га тенг, бу ерда қуйидагича белгиланган:

] 1(2СК) =  а , V  аг — 1ЦСЦ =  р.
Дастлаб а 2 >  1/(С1) деб фараз қиламиз. У ҳолда мос бир жинс- 

ли тенгламанинг ечими қуйидагича бўлади:

г =  ^ ‘(С^сЬр^+С^зЬр/) .

Бир жинсли бўлмаган (36.3) тенгламанинг хусусий ечими »' н и / =  
= А кўринишда излаймиз. У ҳолда Г =  Г' =  0 ва АЦСЬ) =Е!{СЬЯ), 
бу ердан А =  Е/Я.

Демак, / =£■//?, (36.3) тенгламанинг » +  г га тенг бўлган 
умумий ечими » қуйидаги кўринишда бўлади:

[/ =  — +  в‘ 1 /?
(Сх сН р /4+  С2 зЬ р /). 1(36.4)

Сх ва С2 ни бошланғич шартлардан топамиз. / =  0 да » =  0 бўлга- 
ни учун (36.4) дан — 1+ Сг = 0 ,  бу ердан 'Сх = —I— ’ ва шунинг 
учун

1 = - ^ + е ~ ш (с,5Ьр/--|-СЬр<).

—  ни ҳисоблаймиз. Қуйидагига эгамиз:а

^ = е ~ в ' [ - а ( с 25Ь р < - - | - с Ь р * )  +  р ( с 1с Ь р * - - | - 5Ьр*)] .

Бу ерда / =  0 деб, қуйидагини ҳосил қиламиз:
а =  — +  рС2. 

1=о к * 2
Энди С2 ни ҳам топсак бўлади. / =  0 да фақат / =  0 эмас, балки

1л.Е=  0 ҳам эканлигини назарда тутсак, (36.2) тенгламадан —— +
/\

+  С рС2 =  Е ни ҳосил қиламиз, бу ердан

^ г ^ - т К ^ т - 4
а а >  1/(С1) бўлган ҳол учун » хусусий ечим узил-кесил қуйи- 

дагича ёзилади:
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I =
/? I

Энди а1 <  1 !{СЦ деб фараз қиламиз. У хрлда р мавҳум сон бў- 
лади ва (3 =  со21/^— 1 деймиз, бу ерда аҳ ҳаҳикий сон 1ЦСЬ)—а 2 
га тенг.

Бу ҳолда I хусусий ечимни қуйидаги кўринишда ҳосил қиламиз:

/ =  —  { 1 - 1  
/? ‘

- а (
[С05 С+/ +  (<2/®! —  Я /^ й Ҳ ) 51П 0»!/] }.

м

50- шакл

36.4. Индуктив боғлан- 
ган иккнта контурдан ибо- 
рат занжирни улаш. Электр 
юритувчи кучи Е ўзгармас 
бўлган манбага 50-шаклда 
тасвирланган индуктив боғ- 
ланган иккита контурдан 
иборат занжир уланади. 
Агар занжирга улаш ноль 
бошланғич шартларда амал- 
га оширилса, шу билан бир- 
га ф М 2 бўлса, ҳар

иккала контурдаги ва 12 токларни ( вақтга боғлиқ равишда то- 
пинг.

Е ЧИ1 
ламалар

1 ш. Кирхгоф қонунига асосан масаланинг дифференциал тенг- 
системасини тузамиз:

(36.5)

Бу ерда М — контурларнинг ўзаро индуктивлик коэффициенти; қол- 
гаи бслгилашлар олдингн масаладагнга ўхшаш.

(36.5) тенгламалар системасидан —  ни йўқотамиз. Бунинг учун<11
биринчи тенгламанинг иккала томонини Ц  га, иккинчи тенглама- 
никини эса — М га кўпайтирамиз ва уларни қўшамиз. У ҳолда

( / - Л  -  М2) -  МҒ>2(2 =  ҒгЕ,а(
бу тенгламанинг иккала қисмини га бўлиб, М^К^Ь,) =  к2, 
/^//.2 =  2а}, Кг/к 2 =  Еа2 белгилашлар киритсак, қуйидаги тенглама-
ни ҳосил қиламиз:

(! — £2) ^ + 2аК(
4Мага 2

«1
2 а гЕ 

«х '
(36.6)

Бу тенгламанинг иккала қисмини дифференциаллаймиз, —  нинг ифо-й(
дасини топиб, уни (36.5) тенгламаларнинг биринчисига қўямиз:
2 1 4
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_  Р,(1 -  к-) 4+ ^
Л 4/Иа а̂.; й12 2Л1а2 Л ’

■*(| ~ /г'2>- + ^  +  — ) —  + ^ ,(1  = £ •4а,а., й1- \2а., 2а^/
„  й2{,Ҳосил қилинган тенгламанинг иккала қисмини — -  нинг

йР
коэффициентга бўламиз:

йЧг 2(а, +  «г) <Н\ , 4а!а2 . _  4Е
ОР 1 — Ь- 1Ғ  +  1 — к* /?! (1 — Ғ)

ёки (а2 +  а 2)/( 1 — к2) =  о деб белгиласак:

0*1 +  2о —  4- 4” 10(:: / =  АЕа<аг 
<1Ғ‘ й1 +  1 —& 1 /?г(1 — №)'

Характеристик тенгламанинг илдизлари г]>2 =  — о ±  р, бу ерда р =

° 2 — (Р— ҳақиқий сон, чунки радикал остидаги ифода
нолдан катта). У ҳолда мос бир жинсли дифференциал тенглама- 
нинг г умумий ечими қуйидагича бўлади:

2̂ =  е—а' (С| сЬ р/ +  С-2 зЬ р/).

Бир жинсли бўлмаган тенгламанинг I. хусусий ечимини аниқ- 
мас коэффициентлар усули ёрдамида топамиз. =  А бўлсин^ бу

ерда А — топилиши керак бўлган коэффициент. ^  =  0 ва = 0
бўлганлиги учун (36.7) дифференциал тенгламадан А га нисбатан 
алгебраик тенглама келиб чиқади:

4 ^ ^  д  _ 4£аха2
1 - Ь 2 Лх(1.— к2)'

бу ердан Л =  £//? ,.
Шундай қилиб, ! ! = £ / £ , ,  демак, (36.7) генгламанинг умумий 

ечими қуйидаги кўринишда бўлади:

=  —— \-е 01 (С2 сН р / +  С2 $Ь р/). (36.8)
«1

Ихтиёрий ўзгармасларни аниқлаш учун ушбу бошлангич шарт- 
лардан фойдаланамиз: I =  0 да 1\  =  0 ва /2 =  0.

Буларнинг биринчисини (36.8) ечимга қўйсак, д а р ҳ о л С ^ — £/Е\ 
га эга бўламиз. Шунинг >чун (36.8) ечим қуйидагича ёзилади:

Ч = - ^ + е “ 0' ( с г8Ь р / - - ^ - с Ь р ^ .  (36.9)

Ҳосила оламиз:

~  =  в~°‘ [ -  а  ( С, зЬ р  -  сЬ р / ) +

олдидаги

(36.7)
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+  Р^С2сЬр

ва унинг қийматини I =  0 да ҳисоблаймиз:
+1
<и 1=0

а ^ - '+ С 2р.!
«1

Ҳосиланинг топилган қийматини ва бошланғич шартлардаги = /2 = 0  
қийматларни (36.6) тенгламага қўйиб, С, ни топиш учун тенглама 
ҳосил қиламиз;

(1 - ^ 2) ( ^ + С 2р )
2«] Е
~ а г т

с т ^ а ^  +  а ^ Д ! — й2) эканини назарда тутиб,
(«1 +  аг)Е 

«х
+  С2 Р (1 — к2) 2ахЕ

~ЙГ

тенгламани

кўринишга келтирамиз, бу ердан

^  =  («1 — «а)£
2 Р(1—*=)/?! •

/х хусусий ечимни узил-кесил қуйидагича ёзилади:
Е_

«1
а1~ ”2 -зЬВ/ — сЬр/  

Р (1 — к2) г (36.10)

I, хусусий ечимни (36.6) муносабатдан топиш мумкин. Бунинг
учун у ерда ^  ва — ни юқорида нинғ I нинг функцияси сифатида <и
топилган ифодасига [(36.10) формулага қаранг] ва бу функциянинг 
I бўйича ҳосиласига алмаштириш керак.

36.5 Истеъмолчи уланган ўзгарувчан ток занжиридаги транс- 
форматор. Истеъмолчига боғланган ўзгарувчан ток занжирига улан- 
ган трансформаторнинг иккала контуридаги токларни топинг.

" Е ч и ш.  Маълум- 
ки, трансформатор ин- 
дуктивлик ҳамда ички 
қаршиликка эга бўл- 
ган ва индуктив боғ- 
ланган иккита контур- 
дан иборат. Шунинг 
учун 51-шаклдаги схе- 
мадан фақат иккинчи 
контурида /?’истеъмол- 
чиси (ташқи қарши- 
лик) бўлиши билан 

фарқ қиладиган схемага эга бўламиз. Бундан ташқари ток манбаи- 
нинг электр юритувчи кучи Е ўзғармас деб эмас, балки V (/) =  
=  и соз (со / +  ф„) деб олинади* бу ерда и — амплитуда, ш — частота 
ва ф„— манба кучланишининг бошланғич фазаси.
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Кирхгоф қонунларига биноан мазкур ҳолда масалага доир диф- 
ференциал тенгламалар системаси (36.5) га ўхшаш кўринишда бў- 
лади:

+  М %  =(/(*),а( ас

Ь % + и * А + в )1 ,+  м ^ . = о ,
а( а(

(36.11)

бу ерда V ({) — манбанинг электр юритувчи кучи. Соддалик учун 
бошлангич фаза ф„ ни нолга тенг деб оламиз ва кучланишни I/ (<) =  
=  и соз о) I кўринишда ёзамиз.

(36.11) ни номаълумлари бўлган иккита алгебраик

тенгламадан иборат система деб қараб ва уларни одатдагича ечиб, 
коэффициентлари ўзгармас бўлган иккита чизиқли тенглама система- 
сига келамиз:

Л'1 #+2 • , М(К.2 +  /?).• | 1*2̂
<И О 1 £» £»

&1г _  1\М . _  1 ^ 2  +  К) ■ МЦ_
<и й 11 о  ‘2 О  ’

(36.12)

бу ерда В = Ь+^2 — М2 — системанинг детерминанти. (36.12; систе- 
ма бир жинсли эмас ва уни ечиш учун дастлаб мос бир жинсли

»̂1 _ _К+2 ■ ,
"Т-

МЯ .
£» £»~ (  9

_  ЪМ . . (36.13)си 
^1*2

системани ечиш керак, бу ерда К2 + К = К деб белгиладик. Систе- 
манинг характеристик тенгламаси қуйидаги кўринишга эга:

—  - г М К
ЯгМ - Ь ^ К - г

Бу ердан

=  0.

г 2, +  ( Я ^  +  Ь Д  г  +  Я гЯ О  =  0

ни ҳосил қиламиз, шунинг учун характеристик тенгламанинг илдиз- 
лари

Г 1,2 ~

___ /?1̂ 2 “I- & *̂1 У  (36.14)

бўлади.
(36.14) дан Б  > 0  бўлганда характеристик тенглама ё иккита 

манфий ҳақиқий илдизга, ёки ҳақиқий қисмлари манфий бўлган ик- 
кита комплекс илдизга эга бўлади. Бу ҳолда (36.13; бир жинсли 
системанипг туташув электратокини аниқловчи умумий ечими I

2 1 7
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ўсиши билан электраток тебраниш характерига [(36.14) комплекс 
илдизлар] ёки нодаврийлик характерига (ҳақиқий илдизлар) эга бў- 
лишидан қатъий назар тез камаяди. Барқарор жараённи ўрганишда 
ечимнинг бу қисмини эътиборга олмаса ҳам бўлади, шунинг учун 
умумий ҳолда уни ёзмаймиз.

Қаралаётган схеманинг идеал трансформатор деб аталувчи хусу- 
сий ҳоли алоҳида қизиқиш уйготади. Идеал трасформатор ўзининг 
ички Рг ва Р2 қаршиликлари кичпклиги билан характерланади, бу 
каршиликларни ташқи истеъмолчи Р ва тақрибан нолга тенг бўлган 
Р  нинг қийматига нисбатан амалда нолга тенг деб ҳисоблаш мум- 
кин, бу ердан қуйидаги тақрибий тенглик келиб чиқади: М х У  
Бундай фаразларда Р = Р деб ҳисоблаш мумкин ва (36.14) дан 
гг «  0, г%та— РСХ келиб чиқади, демак, (36.13) бир жинсли систе- 
манинг умумий ечимини идеал трансформатор бўлган ҳол учун 
қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин:

с!0 +  С^ е~-НЦ1 I  ̂=с\2) + С,(2): ~Н Ц 1  
2

Иккинчи қўшилувчилар I ўсиши билан тез камаяди, барқарор жа- 
раён биринчи қўшилувчилар ва бир жинсли бўлмаган (36.12) систе- 
манинг хусусий ечими билан биргаликда характерланади.

11(1)—и созсо/ бўлгани учун бу хусусий ечимларни

I! =  А С05 СО / +  В 5Ш ш/, 
12 = Р С05 (0 / +  ф 51П (0 /

(36.15)

кўринишда излаймиз. (36.15) ни (36.12) га қўйиб топамиз:
0 (  — А 0) 51П С0 / +  5  (0 С05 0) /) =  — ЯхЬ2(А СС5 (И (+ Н 51П (0 /) +  

+  М Я (Р С05 Сй / +  ф 51П (0  /)’+  Ь.,и С05 Сй/,

И ( — Р (0 51П Сй / +  С Сй С05 Сй/) =  Р^М (А С05 С0 / +  В 51П Сй /)—
— Сх/? (Р С05 СО / +  ^  51П Сй /) — М Н С05 С0 /.

Ёзилган тенгламаларнинг чап ва ўнг томонларидаги со5со/ ва 51Псо/ 
олдидаги коэффициентларни ўзаро тенглаб, тўртта А, В, Р, ф но- 
маълумли тўртта чизиқли тенгламадан иборат қуйидаги системага 
келамиз:

ВЭ со =  — А Р ^  + РМ Р +  Ьги,
—  /Ш  со =  —  в / Қ £ ,  +  ф /И  Р ,

(Шсо = АРуМ + Р1^Р_— Ми,
— РЭ со =  ВРХМ +

Бу системанинг ечими (36.15) хусусий ечимнинг ифодасини беради.
Бу умумий қолга тўхталиб ўтмасдан, яна идеал транс- 

форматор бўлган хусусий ҳолга қайтамиз. Унинг учун (Рг «  /?, «
« 0 ,  /? « /? , £ ) «  0, М қуйидаги тенгламани ҳосил қила-
миз:

2 1 8
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(? =  0 ва Р =  —У С2/(.^и/Р.
Р нинг топилган қиймати истеъмолчи занжиридаги ток ампли- 

тудасини аниқлайди. У ҳолда истеъмолчидаги кучланиш пасайиши- 
нинг амплитудаси и ^ ^ У Ц / Ь ^ - и  га (и — манба кучланишининг 
амплитудаси) тенг бўлишини қайд қиламиз. Шундай қилиб, У Ьг/Ьх 
катталик истеъмолчи занжиридаги ва манба занжиридаги кучланиш- 
лар нисбатини ифодалайди. Уни трансформация коэффициенти 
дейилади. Бироқ электротехникада трансформация коэффициенти кў- 
пинча бошқача кўринишда ёзилади. Цилиндрик чулғамли ғалтак- 
нинг индуктивлиги чулгамлар сони квадратига пропорционал бўл- 
гани учун трансформация коэффициенти трансформатор ўрамининг 
бирламчи ва иккиламчи чулғамлари сони нисбатига тенг бўлади.

36.6. Паст частоталар фильтри.
52- шаклда электр схемаси келти- 
рилган: ўзаро тенг иккита С ин- 
дуктивлик, С сиғим ва Р истеъмол- 
чи кучланиши V (?) =  и соз ю I қо- 
нун бўйича ўзгарадиган кучланиш 
манбаига уланган. Истеъмолчидаги 
кучланиш пасайиши тебранишлари- 
нинг характерини аниқланг. Бунда 
барқарор жараён билан чекланинг.

Еч иш.  Чап ва ўнг контурлардаги токларни мос равишда ва 
»2 орқали белгилаб, сиғим орқали ўтувчи ток 1г — 1Л га тенг экан- 
лигини топамиз. Кирхгоф қонунига кўра г, ва ларга нисбатан 
ушбу дифференциал тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:

Б

и

ь

С ■

5 2 -шакл

1 ^ 1
си

(Иъ
а1

+  # 4  +  Иг — <1~ =  0.
(36.16)

(36.16) нинг иккинчи тенгламасини 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

I бўйича дифференциаллаб,

бу ердан

+  +  —  (*, — / х) = 0 ,  № <и с  2 1

нинг ифодасини I бўйича яна дифференциаллаш ва (36.16) 
нинг биринчи тенгламасига қўйиш мумкин, у ҳолда тенглама

12С ^  +  ш с  ^  +  2С +  т , = V (() (36.17)
ш 1 ас* 41

кўринишни олади.
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(36.17) га мос келувчи бир жинсли . ^нглама барча коэффициент- 
лари мусбат бўлган

Ь2Сг3 +  ШСг1 +  2Ьг +  К = 0 
кубТтенгламадан иборат бўлади.

Бу тенглама мусбат ҳақиқий илдизга эга эмас, чунки г >  0 да 
чап кисмдаги барча қўшилувчилар мусбат ва уларнинг йигиндиси 
нолга тенг бўла олмайди. Бундан ташқари, бундай тенгламанинг 
мавҳум илдизларининг ҳақиқий қисмлари манфий бўлишини исбот 
қилиш мумкин.

Шундай қилиб, (36.17) мос бир жинсли тенглама умумий ечими- 
нинг барча қўшилувчилари манфий кўрсаткичли экспонентларга эга 
ва шу сабабли I ўсиши билан тез камаяди. Бизни қизиқтирадиган 
барқарор жараён шунинг учун бир жинсли бўлмаган (36.17) тенг- 
ламанинг хусусий ечими билан тўла аниқланади, уни V — и созсо/ 
бўлгани учун

/2 =  А С05 (0 I +  В 51П со/
кўринишда излаймиз.

Бу ифодани дифференциаллаб ва с2 ни ҳамда унинг ҳосиласини
(36.17) га қўйиб, қуйидаги тенгламалар системасига келамиз:

А ( — 21 со +  1 2С со3) +  В (К — ШС со2) =  0,1 
А (Я — ЬЯС со2) +  В (2Ь со—1?С со3) =[и ]

ёки
— 27. со +  Ь2Ссо3 =  а, 7? — 7.7?С со2 =  Р 

белгилашлар киритсак:
а А +  ($В =  0,1 
РА — аВ = и. ]

Бу системадан
А[= р и/(а2 +  р2), В = — а и/(а2 +  р2).

/2 ечимнинг амплитудаси |о |  =  У А 2 +  В2 = | н | / У ла 2 +  р2 муноса- 
бат орқали ифодаланади ёки а ва р ларнинг қийматини эътиборга 
олсак:

' 1 V и  со* -  чу +  «-(1 — Ю со-)- ■
Истеъмолчидаги кучланиш пасайишини (36.18) дан тенгликнинг 

иккала қисмини 7? га кўпайтириб топиш мумкин, чунки Иг =  Шг. 
со частоталар кичик бўлганда со2 ва ундан юқори тартибли катта- 
ликларни эътиборга олмаса ҳам бўлади. У ҳолда (36.18) нинг мах- 
ражида со бўлмаган ҳадларгина қолади, демак, радикал остидаги 
ифода В2 га тенг бўлади. Демак, | V | «  | и \1Я ва талаб этилаётган 
нисбат | п|-7?/1 и\ «  1.

Бу паст частотали тебранишлар берилган схемадан амплитудани 
амалда (деярли) ўзгартирмасдан ўтишини билдиради. Аксинча, кат-
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та (о частоталар учун (36.18) да илдиз остидаги ифоданинг бош ҳади 
со нинг юҳори даражали ҳади бўлади. Шу сабабли бундай частота- 
лар учун | «  | и |/(^'-С©3), у ҳолда

М Я
1«!

Я
ЬгСш3 0,

яъни юқори частотали тебранишлар берилган схемадан амалда ўт- 
майди, у паст частоталарни ўтказади ва юҳори часготаларни деярли 
ўтказмайди. Худди ана шу сабабга кўра бундай схема пасгп часто- 
тали фильтр дейилади.

36.7. Ҳарбий ҳаракатлар динамикаси. Магематика татбиқлари- 
нинг кенг ривожланиши математик меюдлар, хусусан, дифферен- 
циал тенгламалар ёрдамида илгари фаҳат миқдорий мулоҳазалардан 
нарига ўтиб бўлмайдиган соҳаларга тегишли кўпгина масалаларни 
ҳал этишга имкон яратди. Шундай соҳалардан бири ҳарбий ишдир. 
Ҳарбий ҳаракатларнинг энг содда моделидан иборат масалалардан 
бирини қараб чиқайлик, бундай ҳаракатларда иккита гуруҳ иштирок 
этади. (Биз уларни шартли равишда яшиллар ва кўклар гуруҳи деб 
атадик.)

Яшилларнинг гуруҳи ҳисобида /V, та, кўкларникида эса М2 та 
бир хилдаги ҳарбий бирликлар (танклар, самолётлар, кемалар, ра- 
кета қурилмалари ва ҳоказо) бўлсин, шу билан бирга уларнинг тав- 
сифлари турли гуруҳларда турлича бўлиши мумкин; масалан, само- 
лётларнинг танклар билан, ракета қурилмаларининг кемалар билан 
жангини қараш мумкин.

Вақтнинг ( пайтида яшилларнинг ҳарбий бирликлари ўртача со- 
нини тх орқали, кўкларникини эса пц орқали белгилаймиз ва вақт- 
нинг кичик Д/ оралиғида уларнинг ўзгаришини ҳисоблаймиз. Ш х 
ўзгариш кўкларнинг ўққа тутиши туфайли шикастланган ҳарбий 
бирликларнинг сафдан чиқиш ҳисобига бўлади. А( вақт ичида кўк- 
ларнинг тг та ҳарбий бирлигидан ҳар қайсиси к, Д ( та муваффа- 
қиятли ўқ узади. Бу ерда к̂  = Х2рг ўртача ўқ отиш тезлиги (кўк- 
ларнинг ҳарбий бирликлари вақт бирлиги ичида ўқ узишлар сони) 
рг — айрим отишда нишонни мўлжалга олиш эҳтимоли.

Шунинг учун
Д т ,  =  — кгтг Д I.

Тенгликнинг иккала қисмини Д/ га бўлиб, д/ ->-0 да лимитга 
сак, қуйидаги дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз:

йт, _ ." — КпТТТп •
л  2 2

ўт-

Юқоридагига ўхшаш мулоҳазалар юритиб, 
ламани ҳам ҳосил қиламиз:

йгпг
&1 — кхтх.

қуйидаги иккинчи тенг-

Шуқдай қилиб, бошланғич шартлари тх (0) =  А^, т ,  (0) =  IV, 
бўлган дифференциал тенгламалар системасини ҳосил қилдик.
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Бу тенгламалар жанг динамикаси тенгламалари ёки Ланчестр 
тенгламалари дейилади.

Системани ечиш учун биринчи тенгламанинг иккала қисмини I
бўйича дифференциаллаймиз ва ўнг томондаги ни унинг ик-

<н
кинчи тенгламадаги ифодаси билан алмаштирамиз. У ҳолда

— £ =  к,я2т , .  
Л* 1 1

Бу тенгламанинг умумий ечими
I — УУҚЎҚ I

тг = С,е +  С2е
кўринишга эга ёки гиперболик функциялардан фойдалансак, 

т х =  С3 сЬ У  к, к2 I +  С4 У к, к̂  I
кўринишга эга. тх ни дифференциаллаб биринчи тенгламадан қуйи- 
дагини топамиз:

тг =  — С3 У к,/кг зЬ У  к,кг I — С4 У к х1к2 сЬ угкгкг I.
Ихтиёрий ўзгармасларни аниқлаш учун бошланғич шартлардан фой- 
даланиб, қуйидаги қийматларни қосил қиламиз: С3 =  Д^, С4 =  — 
—У к2/кх Мг, бу ердан Ланчестр тенгламалари системасининг ечими 
қуйидаги кўринишда ҳосил бўлади:

тг = К г сЬ кгк2 I— М2У к 21кг зЬ У к х кг1, 
т2 = — Л^ У  к^/к, зЬ У кук2 I +  И2 сЬ У кук2 I.

Бу формулаларни абсолют миқдордан нисбий миқдорга, яъни сақланиб 
қолган бирликлар улушига ўтиб, соддалаштириш мумкин. Бунинг 
учун (х4 =  тх/Мг, |х, =  т 2/Л/, деб белгилаймиз ва система тенглама- 
ларининг иккала қисмини мос равишда Л/4 ва Л/2 га бўламиз, у ҳол- 
да тенгламаларнинг янги системасини ҳосил қиламиз:

<и

Л

~  2̂» N1

— К  77 1*1-____ Л'г
Бу системани бошланғич шартлар: / =  0 бўлганда р, =  р, =  1 да 
интеграллаш керак. Юқоридаги системани иг = кх МгШ2, «а =  
=  Л/2/Л^ параметрлар киритиб, ихчамроқ кўринишга келтириш
мумкин. У ҳолда

Ф*1
<и

л

«2Рг> 

— «1
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их ва и3 параметрлар оддий физик маънога эга. иг = к^М^Ш  ̂
ифоданинг сурати яшиллар ўзларининг дастлабки таркибида вақт 
бирлиги ичида мумкин бўлган ўқ узишлари сони, яъни кўкларнинг 
вақт бирлиги ичида яшиллар томонидан яксон қилиниши мумкин 
бўлган бирликларининг ўртача сони. Бу сонни М2 га бўлиб, кўклар- 
нинг яшиллар вақг бирлиги ичида яксон қилиш мумкин бўлган бир- 
ликларининг ўртача миқдорларини ҳосил қиламиз. их катталик яшил- 
ларнинг кўкларга таъсир этиш интенсивлигининг характеристи- 
каси дейилади.

иг катталик ҳам шундай маънога эга бўлиб, бунда фақат томон- 
ларнинг ўрни алмашган бўлади, у кўкларнинг яшилларга таъсир 
этиш интенсивлигининг характеристикаси дейилади. Энг кейинги 
тенгламалар системаси ушбу кўринишдаги ечимга эга бўлади:

=  сН У и { и2 I — ў  и2/иь зН У  и,«2 I,
р2 = с и., I — У и х/и2 зН У  ихи2 I 

(у юқоридаги системани ўзгарувчиларни тегишлича алмаштириб ечиш 
дан ҳосил бўлган). Бу фэрмулаларни янада соддалаштириш мумкин,

бунинг учун «келтирилган вақт» I = У и х и̂  I ни киритиш ва 
У иг/и2 =  х  деб белгилаш керак. У ҳолда

и, =  сН /------- -—  сН /, и„ =  сН / — х зН/.X "
Агар томонларнинг кучлари тенг, яъни х  =  1 бўлса,

- _ У1 =  Ц* =  ___________ _____________
Бу формулалардан сақланиб қолган ҳарбий бирликларнинг ўртача 
миқдорлари ва р2 фақат келтирилган вақт I га эмас, б а д к и  х 
параметрга ҳам боғлиқлиги келиб чиқади. х параметр кучлар нисба- 
тини белгилайди.

X =  у и х/и 2 =  ( М г/ М 2) у к х/ к 2 .
Бу параметр бир томоннинг иккинчи томон олдида устунлигини 

аниқлайди. х  >  1 булганда яшиллар кўклардан кучли бўлади ва 
жанг бир қанча вақтдан сўнг яшилларнинг ғалабаси билан тугайди. 
х <  1 бўлганда эса аксинча бўлади х =  1 бўлганда ҳеч бир томон 
устунликка эриша олмайди.

х параметрнинг ифодасидан у кучларнинг муносабати МХШ2 га 
эффектив ўқ узиш муносабати кх/к, га нисбатан кўпроқ боғлиқ 
эканлиги кўринади. Масалан, Мг нинг икки марта ортиши х пара- 
метрни икки марта орттиради, эффектив тез отиш кх нинг икки 
марта орттирилиши эса х  параметрни фақат У 2 = 1 , 4  марта орт- 
тиради.

Қуйидаги масалани қараймиз.
Яшиллар ва к^кларнинг икки гуруҳ танклари ўртасида жанг 

кетаяпти. Яшилларнинг 50 та танки бўлиб, уларнинг ўртача тез 
отиши минутига кх =  0,25 ўқ узишдан ва нишонга текказишнинг
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ўртача эҳтимоли Рг =  0,56 дан иборат. Кўкларда 25 танк бўлиб, 
уларнинг ўртача тез отиши минутига Х2 = 0,5 ўҳ узишга, нишонга 
текказишнннг ўртача эҳтимоли Р2 =  0,5 га тенг.

Жанг қайси томоннинг ғалабаси билан ва тахминан ҳанча вақт- 
дан сўнг тугашини ҳамда голиб чиҳқан томоннинг йўқотишлари 
тақрибан қанча бўлишини кўрсатайлик.

Дастлаб қуйидаги коэффициентларни ҳисоблаймиз: 
У ^ О.25-0.56.50 =

1 N. 25
=  0.5 •0.5-25 =  0 125

Л̂ ! V 50

« ! > « г бўлгани учун яшиллар ғалаба қозонади. / =  /0 ,2 8 -0 ,1 2 5  / =  
=  0,187/ «келтирилган вақт» га ўтамиз ва устунлик [коэффициен- 
тини ҳисоблаймиз:

х =  /0 ,2 8 /0 ,1 2 5  ~  1,5.
Жанг тугаши пайтида =  0, демак,

сЬ / — х $Ь / =  0,

бу ердан 1Ь/ =  1/х =  1/1,5 = 0 ,667 . Гиперболик тангенслар жадва- 
лидан / =  0,8 ни топамиз, ҳақиқий вақтга (минутларда) ўтиб, / =

=  //0,187 =  4,28 (мин) ни топамиз. Жанг тугаганда яшилларнинг 
сақланиб қолган танклари улушини аниқлаймиз:

= с Ь 0 , 8  — 0,667.5Ь0,8 =  1,337— 0,667 0,881 =
=  1,337— 0,585 = 0 ,7 5 2 .

Шундай қилиб, танклар жанги тахминан 4,5 мин дан кейин яшил- 
ларнинг ғалабаси билан тугайди, бунда ғалаба қозонган томон даст- 
лаб ўзида бор бўлган танкларнннг 25 % га яқинидан, яъни тахми- 
нан 12 та танкидан ажралади.

36. 8. Тушаётган жисмларнииг шарққа оғиши. Бошланғич тез- 
ликсиз тушаётган жисм Ернинг айланиши сабабли вертикал бўйича 
эмас, балки ундан бироз шарққа томон оғиб ҳаракатланади. Туша-

ётган жисмларнинг бу шарқий оғиши- 
ни ҳисоблаш талаб этилади. Энг ав- 
вало Ернинг тайин жойида вертикал 
деб нимани айтилишига тўхталиб ўта- 
миз. Ер сиртининг кенглиги ф га тенг 
бўлган бирор жойида ипга осилган ва 
мувозанат вазиятида турған М юкни 
тасаввур этайлик (53- расм). Ипнинг 
мувозанатли йўналиши мазкур жойдаги 
осма чизиқ ёки вертикал деб аталади.

Шуни айтиб ўтамизки, вертикал- 
нинг йўналиши М жисмга ер шари то- 
монидан таъсир этувчи тортишиш ку-
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Эндн Ер сиртидан Н баланд- 
ликда тинч турган М моддий 
нукта (биз ер шарига нисбатан 
нисбий тинчлик ҳақида гапира- 
миз, албатта) бошланғич тезлик- 
сиз тушмоқда деб тасаввур этай- 
лик (54- шакл). Тушаётган жисм- 
нинг биз кузатаётган ҳаракати 
унинг айланаётган ер шарига 
нисбатан нисбий ҳаракатидан 
бошқа нарса эмас. Биз бу ерда 
масаланинг Ер айланишининг бур- 
чак -тезлиги қиёсий кичиклигига 
асосланган тақрибий ечимини ба- 
ён этамиз.

М моддий нуқтага унинг ҳа- 
ракат вақтида Ернинг тортиш ку-
чи Ғ таъсир этади. Бу куч қато- 
рига марказдан қочма инерция
кучи Ғ" ва кориолис инерция ку-—*
чи Ғ ' ни киритамиз. Биз била-

1 Ғ ва марказдан қочма куч Ғ'‘ нинг тенг таъсир

'қтанинг оғирлиги Р бўлиб, у вертикал бўйлаб йў- 
нерция кучи Ғси нинг мнқдорини ва йўналишини 
лумки,

Ғ с =  2 ти,

1г шундай нуқтасининг айланнш тезлигики, бу 
зинг бирор нуқтасидан қуйилган ва М нуқта-
1 нг га тенг векторнинг охири билан устма-уст 

- » —►
:учи Ғ  нинг йўналиши и тезлик йўналишига

I — айланиш тезлигини ҳисоблаймиз. Бунинг 
инг бирор нуқтасидан масалан, Ер маркази

нисбий тезлиги ьг га тенг вектор қўямиз. 

шаётган жисмнинг биз кузатаётган тезлиги.

аракатини аниқламагунимизча ьг тезликнинг 
ши бизга номаълум.
ланма бурчак тезлигининг кичиклиги сабабли 
[г траекторияси вертикал тўғри чизиқдан жу- 

(кузатишлар ҳам шуни тасдиқлайди). Бун-
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чи йўналиши билан устмг 
айланиши натижасида М 
нисбийдир, М жисм ер I. 
лади,

М жисмга (уни модд] 
усулини татбиқ этамиз. 
шиш кучи ва ипнинг р« 
тика усули бўйнча бу к;

мувозанатланиши лозим. 
инерция кучи марказга

га тенг, бу ерда со Ер 
тадан Ернинг айланиш 

ер шари ўқидан т перп 

кучлар ўзаро мувозанат
тенг таъсир этувчиси I 
ши керак.

Шундай қилиб, Ғ 
жисмнинг биз кузатаёт 
нинг йўналиши мазкур

Шунга ишонч хоси 
нинг миқдори жисм о

чунки Г =  Р  С05 ф, бу
катта қийматга экват'
=  1 айл/сутка =  —— 

—4
=  9,78 м/с2 деб эква 

I

Марказдан қочма

тиладиган Р оғирли 
вертикал йўналиш б 
лади. Энди тушаётг 
тайлик.

15—2939

54- ише

МНзки, тортиш куч 

этувчиси МОДДИЙ Н' 
налган. Кориолис I 
топамиз. Бизга мат

бУ ерда и — Ерни; 
нуқта ер шари ўқи
нинг нисбий тезлиг

тушади. Қориолис I

қарама- қаршидир. | 
учун Ер шари ўқиг
0  дан М нуқтаниш 

иг нисбий тезлик т\

Биз М нуқтанинг > 
катталиги ва йўнал^ 

Бироқ Ернинг а( 
тушаётган жисмни 
да кам фарқ қиладг
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дан келиб чиқадики, ог тезликнинг йўналиши вертикалнинг йў_ 
налишидан ва, демак, кузатиш жойи А ни Ер маркази 0 билан 
туташтирадигаи тўғри чизиқдан ҳам жуда кам фарқ қилади.

и тезликни ҳисоблашда биз биринчи яқинлашишда ьг нисбий 
тезлик АО тўғри чизиқ бўйлаб йўналган деб ҳисоблашимиз мумкин.

ьг векторни 0  нуқтадан АО тўғри чизиқ давомида қўйиб ва

и тезликни бу вектор охирининг айланма тезлиги сифатида аниқ- 
лаб,

и = ог м соз ф

ни топамиз, шу билан бирга и тезлик Ернинг айланиш томонига 
Ер ўқи ва ОА радиус орқали ўтувчи текисликка (яъни шу жойнинг 
медианалар текислигига) перпендикуляр равишда йўналган. Бу ердан

Ғси = 2тог 0) созф

эканлиги келиб чиқади, шу билан бирга [Ғси кучнинг йўналиши

и тезлик йўналишига қарама- қарши; кўриш осонки, кориолис кучи 
Ғси медианалар текислигига перпендикуляр бўлиб шарққа йўналган. 
Ана шу кучнинг мавжудлиги тушаётган жисмнинг шарққа оғишига 
олиб келади. '

Энди М нуқга ҳаракатининг 
дифференциал тенгламаларини Ер 
шари билан боғланган х, у, г 
тўғри бурчакли ўқлардаги про- 
екцияларда тузамиз. Координата 
бошини А нуқтада оламиз, г ўқни 
вертикал юқорига, х ўқни меди- 
ана текислигида жанубга, у ўқни 
эса медиана текислигига перпен- 
дикуляр равишда шарққа йўнал- 
тирамиз (х, у, г ўқлар 55- шакл- 
да кўрсатилган).

Р ва Ғси кучлар г ва у ўқ- 
лар бўйича йўналганлигини на- 
зарда тутиб, ушбу ҳаракат диф- 
ференциал тенгламаларини ҳосил қиламиз:

(36. 19)

тх" = 0 ,
ту" =  2тог и со$ф, 
тг" = — Р.
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Бундан ташқари
г = 0 да
х =  0, у =  0, г = Н,
X' = 0, у' =  0, 2' =  0

бошланғич шартларга эгамиз.
(36. 19) нинг биринчи тенгламасини интеграллаб ва бошланғич 

шартларни (( =  0 да х  =  0 ва х' =  0 ни) назарда тутиб,
*  =  0

ни топамиз, яъни М нуқтанинг ҳаракати уг текисликда содир бў- 
лади.

Р = т§ ни (36. 19) нинг учинчи теигламасига қўйиб,
2" = — §

га эга бўламиз, бу ердан
г' =  — §( +  Сг, 

г =  — у -  +  С (̂ +  С8.

Сг ва С, ихтиёрий ўзгармасларни бошланғич маълумотлар бўйи 
ча топамиз: Сх =  0, Са =  Н. Демак,

г ' =  — §(,

г

(36.20)

(36. 19) нинг иккинчи тенгламасини қарайлик. Бу тенгламанинг ўнг 
томонида бизга номаълум пг катгалик турибди. уг тезликнинг йўна- 
лиши вертикалнинг, яъни г ўқнинг йўналишидан кам фарқ қилган- 
лиги учун биз биринчи яқинлашишда ьг тезликнинг миқдори унинг 
2 ўқдаги проекциясига тенг деб ҳисоблашимиз мумкин, яъни

уг =  |г '| =& .
Бундай ҳолда (36. 19) нинг иккинчи тенгламаси ушбу кўринишни 
олади:

ёки
ту" — 2т§( со со$ ср

У "  =  2 £ < 0 * С 0 5 ф .

Интеграллаб, топамиз:

У ’ = £ й > * 2 С 0 5 ф + С з ,

У =  4 "  г и <3 со5ф +  С3/ +  С4.
О

Бошланғич шартлардан С3 =  0 ва С4 =  0 ни топамиз. 
Демак,

2 2 8
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(36. 21)
у'  = £ 0 )/2СО5ф, 

у  — £ (0 /3 С05 ф.

Энди Н баландликдан тушаётган жисмнинг шарқий оғиш миқдорини 
топиш қийин эмас; у I нинг г нолга айланадиган пайтига мос ке- 
ладиган қийматига тенг. (36. 20) да г — 0 деб,

ни топамиз. / нинг бу қийматини (36.21) тенгламага қўйиб ва М 
нуқтанинг шарқий оғишини е орқали белгилаб,

=  ў  | / ^ - С 0 5 ф  =  у  0) | / ? | 1 с 0 5 С рБ (36. 22)

ни ҳосил қиламиз.
Санкт-Петербург кенглигида 100 м баландликдан тушаётган 

жисмнинг шарқий оғишини бу формула бўйича ҳисоблаймиз. Н = 
= 100 м, ф =  60° деб,

е =  1,1 см

ни топамиз. Кутилганидек, е  миқдор жуда кичик бўлиб чиқди.
36. 9. Эластик боғланган иккита массанинг хусусий тебраниш- 

лари. Энди бир неча эркинлик даражаларига эга бўлган система- 
ларни қарайлик.

Қўзғалмас 0 нуқтага илинган винтли 
пружинага осилган Мг юкни тасаввур 
этайлик; Мг юкка иккинчи пружина во- 
ситасида Мг юк осилган (56- шакл). Бу 
системанинг ўзининг мувозанат вазияти 
атрофидаги хусусий тебранишларини кў- 
райлик.

М^ ва М2 юкларнинг массаларини тх 
ва т2 орқали, уларнинг оғирликларини 
Рх ва Рг орқали белгилайлик, пружина- 
ларнинг массаларини ҳисобга олмаймиз.
56- а шаклда бу системанинг мувозанат 
вазияти тасвирланган. Бу система ўз му- 
возанат вазиятидан чиқарилган ва ўз ҳоли- 
га қўйилган деб фараз этайлиқ. Пру- 
жинанинг эластиклик кучлари таъсири 
остида системанинг хусусий тебраниш- 
лари содир бўла бошлайди. Системанинг 
бу тебраниш вақтининг бирор пайтидаги 
вазияти 56-6  шаклда кўрсатилган. Бу 
система ҳаракатининг дифференциал тенг- 
ламаларини тузамиз.

Мг ва Мг юкларнинг (уларни моддий 
нуқталар деб қараймиз) ўзларининг му- 56- шакл
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возанат вазиятларидан оғишларини ва х2 орқали белгилаймиз. 
Системанинг ҳолати хг ва х„ оркали тўла аниҳланганлиги учун (юк- 
лар фақат вертикал кўчади деб фараз қиламиз) биз система иккита 
эркинлик даражасига эга деб фараз қиламиз. Устки пружинанинг 
М г юкка қўйилган эластик реакция кучи миқдорини Ғх орқали, паст- 
ки пружинанинг иккала юкка қўйилган эластик реакция кучлари 
миқдорини Ғ2 орқали белгилаб ва иккала юк ҳаракатининг вер- 
тикал ўқ х га проекцияларда дифференциал тенгламаларини ту- 
зиб, қуйидагига эга бўламиз:

тхх” =  Р, +  Ғ2— Ғх 
т2х'2' =  Р2 — Ғ2.

Устки ва пастки пружиналарнинг бикрлик коэффициентларини 
мос равишда сх ва с2 орқали, бу пружиналарнинг мувозанат вазият- 
даги чўзилишларини /ў ва Д орқали белгилаймиз. Системанинг му- 
возанат вазият (а) дан (б) вази 1тга ўтишида (56- шакл) иккала пру- 
жина мос равишда хх ва х2—хг миқдорда қўшимча чўзилишини ҳи- 
собга олиб,

ғ 1 = м д  +*1).
Ғ2 — с2({2 х2 х^

ни ҳосил қиламиз. Бу қийматларни олдинги ^тенгламаларга қўйиб, 
қуйидагига эга бўламиз:

т ^ Х ^  =  Р ^  ~ \~ с 2[ 2 +  С2Х 2 С1?I С 1^1  1

т2х2 Р2 с2 [  ̂■ с2х2 ■ I ■ с2Ху.

Системанинг мувозанат ҳолатида Мк ва М2 юкларнинг ҳар би- 
рига қўйилган кучлар ўзаро мувозанатлашувини қайд этамиз. Муво- 
занат вазиятда пружиналарнинг эластик реакция кучлари Ғ  ̂ =  
=  сх[г ва Ғ2 =  с2[2 қийматларга эга эканлигини назарда тутиб, уш- 
бу мувозанат шартини ҳосил қиламиз:

Р1 + с2[2 — СД =  0,
Р2 с2[ 2 = 0 .

Бу мувозанат шартлари асосида биз тузган ҳаракат дифференциал 
тенгламаларииииг ўзгармас ҳадлари қисқаради.

Ушбу

сЛ ±Ғ2= 2 а, - ^ - = 2  Ь, —  =  2с (36.23)
тх т2

белгилашларни киритиб, система ҳаракатининг дифференциал тенг- 
ламаларини узил- кесил ушбу кўринишга келтирамиз:

+ 2ах  ̂ 2Ьх2 0,1 /^0 24)
х2 — 2 схг + 2 сх2 =  0. |  ‘

Биз ўзгармас коэффициентли иккита бир жинсли чизиқли диффе- 
ренциал тенглама системасини ҳосил қилдик. Бу системани инте- 
граллашга киришиб, унинг хусусий ечимини

2 3 0
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хх = а 
х , =  а

51П(Х/ +  Р), 
51П(Х+1- Р)

(36. 25)

кўринишда излаймиз, бу ерда а (1), а 1"', Я ва р — ўзгармас сон-
лар.

Бу хг ва х2 қийматларни (36. 24) тенгламаларга қўйиб ва 
51п(Я/ +  р) га қисқартириб, ушбу а (1), а <2) ва X ўзгармаслар
қаноатлантириши лозим бўлган тенгламаларни оламиз:

— Г-а (1) + 2 аа  (1) — 2Ьа <2) =  0,1
— Т а  <2)— 2 с а (1) +  2 с а  <2) =  0 |

еки

(2а — Г) а0) — 2Ьа <2) = 0 ,
— 2 с а (1) +  (2с— X2) а <2) =  0. 

,0)

(36. 26)
—  д - ;  а  =  и .  )

(2) =  0 ечимга эга бўлиб, у (36. 24) тенг-Бу тенгламалар а"' = а ц ечимга эга оулио, у 
ламаларнинг хг =  х2 =  0 хусусий ечимига олиб келади, яъни биз- 
ни системанинг мувозанат вазиятига қайтаради. а (1) ва а <2) ўзгар- 
масларга нисбатан чизиқли ва бир жинсли бўлган (36. 26) тенгла- 
малар нолдан фарқли ечимга бу системанинг детерминанти нолдан 
фарқли, яъни

2 а — Г  
— 2 с

— 2 Ь 
2 с — Г =  0 (36. 27)

тенглик ўринли бўлгандагина эга бўлади.
Биз (36. 24) тенгламалар (36. 25) кўринишдаги хусусий ечим- 

ларга эга бўлиши учун X катталик қаноатлантириши лозим бўлган 
тенгламани ҳосил қилдик. Ҳосил бўлган детерминантни очиб,

X4 — 2 (а +  с) X2 +  4 (а — Ь)с = 0
га эга бўламиз. X2 га нисбатаи квадрат тенгламадан иборат бу тенг- 
лама

Х] = а + с — У (а+с)2 — 4(а — Ь) с, ) (36 28)
Х\ = а +  с +  У  (а +  с)а — 4 (а — Ь) с I

илдизларга эга. Бу иккала илдиз ҳам ҳақиқий ва мусбат эканли- 
гига ишонч ҳосил қилиш осон. Улар ҳақиқий эканлигини кўрсатиш 
учун уларни ;

Хл—а + с  — У (а — с)1 +  4 Ьс } (36.29)
2̂ =  а +  с +  У(а  — с)2 +  4 Ьс )

кўринишда ифодалаймиз ҳамда а, Ь ва с миқдорлар (36. 23) форму- 
ладан кўриниб турганидек, мусбат сонлар эканига эътибор берамиз.

Я,2 илдиз мусбат албатта. X,2 илдизнинг ҳам мусбатлигига ишонч 
ҳосил қилиш учун а > Ь эканлигини кўрсатиш кифоядир, бу ҳам
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(36. 23) формулалардан кўриниб турибди, ва демак, (36. 28) форму- 
лалардаги радикал сон жиҳатидан а +  с дан кичик.

X2 ва Х2 мусбат сонлардан квадрат илдиз чиҳариб, иккита ҳақи- 
қий қиймат X =  ва X =  Х2 ни ҳосил қиламиз, бу қийматларда 
(36. 24) система (36. 25) кўринишдаги хусусий ечимга эга бўлади. 
Шундай қилиб, (36. 24) тенгламалар қуйидаги иккита хусусий чи- 
зиқли ечимга эга:

Х1 =  Ч !  5’П ^  +  (36. 30)х, =  а{2 51п (Х^ +  р:) }
ва

х г =  а г ' 1 51П {Х21 + р , ) ,  

х2 =  а 22) 51П (X,/ +  р2).
(36. 31)

Бу хусусий ечимларнинг ҳар бирига Л4Х ва М2 юкларнинг би- 
рор гармоник тебранма ҳаракати мос келади. (36. 30) ечимга Л4̂  ва 
М2 юкларнинг X,! частотали гармоник тебраниши мос келади, (36.31) 
ечим эса шу юкларнинг А, частотали гармоник тебранишини беради.

Системамизнинг бу иккита гармоник тебранма ҳаракати унинг 
бош асосий тебранишлари деб аталади; Хх ва Хг частоталар систе- 
манинг хусусий частоталари деб ном олган.

Биз (36. 25) хусусий ечимдагн р ўзгармаснинг танланишига қўйи- 
ладиган ҳеч қандай шартни ҳосил қилмадик. Бу ердан системанинг 
бош тебранишларининг рх ва ра бошланғич фазалари мутлақо ихти- 
ёрийлигича қолиши келиб чиқади. Л+ ва М2 юкларнинг биринчи 
бош тебранишлари амплитудалари а{1) ва а{2) ҳамда шу юкларнинг 
иккинчи бош тебранишлари амплитудалари а (2° ва а<22) ҳақида бун- 
дай деб бўлмайди.

Биз кўрдикки, (36. 25) ечимдаги а (1) ва а <2) ўзгармаслар (36.26) 
тенгламаларни қаноатлантириши лозим. Бу ерда X =  Х1( а (,) =
=  а  1(,) ва а (2) =  а  {2) деб,

(2 а — Х ?) а (1) — 2Ь а (2) = 0 ,
— 2 с а  I” +[{2с — XI) а{2) = 0

тенгламаларни ҳосил қиламиз, буларни а{!) ва а (2) амплитудалар 
қаноатлантиради. Х = Хг (36. 37) тенгламанинг илдизи, ва демак, 
ҳозиргина ёзилган системанинг детерминанти нолга тенг бўлганлиги 
учун, бу тенгламалардан бири иккинчисининг натижасидир.

Бу тенгламалардан
а {2* 2а — X.2 2с
; г р г =  2 ь ~ =  2 с - я2

ни топамиз. Худди шу каби, иккинчи бош тебранишга мурожаат этио, 
а 22> 2а — X ̂ 2* __ 2е 

~ 2* " г  с-Х<22»
ни топамиз.
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Шундай қилиб, Мх ва М2 юкларнинг тебраниш амплитудалари 
абсолқ)т қийматлари аниқмас бўлиб қолса- да, бироқ ҳар бир бош 
тебранишда бу амплитудаларнинг нисбатлари тўла аниқ қийматларга 
эга бўлади.

Мх юкнинг ҳар бир бош тебраниш амплитудасини ихтиёрий бе- 
риб, яъни

0) 0) а! =  ос1( осг =  ос,
деб (бу ерда а х ва оса ихтиёрий ўзгармаслар), М х юкнинг тебраниш 
амплитудалари учун мос равишда

« (2> — СС1 —
2 а —А.2 

2 Ь
ос1» а2 =

2 а — %1
----------- а .

2 Ь

га эга бўламиз.
Шундай қилиб (36. 30) ва (36. 31) бош тебраниш 

узил- кесил ушбу кўринишга келтирилади:
тенгламалари

хх = ах 8 1П (Я.! 1 +  (3,), ]
2 а — 1 

Х2 -  ^  ос2 51П (А+ +  РО
(36. 32)

ва
хх = а2 51П (кг! +  р2), )

2а — Ҳ? 1 (36. 33)
Х2 = ----------  а 2 51П (V  +  р2).20

Энди (36. 32) тенгламаларга мурожаат этадиган бўлсак, кўрамизки, 
биринчи бош тебранишда иккала лҳ ва х3 массаларнинг кўчиши бир 
вақтда нолга айланади ва бир вақтда максимал қийматларига эриша- 
ди; бу деган сўз, иккала Мг ва М2 юк ўзларининг мувозанат вази- 
ятларидан бир вақтда ўтади ва мувозанат вазиятдан энг катта оғиш- 
га бир вақтда эришади. Шу фикрларни (36. 33) тенгламалар асосида 
иккинчи бош тебраниш учун ҳам айтишимиз мумкин.

Яна шуни ҳам таъкидлаймизки, (36. 29) формулалар асосида

2а — =  а — с + У  (а— с)2 +  4Ьс > |0 ,
2а — = а — с— У  (а— с)2 +  4Ьс < 0

га ҳам эгамиз. Бундан келиб чиқадики, биринчи бош тебранишда 
хг ва х, кўчишлар ҳар доим бир хил ишорали, иккинчи бош тебра- 
нишда эса улар қарама- қарши ишоралидир. Демак, биринчи бош 
тебранишда иккала Мх ва Мг юк бир хил йўналишларда ҳаракат- 
ланади (яъни бир хил фазада бўлади); иккинчи бош тебранишда эса 
қарама- қарши йўналишларда ҳаракатланади (яъни қарама- қарши 
фазаларда бўлади).

Шундай қилиб, системамиз ҳаракатининг дифференциал тенгла- 
малари иккита хусусий ечим (36. 32) ва (36. 33) га эга. (36. 24) 
тенгламалар чизиқли бўлганлиги учун бу ечимларни қўшиб, биз уш- 
бу янги ечимни оламиз:

233

www.ziyouz.com kutubxonasi



х, =  ..2а~ Л| а г 51П (Хг( +  р2) +  _ " ~ /' . .а . .5 ш ( ^ + р г). (36.34)
'  2 Ь 2 Ь

Бу ечимга кирган аъ аг, рх, р, ўзгармаслар мутлақо ихтиёрий 
эканлигини таъкидлаб ўтамиз. (36. 24) система тўртинчи тартибли 
бўлганлиги учун тўртта ихтиёрий ўзгармас а ,, а,, р, ни ўз ичи- 
га олган (36. 34) ечим (36. 24) тенгламаларнинг умумий ечимидир.

Бундан, системамизнинг умумий тебранма ҳаракати унинг иккита 
бош тебранишининг қўшилишидан иборат бўлади. Ўз- ўзидан тушу- 
нарлики, аг, а 2, (З̂ , р2 ихтиёрий ўзгармаслар бошланғич шартлар 
бўйича, яъни хг ва х2 миқдорлар ва улар ҳосилаларининг бошлан- 
ғич қийматлари бўйича аниқланиши зарур.

Хусусан, биз бошланғич шартларни а 2 =  0 бўладиган қилиб 
танлашимиз мумкин, у ҳолда (36. 34) тенгламалар (36. 32) тенгла- 
маларга айланади ва биз системанинг биринчи бош тебранишига қай- 
тамиз. Иккинчи бош тебранишни амалга ошириш учун бошланғич 
шартларни а г =  0 бўладиган қилиб танлаш мумкин.

Пировардида битта хусусий ҳол учун энг содда ҳисоблашларни 
бажарамиз. Мг ва М2 юкларнинг массалари тенг ва пружиналар 
бикрликлари ҳам тенг деб фараз қиламиз, яъни

х г =  а ,  51П ( ^  +  ($!) +  а 2 51П (Д.2/  +  р ,) ,

ту = т2, сг = с2
деб оламиз.

(36. 23) формулаларга аеосан

Сўнгра (36. 29) формулалар бўйича қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

_ _5_ £}_ с2 _  3 -  ,/ 5 сг ^  0<382 с, ^
1 2 т.1 V 4т2! Т ..... 2 тг тг

\ 2
/ V , - - 3 4-1 ° С1 2 6 1 *

тх тх

Бундан

Ушбу

*1 = 0 ,6 1 8 1 /_Е1_, К2 =Т
<4

%.т1

белгилашни киритамиз ва X,, биринчи пружинадаги М х юкнинг ик- 
кинчи пружина ва ундаги юк бўлмаган ҳолатда хусусий тебраниш- 
лари частотасидан бошқа нарса эмаслигини айтиб ўтамиз. Шундай 
қилиб, системанинг хусусий тебранишлари учун биз ушбу қиймат- 
ларни ҳосил қиламиз:

^  = 0 ,6 1 8 ^ ,  К =  1,62 V
2 3 4
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Сўнгра

2 а  —  % \

2 Ь
=  2 — 0,382 =  1,618,

2 а —  к%
---------  = 2  — 2,618 =  — 0,618

2 Ь

га эгамиз.
Демак, биринчи бош тебранишда М2 юкнинг тебранишлар амп- 

литудаси Мх юкнинг тебраниш амплитудасидан 1,618 марта катта, 
иккинчи бош тебранишда М2 юкнинг тебраниш амплитудаси Мх юк 
тебраниш амплитудасининг 0,618 қисмини ташкил этади.

Олинган бу натижаларни гра- 
фик кўринишда тасвирлаш фойдали- 
дир. Системамизнинг биринчи бош 
тебранишини оламиз. 57- шаклда 
системамизни мувозанат вазиятида 
тасвирлаймиз, ҳамда Мх ва М2 юк- 
ларнинг мувозанат вазиятларидан 
бу юкларнинг тебраниш амплиту- 
даларини ихтиёрий масштабда (ма- 
салан, Мх юк амплитудасини бир- 
лик қилиб) қуямиз. Қўзғалмас 0 
нуқтани Мг юк амплитудасининг 
охири билан ҳамда М, ва М2 юк- 
лар амплитудаларининг охирлари- 
ни ўзаро туташтириб, устки ёки 
остки пружиналар ихтиёрий нуқ- 
тасининг тебраниш амплитудасини 
осон топишга имкон берувчи гра- 
фикни ҳосил қиламиз. Бу амплитуда қабул қилинган масштабда 
у ёки бу тўғри чизиқнинг мос нуқтасининг горизонтал координата- 
си орқали график кўринишда тасвирланади. 57- а шаклда тасвир- 
ланган график системанинг биринчи бош тебраниш шаклини беради.

57- б шаклда иккинчи бош тебраниш шаклини берувчи график 
ясалган. Бу ҳолда М2 ва Мг юклар амплитудаларининг нисбати 
манфий сон— 0,618 га тенг бўлганлиги учун графикни ясашда биз 
амплитудани қарама- қарши томонларга қўямиз. Кўриш осонки, 
остки пружинанинг битта нуқтаси нолга тенг амплитудага эга; 
бундай нуқта тугун нуқта ёки тугун дейилади.

Шундай қилиб, биринчи бош тебраниш тугунга эга эмас; иккин- 
чи бош тебранишда битта тугун бор. Яна бир марта таъкидлаймиз- 
ки, бош тебранишнинг шакли Мх ва М2 юклар амплитудаларининг 
абсолют қийматларига боғлиқ эмас, бош тебранишнинг шакли бу 
амплитудаларнинг нисбати билан тўла аниқланади.

2 3 5
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37- §. Дифференциал тенгламалар системаси ечимининг геометрик 
талқини. Фазалар фазоси ҳақида тушунча. «Йиртқич—ўлжа» масаласи

Юқорида кўрганимиздек, биринчи тартибли оддий дифференциал 
тенглама у' =  /  (х, у) содда геометрик талқинга эга бўлиб, Оху те- 
кисликда йўналишлар майдонини аниқлар эди.

Дифференциал тенгламанинг нормал системаси ҳам худди шун- 
га ўхшаш геометрик маънога эга. Соддалик учун иккита: у (х) ва 
2 (х) номаълум функцияли иккита оддий дифференциал тенгламадан 
иборат ушбу системани қараш билан чекланамиз:

5 7  =  Л  ( * .  У .  * ).

Т  = Ъ(Х. У’ г)-<1х

(37.1)

Бу системанинг умумий ечими қуйидаги функциялар жуфтидан ибо- 
ратдир:

у = у(х, Си С2), 
г = г(х, С1У С2). (37. 2)

(37.2) функцияларнинг ҳар бири уч ўлчовли Охуг текисликда ци- 
линдрик сиртнинг тенгламасини ифодалайди, улар биргаликда эса 
бу фазода (37. 1) системанинг интеграл эгри чизиғи бўлган эгри чи- 
зиқни ифодалайди. Ўз навбатида (37. 1) система фазодаги бирорта 
соҳанинг ҳар бир (х, у, г) нуқтасида интеграл эгри чизиқ уринади- 

„ „ „ <1ц ёг „ „ган иўналишини аниқлаидиган — ва — қииматларни аниқлаиди.
йх йх

Шундай қилиб, дифференциал тенгламанинг (37. 1) нормал сис- 
темаси фазода йўналишлар майдонини беради, бу системанинг уму- 
мий ечимини топиш геометрик жиҳатдан ўзининг ҳар бир нуқтаси- 
да майдон аниқлайдиган йўналишга уринадиган икки параметрли 
эгри чизиқлар оиласини топишни билдиради.

Юқорида айтилганларпи номаълум функциялар сони катта бўл- 
ган ҳолда ҳам бемалол такрорлаш мумкин. Ҳақиҳатан ҳам, п та 
номаълум функцияли п та оддий дифференциал тенгламанинг

у \ = }  1 (х> У и Уп ).
У  2 = }г (х , У 1* У п) . (А)

Уп  =  /„ (*. У1. . Уп)

системаси (п +  1) ўлчовли Охуг, , уп фазода йўналишлар май-
донини аниқлайди. Унинг

Ух = У1 (*, С и
У2 = У 2 ( Х ,  С и с„). (Б)

Уп = Уп (х , С г , ■ <У
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ечими п та Сг, , Сп параметрли эгри чизиқлар оиласи бўлиб, 
уларнинг ҳар бири ўз нуқтасида майдон аниқлайдиган йўналишга 
уринади.

Кўпгина физик масалаларда, хусусан, механикага доир бир қа- 
тор масалаларда дифференциал тенгламалар системасида эркли ўзга- 
рувчи ролини ( вақт бажаради. Бундай масалалар учун фақат юқо- 
рида келтирилган геометрик талқин (унда I вақт фазовий коорди- 
наталардан бирининг ролини ўйнар эди) қулай бўлмасдан, бошқача, 
яъни масалага кирадиган узгарувчиларнинг турлича табиатларини 
тўсиб қўймасдан, балки, аксинча, таъкидланадиган ва тўла аниқла- 
надиган талқини қулайдир.

Бу янги геометрик талқин билан танишишни қуйидаги мисоллар- 
ни қарашдан бошлаймиз.

1 - м и с о л .  Қуйидаги

—  + Рх = 0 (37. 3)

гармоник осциляторнинг тенгламасини кўрайлик. Маълумки, унинг 
умумий ечими

X = С) С 0 5  к( +  Сг 51П к{. 

I =  0 да берилган бошлангич шартлар х =
I - 0

йх
(П =  0«

1 =  0

кўринишда бўлсин. У ҳолда ихтиёрий ўзгармаслар учун Сг =  х0, 
С, —ь01к. Бошланғич шартларнинг берилган системасини қаноатлан- 
тирадиган хусусий ечим қуйидаги кўринишда ёзилади:

х = х0 соз к( +  — 51П к(. (37. 4)к

(37. 4) функция гармоник тебранаётган моддий нуқтанинг тўғри чи- 
зиқли ҳаракат қонунини ифодалайди. (37. 3) тенглама иккинчи тар-
тибли, уни V =  — функция киритиб биринчи тартибли иккита диф- й!
ференциал тенгламадан иборат нормал система кўринишига келти- 
риш мумкин. У ҳолда бошланғич шартлари х,(_ о = х 0, V \ _  =  ц0

бўлган қуйидаги системани ҳосил қиламиз:

х ’ =  V ,
V' = — &х.

Бошланғич шартлари берилган (37. 5) системанинг ечими

(37.5)

X  =  Х0 С05 к (  +  (о0/к) 51П к ( , ' 
V  =  —  х0к 51П к( +  С05 к( (37. 6)

бўлади.
(37. 6) тебранаётган моддий нуқтанинг ҳаракат қонунини ва тез- 

ликнинг ўзгариш қонунини ифодалайди.
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Юқорида айтилганларга биноан (37. 6) ечим геометрик нуқтаи 
назардан уч ўлчовли 01:хо фазода эгри чизиқ билан тасвирланади. 
I нинг қиймати эгри чизиқда шундай нуқтани аниқлайдики, унинг 
координаталари мувозанат ҳолатидан х масофа қийматига ва моддий 
нуқтанинг берилган I моментидаги тезлиги V нинг қийматига мос 
келади.

Агар (37. 6) тенгламани уч ўлчовли 01хи фазонинғ I, х, V ўқ- 
ларида эмас, балки I ни параметр деб ҳисоблаб, Охо текисликнинг 
х, V ўқларида қарасак, ҳаракатга бошқача геометрик маъно бериш 
мумкин. Бу ҳолда (37. 6) система системадаги тенгламалардан I па- 
раметрни йўқотиб ҳосил қилиш мумкин бўлган эгри чизиқни аниқ- 
лайди. Шу мақсадда иккинчи тенгламанинг иккала қисмини к га 
бўламиз, сўнгра иккала тенгламани квадратга оширамиз ва қўша- 
миз, у ҳолда

+  (ь!к)2 =  х 2 +  (о,Д)2

ёки р20 =  х \  +  (ц0к)2 белгилаш киритиб ва : тенгламанинг иккала 
қисмини р0 га бўлиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

дс2/ р2 +  У2/ (Дер0)2 =  1. (37.7)

Бу ерда р0 =  ±  V  х2 +  (у0/ й)2 > 0 , чунки бошланғич х0 = у 0 = 0  
шартлаода ечим айнан ноль бўлиб қолар эди. (37.7) тенглама Оху 
текисликда ярим ўқлари р0 ва кр0 бўлган каноник жойлашган эл- 
липсни ифодалашини кўриш осон.

Охо текислик (37.5) нормал система учун фазалар текислиги, 
фазалар текислигидаги (37.7) эгри чизиқ эса системанинг фазавий 
траекторияси дейилади. Равшанки, бу траектория фақат (37.5) диф- 
ференциал тенгламалар системаси билангина эмас, балки яна мос 
бошланғич шартлар билан ҳам аниқланади. Бошланғич шартларнинг 
ҳар бир мумкин бўлган системасига ўз фазавий траекторияси мос 
келади.

Мазкур мисолда (37.4) тенглама билан тавсифланадиган нуқта- 
нинг тўғри чизиқли ҳаракатига системанинг фазалар текислигидаги 
фазавий траектория, яъни (37.7) эллипс бўйича ҳаракат мос келади.

Фазалар текислигининг фазавий траекториялар билан тўлган 
қисми системанинг фазавий портрети дейилади. Бизнинг ҳолда фа- 
завий портрет бутун текисликни тўлдиради, чунки бошланғич шарт- 
лар тегишлича танлаб олинганда фазалар текислигининг исталган 
нуқтаси орқали фазавий траектория— (37.7) эллипс ўтади.

Умуман (37.1) дифференциал тангламанинг нормал системаси 
учун фазалар текислиги деб, Оуг текислик олинади, фазавий траек- 
тория деб Оуг текисликнинг у, г ўқларига нисбатан келтирилган 
^37.2) ечим ҳисобланади, бу ечимда х аргумент параметр ролини 
ўйнайди, интеграллаш ўзгармаслари С, ва Сг эса бошланғич шарт- 
лардан аниқланади. х  параметрни (37.2) системадан йўқотиш фаза- 
вий траекториянинг одатдаги тенгламасига олиб келади.
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Нормал системанинг ечимини фазалар текислигида траектория 
ёрдамида тасвирлаш ўнг томони аргументга ёки юқорида механика- 
га доир масалаларда тилга олинганидек, I вақтга боғлиқ бўлмаган 
системалар учун айниқса муҳимдир.

2 - мис ол .  Ана шу нуқтаи назардан ушбу сўнувчи тебранишлар 
тенгламасини қараб чиқамиз:

^ - + 2 п ^  + к2х = 0, (37.8)

унинг характеристик тенгламасининг г, 2 =  — п ±  V п 1 — к'1 илдиз- 
лари п- — к2<  0 шартда, яъни кг — п2 = к\ бўлганда л, 2 =  — п ±  
±  ку1 бўлиб, тегишли умумий ечимни эса

х  = е~п1 (Сх со5 кх1+С2 51 п ку1) (37.9)
кўринишда ёзиш мумкин. Бошланғич [нартлар қуйидагича бўлсин: 
х \=0 = х0’ х ' о  =  уо- у  ҳолда (37.9) дан дарҳол С{ = х 0 келиб 
чиқади. С2 ни гопиш учун (37.9) ечимни дифференциаллаймиз:

х' =  [(— п + к гСг) соз кх/ +  (Схкх— пС2) 51п кх1],
бу ердан / =  0 да у„ — — пСг -|- к{Сг. Демак, С2 =  (о0 +  пх„)/к{ ва 
хусусий ечим

х = е - '1‘ (х,, соз кх/ +  — 5| п ку1) (37.10)
1̂

кўринишини олади.
Янги V =  х '  функцияни киритсак, (37.8) тенглама ушбу нормал 

системага келади:
х  =  V,
о' = — 2ло — к2х,

(37.11)

унинг ечими қуйидагича ёзилади:

х =  е~п‘ (х0 со5 кх1 +  ПК" 51П кх1),
*1

V = е~п‘ (о0 со5 кх1
п-о„ 4- (п2 +  к]) х0 

* 1
51П кх1),

(37.12)

бу ердаги биринчи тенглама (37.10) билан бир хил, иккинчи тенг- 
лама эса биринчисини дифференциаллашдан ҳосил бўлади.

Олдинги мисолдағиря чхшаш, (37.11) системанинг фазавий 
траекторияси Охо те .сликнинг х, V ўқларига нисбатан ёзилган
(37.12) тенгламалар системасидан иборат бўлади (бу ерда I пара- 
метр ролини ўйнайди). Бу ерда параметрни йўқотиш (37.6) система- 
дагига қараганда анча мураккаб масаладир. Шунга қарамай (37.12) 
система аниқлайдиган фазавий траекторияларнинг характерини улар- 
нинг ошкор тенгламаларини ҳосил қилиб ўтирмасдан ҳам аниқлаш 
мумкин.
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Фазавий траекторияларнинг кўринишини аниқлашни 'енгиллашти- 
риш учун дастлаб V -\-пх ифодани тузамиз, бунинг учун (37.12) 
нинг биринчи тенгламасини п га кўпайтириб, иккинчи тенгламаси 
билан қўшамиз:

V +  пх =  е ~ п1 ((о0 +  пх0) соз к{1 — хакг 51П кх1),
бу тенгликни га бўлиб ва уни (37.12) нинг иккинчи тенглама- 
си ўрнига қўйиб, системани қуйидаги кўринишда ёзамиз.

х = е~п1{хв соз к^  +  51п кг/),

Уд +пх е_ 
к,

п! У0 “I- ПХ(\ 1 ,  .  1 ,\1-----со$ — х0 51П кх1и
к\ )

(37.13)

(37.13) нинг иккала тенгламасини квадратга ошириб, уларни қўша- 
миз:

*2 + =  е~2гй х ~ув +  пх,, 

к 1 )

2

ёки х 2 +  (п0 +  п х 0)2/ к^ =  р2 белгилаш киритсак,

+  + =  р2е~2п1 (37.14)

ни ҳосил қиламиз, шу билан бирга р Ф 0 эҚанлиги равшан, чунки 
бошланғич шартлар соф ноль шартлардан фарқли.

(37.14) тенгламадан фазавий траекториянинг тенгламасини ҳосил 
қилиш учун фойдаланиш мумкин. Бунинг учун (37.14) дан I нинг 
қийматини топиш ва бу қийматни (37.12) ёки (37.13) тенгламалар- 
нинг бирига қўйиш кифоя. Бироқ, олдиндан маълумки, ҳосил қи- 
линадиган ифода ҳаддан ташқари узун бўлади, бинобарин, бошқача 
йўл тутганимиз маъқул.

(37.14) тенгламани
*2 , (у +  пхр ..

(ре~ п ‘ )2 (/г1ре~п1У1

кўринишда ёзамиз. Бу тенглама эллипс тенгламасини эслатади. 
Агар махражлар ўзгармас ре~п/ =  А, к1ре~п/ =  В бўлганда эди, у 
ҳолда тенгламани

, (к +  пх)2 _  .

кўринишда ёзиш мумкин бўлар эди, бу координата ўқларига нисба- 
тан бурилган эллипсни ифодалайди, чунки қўшилувчида V ўрнига 
V -\-пх турибди. Бироқ, аслида юқоридаги ифодадан кўринишича А 
ва В махражлар вақтга боғлиқ. Шунинг учун фазалар текислигида 
В/ А =  к бўлган бундай эллипсларнй чизадиган бўЛсак, фазавий 
траектория бўйича ҳаракатланаётган нуқта бир эллипсдан иккинчи- 
сига ўтгандай бўлади ва спираль (эллиптик — логарифмик спираль)
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бўйича марказ томон ҳаракатланади. Масаланинг физик маъносига 
кўра, п >  0, шу сабабли е~п‘ 0, эллипсларнииг ярим ўқлари ка- 
маяди ва фазавий траектория бўйича ҳаракат марказ томон спираль 
бўйлаб (мувозанат ҳолати) бўлади. Аксинча бўлганда, эллипснинг 
ярим ўҳлари катталашади ва фазавий траектория бўйича ҳаракат 
марказдан бошқа томонга қараб бўлади.

Шу пайтга қадар икки номаълумли иккита тенглама системаси- 
ни қараш билан чекланган эдик. Киритилган тушунчалар функция- 
лар сони катта бўлган ҳол учун ҳам ўз кучини сақлайди, (А) кў- 
ринишдаги ўнг томони х аргументга боғлиқ бўлмаган системалар 
(механикада I вақтга боғлиқ бўлмаган, бундай системалар автоном 
системалар дейилади) учун ечимга геометрик маъно беришда п +  1 
ўлчовли Охух, , уп фазода фақат интеграл эгри чизиқларни 
эмас, балки п ўлчовли бўлган Оу{, , уп фазалар фазосида фа- 
завий траекторияларни ҳам қуриш мумкин. Фазавий траекториялар 
тенгламаларини ҳосил қилиш учун (Б) ечимни уларнинг параметрик 
берилиши деб қараш керак, бу ерда х аргумент {I вақт) параметр 
ролини ўйнайди.

Чизиқли бўлмаган системалар учун, ва умуман, системанинг 
аниқ ечимини чекли кўринишда ҳосил қилиб бўлмаган ҳамма ҳол- 
ларда фазавий портретларни ўрганиш айниқса муҳимдир. Фазавий 
портретни таҳлил қилиш берилган система тавсифлайдиган ҳаракат 
характерини, унинг барқарорлигини (турғунлигини) ва бир қатор 
махсус масалаларни ҳар томонлама аниқлашга имкон беради. Ми- 
сол тариқасида «йиртқич—ўлжа» масаласини келтирамиз.

Икки тур—йиртқнч ва унинг ўлжаси курашини тавсифловчи энг 
содда модель қуйидагидан иборат. Икки тур балиқ — товонбалиқ ва 
чўртанбалиқ яшайдиган ҳавзани қарайлик. Агар чўртанбалиқлар 
бўлмаганида эди, товонбалиқлар ўзларининг сони х га пропорционал
бўлган х = кх тезлик билан экспоненциал қонун бўйича кўпайган 
бўлар эди (биз товонбалиқлар жами массаси ҳавзадаги сув массаси- 
дан жуда ҳам кичик деб ҳисоблаймиз). Агар чўртанбалиқлар сони- 
у бўлса, у ҳолда чўртанбалиқлар еб қўйган товонбалиқлар сонини ҳи- 
собга олиш лозим. Биз товонбалиқлар ва чўртанбалиқларнинг бир- 
бирига дуч келиш сони товонбалиқлар сонига ҳам, чўртанбалиқлар 
сонига ҳам пропорционал деб ҳисоблаймиз, у ҳолда товонбалиқлар

• I
сонининг ўзгариш тезлиги учун х = кх — аху тенгламани ҳосил қи- 
ламиз.

Товонбалиқлар бўлмаганида, чўртанбалиқлар қирилиб кетар эди:
у = — 1у, товонбалиқлар бўлганда эса чўртанбалиқлар ўзлари еган
товонбалиқлар сонига пропорционал тезлик билан кўпаяди: у =  — 
— 1у + Ьху.

Шундай қилиб, биз йиртқич ва унинг ўлжаси системаси энг 
содда моделининг дифференциал тенгламалари системасига келдик.
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х — кх — аху,

,У = — 1у+Ьху.
Бу модель Лотка—Вольтерр модели деб аталади. Системанинг ўнг 
қисми текисликда вектор майдонни аниқлайди. (х, у) нуқтага қўйил- 
ган вектор (6*— аху, — 1у +  Ьху) компоненталарга эга. Бу фаза- 
вий тезлик майдонидир: х^О , г / > 0  бурчак эса фазавий фазодир.

Фазавий тезликнинг вектор майдо- 
ни компоненталарининг ўзгаришини 
кузатиб чизиш осон. Буни 58- шаклда 
келтирилган йиртқич ва унинг ўлжаси 
моделининг фазавий тезлик майдони 
мисолида кўриб чиқайлик.Майдоннинг 
махсус нуқтаси (ха = 1/Ь, уа =к/а) 
товонбалиқлар ва чўртанбалиқларнинг 

; мувозанат сонига мос келади, бунда 
товонбалиқларнинг кўпайиши чўртан- 
балиқлар фаолияти билан, чўртанбалиқ- 
ларнинг кўпайиши эса уларнинг табиий 

ўлими билан мувозанатлашади. Агар чўртанбалиқларнинг бошлан- 
ғич сони у0 дан кичик бўлса (шаклдаги А нуқта), у ҳолда товонбалиқ- 
лар ва чўртанбалиқлар сонлари, токи кўпайиб кетган чўртанбалиқлар 
тоюнбалиқларни уларнинг кўпайиши сонидан ортиқ еб қўя бошла- 
гунча ўса боради (В нуқта), сўнгра тоюнбалиқлар сони камая бо- 
ради, чуртанбалиқлар сони эса токи озиқ етишмаслиги чўртанбалиқ- 
ларнинг қирилишига олиб келмагунча, ўса боради (С нуқта); энди 
чўртанбалиқлар сони шунчалик камаядики, товонбалиқлар яна кў- 
пая бошлайди (£) нуқта); товонбалиқларнинг кўпайиши эса маълум 
вақтга келиб чўртанбалиқларнинг кўпайишига олиб келади.

Шундай қилиб, товонбалиқ ва чўртанбалиқ сонларининг улар- 
нинг мувозанат сонлари яқинида тебранишлари содир бўлади. Энди 
бу тебраиишлар даврийми ёки нодаврийми деган савол тугилади. 
Фазавий тезлик майдонининг биз чизган манзараси бу саволга жа- 
воб бериш имконини бермайди.

Бу масалани ҳал қилишда Пуанкаре акслантиришлари ва Ламе- 
рей диаграммалари қўлланилади.

38- §. Турғунлик назарияси элементлари.
Ляпуноз теоремалари

38.1. Бирор физик жараён ҳаракат дифференциал тенгламалари- 
нинг берилган кучлар ва бошланғич шартларга мос ечимини аниқ- 
лайлик. Баъзи амалий муҳим масалаларнинг ечимларини топишда 
берилган бошланғич шартлар бир оз ўзгариши мумкин бўлган ҳол- 
ларни ҳам қарашга тўғри келади. Масалан, снаряд, ракета ёки са- 
молётнинг бошланғич тезлиги ҳар доим ҳам ҳисобланган бошланғич 
тезлик билан устма-уст тушавермайди. Ундан ташқари ҳаракатни
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содир қилган кучлардан ташқари кўзда тутилмаган оний ёки вақ- 
тинча таъсир қиладиган кучларни эътиборга олиш лозим бўлган 
ҳоллар ҳам учрайди. Масалан, самолёт учаётганда ҳавонинг зичли- 
ги ўзғариши натижасида қаршилик кучи ўзгариши ёки бошқа қў- 
шимча кучлар таъсир этиши мумкин.

Шу сабабли кўпгина масалаларда берилган бошланғич шартлар- 
га жавоб берадиган битта тайин ечимни билибгина қолмай, балки 
унинг бошланғич шартлар ва аргумент ўзгаргандаги характерини 
билиш муҳимдир. Бу масалалар билан дифференциал тенгламалар- 
нинг сифат назарияси шуғулланади. Унинг асосий бўлимларидан 
бири ечимнинг турғунлиги назарияси ёки ҳаракатнинг турғунлик 
назарияси ҳисобланади.

Бирор ҳодиса бошланғич шартлари
У( (10) =  У(0 (1 =  1, 2, п )  (38.1)

дан иборат ушбу

^  = / , ( ( ,  УХ. У2. Уп)Ц = 1 , 2 .  п) (38.2)

дифференциал тенгламалар системаси билан тавсифланаётган бўл- 
син.

(38.1) шартлар одатда ўлчашлар натижаси бўлиб, бинобарин, 
маълум аниқликда олинган бўлади.

Агар бошланғич маълумотларнинг ҳар қандай кичик ўзгаришла- 
ри ечимни анчайин ўзгартира олса, у ҳолда (38.2) системанинг биз 
танлаб олган аниқ бўлмаган бошланғич маълумотлар аниқлайдиган 
ечимлари ҳеч қандай қийматга эга булмайди ва ҳатто ҳодисани 
тақрибан бўлса-да тавсифлай олмайди.

Шунинг учун (38.1) шартларнинг жуда кичйк ўзгариши (38.2) 
система ечимини ҳам кичик ўзгаришларга олиб келадиган шартлар- 
ни билиш муҳимдир.

Агар I етарлича кичик чекли 11и — I \ <  Т оралиқда ўзгарса, бу 
саюлга қуйидаги мавжудлик ва ягоналик георемаси асосида жавоб 
топиш мумкин, уни исботсиз келтирамиз.

Ь-теорема .  (Ечимнинг^бошланғич шартларга узлуксиз боғлиқ- 
лиги ҳақида.) Агар

% = [((,У) (38.3)
а1

дифференциал пгенгламанинг ўнг томони узлуксиз ва й  =  {/„ — 
— а <  I <  10 +  а, у0 — Ь <  у <  у0 +  Ь) тўғри тўртбурчакда у ўзга- 
рувчи бўйича чекли ( | <  У) хусусий ҳосилага эга бўлса, (38.3) 
тенгламанинг у (£0) =  у0 бошланғич шартни қаноатлантирувчи 
у(1) = у  (1, 10, у0) ечими бошланғич маълумотларга узлуксиз боғ- 
лиқ бўлади. Аниқроғи, ҳар қандай е > 0  учун шундай 6 > 0  то- 
пиладики, \у0 — у0\ <  б бўлса,

11о ~~ 11 Т, Т <  Т0, Т0 =  гп1П — , ~ | ,
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М =  т а х  \[({, у) I
V. У )£ 0

бўлганда \у((, (0, у0) — у(1, 10, у0) | <  е бўлади.
Бу теорема (38.2) система учун ҳам ўринлидир. Теорема- 

нинг барча шартлари бажарилса, масала тўғри қўйилган (коррект) 
дейилади.

Биз ечимнинг турғунлигини I нинг етарлича кичик ҳийматлари 
оралиғида текширамиз.

Агар I £ [1а, оо) аргумент исталган қийматларни қабул қила ол- 
са, ечимнинг бошланғич маълумотларга боғлиқлиги масаласи билан 
турғунлик назарияси шуғулланади.

Т а ъ р и ф .  Айтайлик, ф ( / ) = { ф 1((), , Ф„(0} — (38.2) систе-
манинг ечими бўлсин. Агар ҳар қандай е >  0 учун шу системанинг 
бошланғич шартлари бўлган

I г/ ,^о) — ф/ ̂ о) 1 <  6 (38-4)
тенгсизликни қаноатлантирувчи шундай б >  0 мавжуд бўлсаки,

|«/|(0 — Ф/(0 1<  е (» =  1, 2, . . . , п, -V (€  [*0. °°) (38-5)
тенгсизликлар ў ринли бў лса, 
ф(/) ечим Ляпунов бўйича тур- 
ғун дейилади.

Шундай қилиб, ф (() ечимга 
бошланғич шартлар бўйича 
аниқ ечимлар барча / >  /0 лар 
учун ҳам яқин бўлса, ф (/) 
ечим Ляпунов бўйича турғун 
бўлади (59-шакл).

Агар ф ( / )  ечим Ляпунов 
бўйича турғун бўлса ва бун- 
дан ташқари

Нш \у  (() — ф. (/)| = 0  (I =  1, 2, п) (38.6)
со

бўлса, у асимптотик турғун дейилади.
(38.6) дан Ляпунов бўйича турғунлик келиб чиқмаслигини қайд 

этиб ўтамиз.
1-мис‘ол. — = — у, у(х0) = у 0. Ечимнинг асимптотик турғун-

6 .Х

лигини текширинг.

Е ч и ш. Бу тенгламанинг умумий ечими: у=Се х. Бошланғич шарт- 
ларни қаноатлантирувчи ечим ушбу кўринишга эга:

У = Уо ех'~х-
Агар бошқа у  (лг0) =  у0 бошланғич шарт киритадиган бўлсак, 

ечим қуйидагича бўлади:
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Бу ердан, а> х„ да

\ у -  Ў\ = \Уо— Ўо\ еХ°~х < 1 у— ЎА-
Шунинг учун, агар | у0 — у0\<  б =  е бўлса, у ҳолда 1 у — ~ў\ <  е, 
яъни х > х 0 да у = у0 ех°~х ечим Ляпунов бўйича турғун. Бу ечим 
асимптотик турғун ҳамдир, чунки

П т | у — у 1 =  Нш | у0 — ў 0 1 ех°~х =  0.

2 - м и с о л .  у' =  у тенглама ечимининг турғунлигини текширинг. 
Еч и ш.  Исталган х0 да х > х 0 учун | у — у \ =  \уа — у„ | ех~х° 

эканини кўрсатиш мумкин.
х > х 0 бўлганда, х„ қандай бўлмасин, у ечим турғун эмас, чунки 

х -*■ +  00 Да ех~ оо.
(38.2) системанинг исталган ср (() =  {ср, ((), срп (()} ечимини

Ляпунов бўйича турғунликка текширишни бирорта бошқа система- 
нинг айнан нолга тенг (тривиал) ечимини турғунликка текширишга 
келтириш мумкин. Бунинг учун янги номаълум функцияларга ўтиш 
керак:

х, (/) =  У, (/) — ф, (!) (1 = 1, 2, п). (38.7)
Бу ердан

&1 л  — I<и ~ <п' <и '

Натижада (38.2) система қуйидаги кўринишга келади:

- ^ -  =  / ,  [/, хх +  «р, (0, , хп+<рп (/)] -  /, ((, Ф, (0,

У =  Уо ех° х

Фд (/)] (/ =  1 , 2 , п) (38.8)

Бу система ушбу тривиал ечимга эга: 

х) (/) =  0 ( / = 1 , 2 , , п). (38.9)

Айтилганлардан қуйидаги теоремага келамиз.
2 - т е о р е м а .  (38.8) системанинг тривиал ечими (осойишталик 

нуқтаси) Ляпунов бўйича турғун (асимптотик турғун) бўлганда 
ва фақат шундагина (38.2) системанинг ср (() =  (ср^), , срп (/)}
ечими Ляпунов бўйича турғун (асимптотик турғун) бўлади.

Бу ечим шундай хоссага эга: (х, ((), , хл (()) нуқта аслида /
ўзгариши билан ҳаракат қилмай, бир жойда туради. Бу ҳолда (38.9) 
ечим ва (0; , 0) нуқта (38.2) нуқтанинг мувозанатлик ҳолати
ёки осойишталик нуқтаси дейилади.

Осойишталик нуқтаси х. =  0 (с =  1, 2, п) га нисбатан тур-
ғунлик шартларини бундай ифодалаш мумкин: агар V е >  0 учун
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шундай 0 (е) >  0 ни топиш мумкин бўлсаки, унинг учун | х. (*0) | <  
<  б(е)(( =  1,2,  , п) тенгсизликдан (д:(. (/) / <  е (/ =  1, 2, , п,
V  / > / 0) келиб чиқса, х( =  0 (/ =  1, 2, п) осойишталик нуқ- 
таси Ляпунов бўйича турғундир, яъни бошланғич нуқтаси коорди- 
наталар бошининг бирор б атрофида бўлган траектория / >  /0 да 
координаталар бошининг исталган е-атрофидан ташқарига чиқмай- 
ди. Биз бу ерда тўғри тўртбурчак атрофлар тўғрисида сўз юри- 
таяпмиз, бироқ сферик атрофларга қам ўтиш мумкин, бу айниқса,
х (() =  {д:, (/), хп (/)} ечимнинг вектор шаклидаги ёзуви учун
қулайдир:

| * и и) \ \ <  б(е)=!- | |д:(/) | |< е, \\х\\ = Л/ V  | д:.р и > / 0).
1 У й
1-изоҳ.  Чизиқли бир жинсли бўлмаган дифференциал тенгла- 

малар системаси

^ = а п У 1 +  + а \ п У п + ?  1 ^ )

У̂п
<11 =  а п\У1 + +  а пп Уп  + / л ( * )

(38.10)

нинг ихтиёрий хусусий ечими у0(() бу системага мос бир жинсли
Лх, . . .- А = а иХ\+  + а1пхп

йх„ , I
- ^ = а п\х 1 +  + а пп х п )

(38.11)

системанинг осойишталик нуқтаси Ляпунов бўйича турғун (асимпто- 
тик турғун) бўлганда ва фақат шунда Ляпунов бўйича турғун 
(асимптотик тургун) бўлади.

Ҳақиқатан ҳам, (38.10) система (38.2) снстеманинг хусусий ҳо- 
лидир, (38.11) эса (38.8) системанннг хусуснй ҳолидир. Бу ерда 
озод ҳадлар йўқ, чунки /(/) функция фақат I га боғлиқ бўлиб, 
бошланғич функцияларга боғлиқ эмас.

3 - т е о р е м а  (Ляпунов). Тривиал у.(/) =  0 ( / =  1, 2, , п)
ечимга эга

^  . Уп) (»' =  1. 2, , п) (38.2)

система берилган бўлсин.
Қуйидаги шартларни қаноатлантирувчи дифференциалланувчи 

V (у ,̂ , уп) функция мавжуд бўлсин:
1) «-(У), . Уп)>  0 ва V = 0 ,  фақат у { =  = у п = 0  бўл-

гандагина ўринли, яъни V функция координаталар бошида қатъий 
минимумга эга\
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2) V функциянинг фазавий траектория бўйлаб (яъни (38.1) 
система ечими у. {() бўйлаб) тўлиқ дифференциали

сII'
л

У Ч  ду

1=1

*У1
41 УпХ  0, ■ / >  10 да

бўлсин.
У ҳолда ус = 0  (г =  1, 2, л) осойишталик нуқтаси Ляпу-

нов бўйича турғун бўлади. Агар қўшимча равишда координата- 
лар бошининг жуда кичик атрофида {у'\ +  +  У2п > 6)

( / > / 0)
Ш

(бу ерда р — ўзгармас катталик) бўлсин деб талаб қўйилса, 
у. (/) =  0 (£ =  1, 2, л) осойишталик нуқтаси асимптотик
турғун бўлади.

V функция Ляпунов функцияси дейилади.
3 - мис о л .  Ушбу

дус
41 — \ А ~ н

ЁМ*. = и — ц3
41 У1 У2

система ечимининг турғунлигини текширинг.
Ечиш.  Кўриш осонки, ух = у 2 =  0 осойишталик нуқтаси берил- 

ган системанинг ечимидир. Унинг турғунлигини аниқлаймиз.
V (у{, У2) = у\ у\ функцияни қараймиз. У теореманинг барча 

шартларини қаноатлантиради:
1) ъ(ух, у2) > 0  ва о = 0 ,  фақат уг = у2 = 0  бўлганда.
2) Фазавий траектория бўйлаб:

4и

~41
ду 4Уг ди

д у 1 41 ду2
- ў -  =  2^1 (У1Ь — У2) +  2У2 (у, -  У̂ ) =

=  — 2 (у \+ у ў  < 0 .

Бундан ташқари, координаталар бошининг атрофидан ташқарида 
(У2[ +  У\ > б >  0 да)

бу ерда р катталик 2 (у\-\-у§  функциянинг г/21+  =  б доирадан
ташқаридаги минимуми).

Демак, ух = у г =  0 ечим асимптотик турғун.
2- изоҳ .  Ляпунов функциясини ух, уп аргументларнинг

квадратик формаси шаклида, яъни
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У =  ^йцУ сУ , 
/

кўринишда излаш керак.
Биринчи талаб. V функция мусбат аниқланган квадратик форма 

бўлишини ифодалайди, яъни

й] 1 > 0 , С1\ 1 С1
а21 аЯ

> 0 , > 0 .

лп\

38.2. Осойишталик нуқталарининг турлари. Биринчи тартибли 
ўзгармас коэффициентли иккита чизиқли тенглама системаси

йх\ ,—' ^ ^ х  + аиУ

йи - аг1х +  а22у 
а 1

(38.12)

ни турғунликка текширишни Ляпунов теоремаси асосида олиб бо- 
риш мумкин. Бироқ, (38.12) системани ечиш унча қийин бўлмагани 
учун уни турғунликка бевосита текшириш ҳам мумкин.

Система детерминантини

Д = а 1 1 а , 2

а 21 &23

=*0 (38.13)

деб фараз қиламиз.
у(1) = х{1) =  0 — (38.12) системанинг бошланғич шартлари ноль 

бўлган ечими эканини кўриш осон.
Умумий ечимни топиш учун

а п  X  

Оц
а12

С22 'Х
— Хг — (а1х +  а22) X +_Д — 0] (38.14)

характеристик тенгламанинг умумий ечимларини топишимиз керак.
д+=0 шартдан X =  0 (38.14) характеристик тенгламанинг илди- 

зи бўлмаслиги келиб чиқади.
1. Характеристик тенгламанинг илдизлари Х̂  ва Х̂  ҳақиқий 

ва ҳар хил бўлсин.
а =  (ах, а 2), Р =  (Рц Р2) лар (38.12) тенглама матрицасининг мос 

ҳолда ва Х2 илдизларга тегишли хос векторлари бўлсин, яъни

(йц — Я,х) а х +  а12а 2 =  0 1 (ап — Л*) ^  +  а12ра =  0
++ 1  +  (а22 Х^ а2 0 1, о̂ Р̂̂  +  (а  ̂2 ^2) Р2 0

(38.15)

У ҳолда, маълумки, (38.12) системанинг умумий [ечими қуйидагича 
бўлади:
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(38.16)х =  С,оце^' +  СгР^с^' |  
у =  С,а2ек'' +  С2р2ех«' |

бу ерда Си С2 — ихтиёрий ўзгармаслар.
Агар ^ < 0 ,  Я2< 0  бўлса, (38.16) дан кўринишича д: =  г/ =  0 

осойишталик нуқтаси асимптотик турғундир.
Ҳақиқатан ҳам, масалан, (0 =  0 деб олсак, вақтнинг (0 пайтида 

(х0, у0) нуқтадан ўтувчи (38.16) ечим Сг ва С2 ўзгармаслар орқали 
аниқланади. Уларнинг қийматлари

х0 =  С ,а, +  СзР ,̂
Уо =  С^а^ “Ь С2|32,

тенгламалардан топилади, бу ерда а ^  — а 2рх Ф 0. Бироқ, у ҳолда 

С1 =  Ах0 +  Ву0, С2 =  Сх0 +  Су0,
А, В, С, £>, £  — ўзгармаслар. Демак,

| х (01 <  | Ах0 +  Ву0 Ц а 2| + 1 £>х0 +  Еу0 II |,

| у (() I <  | Ах0 +  Ву0 || а 21 + 1 Ох0 +  Еу0 II р21,

чунки Я,!< 0, Я,2<  0 бўлганда \ех'1\ <  1, \е ^ \  < 1 .  Бу ердан ҳар 
қандай е > 0  учун шундай 6 > 0  топиладики, унинг учун (х0|, 
| у01 <  6 бўлганда | х (*) |, | у (() \ <  е (( >  0) тенгсизлик бажарилиши 
келиб чиқади, яъни (0, 0) нуқта Ляпунов бўйича турғундир. Бундан 
ташқари еш  ->-0 ( / - > - + о о )  бўлгани учун (38.16) дан (0,0)
нуқта асимптотик турғун эканлиги ҳам келиб чиқади.

Агар (38.16) системадан ( аргументни чиқариб ташласак, ҳосил 
бўлган у =  ф (х) функция хОу системадаги ҳаракат траекториясини 
беради.

Вақтнинг ( =  (0 бошланғич пайтида координаталар бошининг б- 
атрофида етарлича катта ( да координаталар бошининг е- атрофида 
ётувчи нуқтасига ўтади ва ( +  оо да координаталар бошига ин- 
тилади.

Бундай осойишталик нуқтаси тур- 
ғун тугун нуқтаси дейилади (60- 
шакл).

60-шаклда мазкур ҳолга мос ке- 
лувчи траекторияларнинг жойлашиши 
тасвирланган. -»- белгилар орқали нуқ- 
танинг (-► +  оо даги траекториялар 
бўйича ҳаракат йўналиши кўрсатил- 
ган. Биттасидан ташқари барча траек- 
ториялар (0.0) нуқтада умумий урин- 
мага эга. Агар | ( <  (Я,2| деб олин-
са, уринманинг бурчак коэффициенти 
а^/а^ га тенг бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, 60- шакл
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4у_ _  а.п (С, -4- С, 4- о2 2 (С, а2е>-'1' +  С2 р2 ех’1 =
ах ои (Сх а ^ 1' +  С2 р1ех*') +  ап  (Сх а2еХ1/ +  С2 р2<?я‘')
_ °21 (С] а̂  +  С2 Р] е^’г ^  1 +  а-12 (Сҳ а2 Ч~ С2 р2 е'^2 ^ ^

вц (Сх а , +  Сг р, е^ ~ к')( +  я12 (Сх а2 +  С2 р2 е ^ ~ х')1
в*\С\ Ч- 2̂2̂ 1 ^2   2̂1 ^1 022 0̂2 С&2

/_>'+00 оиС! а  ̂+  о12С! а2 И ц а + о ^ а ,  Я̂ а̂  а 2 ’
бу ерда а г ф  0, чунки

а22 а 2 + а 22а 2 =  ?1а 2, -ап а 1 + а 12а 2 =  Я ^ .
Агар а г =  0 булса, худди юқоридагига ўхшаш мулоҳаза юритиб, 

—  —  =  0 (Я,! ф  0) ни ҳосил қиламиз.
йу а2 ‘

Агар Сг = 0  бўлса, (38.16) дан битта

траекторияни ҳосил қиламиз. Бу траекторияга уринма Рг/р  ̂ бурчак 
коэффициентига эга бўлади.

Шундай қилиб, С^Ф  0 бўлган траекторияларга уринмалар абсо-
лют қиймати бўйича энг кичик хос сонга мос келувчи а  =  (аи а 2) 
хос векторга параллелдир (а^ =  0 бўлганда вектор у  ўқ бўйича 
йўналган).

Бундан ташқари, (Сг =  0 да) яна битта траектория мавжуд, чу- 
нончи у у = —  х тўғрн чизиқ бўлиб, модули бўйича катта бўлган

хос сонга мос р =  ф ), ра) хос векторга параллелдир.
Агар энди ^  >  0 ва А, > 0  бўлса, (38.16) дан кўринишича 

х = у =  0 осойишталик нуқтаси турғун эмас, чунки / ->- +  оо да 
ек:‘ -<- +  оо. Бундай осойишталик нуқтаси турғун булмаган 
тугун нуқтаси дейилади. Бу ҳол аввалги ҳолдан I ни (— I) га 
алмаштириш орқали ҳосил қилинади. Шунинг учун траектория ол- 
динги кўринишга эга бўлади, бироқ нуқтанинг траектория бўйича 
ҳаракати қарама-қарши йўналишда бўлади (61-шакл).

Ниҳоят, агар <  0 ва А,2 >  0 (ёки аксинча > 0 ,  А,2 <  0) бўл- 
са, осойишталик нуқтаси бу гал ҳам турғун бўлмайди, чунки 
< -*- +  оо да е%*‘ -+■ +  оо. Координаталар бошининг 6- атрофида жой- 
лашган нуқталар

х =  С2 рх ек \  у =Сг р2 еХг‘
траектория бўйича чексизликка кетади. Мазкур ҳолда шундай бир 
траектория мавжудки, нуқтанинг у бўйича ҳаракати / -»- +  °° да 
координаталар боши томон йўналган бўлишини қайд қилиб ўтамиз:

х = Са е 1 , у = С 2а2е
Бу траектория агу —а 2х =  0 тўғри чизиқдан иборат. Бундай кўри- 
нишдаги осойишталик нуқтаси эгар дейилади (62-шакл).

2. ва Я, илдизлар комплекс бўлсин (ан — ҳақиқий):
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1̂ — Р +  *<?> 2̂ — р  — 1Ц (<7 Ф 0).
(38.2) системанинг умумий ечимини (38.16) кўринишда ёзиш мум-

кин, бу ерда а  ва р =  а  =  (а^, а 2) векторларнинг координаталари 
энди комплекс бўлади.

Бу ечимнинг ҳақиқий ва мавҳум қисмлари ҳам системанинг 
ечими бўлади. Шунинг учун (38.12) системанинг умумий ечимини 
бу ечимларнинг чизиқли комбинацияси кўринишида ёзиш мумкин:

(С̂  соз +  с г 5ХГТ £7/), 1 (38.17)
у = ер‘ (асоз<7< +6$1п ц1), /

бу ерда Сх ва С,—ихтиёрий ўзгармаслар, а ва Ь — бу ўзгармаслар- 
нинг қандайдир чизиқли комбинациялари:

а =  кСг +  1Сг, Ь =  тСх +  пСг.
Айтилганларни мисол ёрдамида тушунтирамиз.

4 - ми с о л .  Ушбу системанинг умумий ечиминн топинг:

х = х — у
I У = 2  х — у

Е ч и ш .  Характеристик тенгламаси:

1 — к — 1
2 — 1— К = 0 ёки Я2 +  1 =  0.

Унинг илдизлари: =  г, Хг =  — С
а  ва р векторларнинг координаталарини

(1 — 0 а х — а г =  0, (1 + 0 ^1 — Р» =  0

тенгликлардан топамиз, яъни а х =  1, а, =  1 — *, рх =  1, Р* =  1 +  *' 
деб олиш мумкин.

У ҳолда
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п , . . • ,X =  аг е =  С05 /  +  I 51П (,
у =  а 2 е 1 =  (1 — 0  (соз I +  I 51П () =  (С05 ( +  51П () +  I (51П ( — С05 () — 

системанинг ечими бўлади.
Бу ечимнинг ҳақиқий ва мавҳум қисмлари ҳам системанинг 

ечимлари бўлади, шу билан бирга улар чизиқли эркли бўлади. Шу- 
нинг учун уларнинг чизиқли комбинаиияси системамизнинг умумий 
ечимини беради:

X =  С± С05 ( +  С2 51П (,
У =  Сг (С05 ( +  51П () +  С, (51П ( —  С05 () =

=  (С  ̂— С2) С05 ( +  (Сх +  С2) 51П (.
Шундай қилиб, мазкур ҳолда:

а =  Сг —  С,, Ь =  Сх +  С,.
д = 0 д а  (38.17) траекториялар турли С ,,С 2 лар учун қавсларда- 

ги кўпайтувчиларнинг даврийлиги сабабли ёпиқэгри ч изиқлар—мар- 
кази (0, 0) нуқтада бўлган эллипслардан иборат бўлади (63-шакл). Бу 
нуқта марказ деб аталади. р= 0 да асимптотик тур- 
ғунлик йўқ — {х ((), у (()) нуқта кў|)сатилган ои- 
ла эллипсларининг бири бўйича уни чексиз сон 
марта айланиб ҳаракатланади. У ( + о о  да ҳеч 
қандай лимитга интилмаслиги равшан. Иккинчи 
томондан, р =  0 да (0, 0) осойишталик нуқтаси 
Ляпунов бўйича турғундир. Бу тасдиқни юқори- 
да қаралган 4-мисол ёрдамида текширамиз. Бу 
мисолда системанинг (0 = 0 пайтда (х0, у0) нуқта 
орқали ўтувчи ечимини топамиз. Равшанки, 

х0 С1г у0 =  С,  С2,
демак, Сх =  х0, С2 =  х — у0 ва ечим қуйидаги 
кўринишга эга бўлади:

х (() =  х0 С05 ( +  (х0 — у0) 51П (, 
у (() =  у0 С05 ( +  (2х0— у0) 5Ш /.

Сўнгра қуйидагига эгамиз:

\х(01 <  |дс0| +  |х 0| +  |у 0| =  2  |х 0| +  \Уо\,
IУ (01 <  \Уа\ +  2 |х0| +  |у0| =  2 |х0| +  2 \у0\

е >  0 оламиз ва 6 =  е/4 бўлсин. У ҳолда, равшанки, агар )лг0|, 
|«/0|< б  бўлса, у ҳолда барча ( лар учун:

| х ( / ) | < 2 - ^  + ^ - < е ,
4 4

И / ) | < 2 . ^ - + 2 - ^ - = е .
4 4

Осойишталик нуқтасининг Ляпунов бўйича турғунлигини исбот қил- 
дик.
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(38.17) дан кўриниб турибдики, р<  0 бўлганда (х, у) нуқта 
*_►+<» да турғун фокус деб аталувчи х  =  0, у =  0 ноль нуқта- 
гз интилади. *-0 (£—* °°) кўпаитувчининг иштироки ёпиқ
эгри] чизиқларни I — оо да координаталар бошига асимптотик 
яқинлашувчи спиралларга айлантиради (64-шакл). о

I =  / да коордииаталар бошининг ихтиёрий 6 атрофида жои- 
лашган нуқталар етарлича катта I лаода (0, 0) нуқтанинг берилган 
е-атрофига тушадилар.

Фокусга интилувчи траекториялар уларга ўтказилган уринмалар 
I -► 4- оо да ҳеч қандай лимитга интилмасликлари каби хоссага эга- 
дирлар. Фокус тугундан шуниси билан фарқланади.

р <  0 бўлган хрлда х =  у =  0 нуқта асимптотик турғун.
Агар А,! ва Х2 илдизларнинг ҳақиқий қисми р мусбат бўлса, бу 

ҳол I ни (— I) га алмаштиришда олдинги ҳолга ўтади. Бинобарин, 
траекториялар 64-шаклдаги кўринишларини сақлаб қоладилар, фа- 
қат нуқта ҳаракати қарама-қарши йўналишда бўлади.

I -*■ + о о  да е р(') _► +  оо бўлгани сабабли вақтнинг бошлан- 
ғич пайтида координаталар бошининг атрофида жойлашган нуқталар 
кейинчалик чексизликка кетади. Бундай нуқта турғун фокус номи 
билан юритилади (65-шакл).

3. Х̂ , X, илдизлар бир- бирига тенг бўлсин (Хг =  ак1 — ҳақи- 
қий!) У ҳолда улар ҳақиқий бўлиб, (38.2) системанинг умумий 
ечими

64- шакл

65- шакл

(38.18)
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кўринишда бўлади, бу ерда А, В, С, О лар ўзгармаслар бўлиб, улар 
ўзаро иккита чизиқли тенглама ёрдамида боғланган. Бу тенглама- 
ларни х  ва у функцияларни системага қўйиб, сўнгра ек'* кўпай- 
тувчига қисқартириб ҳосил қилиш мумкин.

Агар А , < 0  бўлса, /->--1-оо да е\*-»-0, /ея/ -» - 0  ва 
демак, х = 0, у = 0 сокинлик нуқтаси асимптотик турғундир. Уни 
турғун тугун дейилади (1-6 даги каби).

Агар X, >  0 бўлса, х =  0, у = 0 нуқта турғун эмас ва у турғун 
бўлмаган тугун дейилади.

3- изоҳ .  Агар А = 0  бўлса, (38.14) характеристик тенглама 
Я,!=0 ва Х2 = а п + а2г илдизларга эга бўлади. к2¥=0 бўлсин. У ҳол- 
да (38.2) системанинг умумий ечими қуйидагича ёзилади:

л: =  Сг аг +  С2 р! ек \  
у = Сг а2 +  С2 р2 ек‘,

бу ерда Сх, С2 — ихтиёрий ўзгармаслар ва ап а у +  а12 а2 =  0, 
— ̂ 22̂ 1 +  а)2 Р2 — 0. I параметрни йўқотиб, қуйидаги параллел тўғри 
чизиқлар оиласини хрсил қиламиз:

У — Сх а2 =  (х — Сх а ^ .
Р1

Агар Х2 <  0 бўлса, у хрлда / -*- +  оо да ҳар бир траекторияда 
(параллел нурларнинг бирида) нуқталар шу траекторияда ётувчи
х = Сха х у =  Сха2 ^у =  —  х^ осойишталик нуқтасига яқинлашади

(66-чизма).
(0,0) нуқта у  =  х туғри чизиқнинг исталган нуқтаси каби 

а1 '
Х2< 0  да Ляпунов бўйича тур- 
ғун, лекин асимптотик турғун 
эмас. .

Агар Х2 > 0 бўлса, сокинлик 
нуқтаси турғун эмас. Агар =  
— Ха =  0 бўлса, икки ҳол бўли- 
ши мумкин:

а) (38.12) системанинг умумий 
ечими х = Сх, у = С2 кўринишга 
эга. Бу ҳолда х = у =  0 осойиш- 
талик нуқтаси Ляпунов бўйича 
турғун, бироқ асимптотик турғун 
эмас. Мазкур ваадят А матрипа 
ноль бўлганда: ап  = а 22 =  а12 = 
=  Ол =  0 да содир бўлишини қайд 
қиламиз. Бу ҳолда (х, у) текис- 

ликнинг барча нуқталари осойишталик нуқталари бўлиб, Ляпунов 
бўйича турғун бўлади.

б) (38.12) системанинг умумий ечими

х = Сг + С 2и у = а + Ь 1
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кўринишга эга. х = у  =  0 осойишталик нуқтаси турғун эмас.
Бу ҳолда ап =  — аи , а ]газ1< 0 .
5 - мис ол .  Ўшбу системанинг осойишталик нуқталари тавсифи- 

ни аниқланг:

\х  = — х + ау.
\у =  —2 у.

Еч и ш.  Характеристик тенгламани тузамиз:
— 1 — а п

0 —  2— X

Илдизлари: =  — 1, Кг =  — 2. Демак, х =  у =  0 осойишталик
нуқтаси турғун тугундан иборат.

6 - ми с о л .  Ушбу
* =  х у,
у = 2х + 3у

система қандай турдаги осойишталик нуқтасига эга? 
Е ч и ш. Характеристик

1 — X — 1
2 3 — к =  0

тенглама =  2 + 1, Х2 =  2 — г комплекс илдизларга эга. Бу қўш- 
ма илдизларнинг ҳақиқий қисми мусбат, шунинг учун х= у= =  0 
осойишталик нуқтаси турғун бўлмаган тугундир.

4- изоҳ .  Агар система коэффициентларидан тузилган А матрица 
симметрик бўлса, бизга маълумки, характеристик тенглама фақат 
ҳақиқий илдизларга эга бўлади. Бундан ташқари

а 1 1 + 2  0.\2  =  ^ 1^2
эканлиги ҳам маълум.

Симметрик матрица эллиптик, гиперболик ёки параболик турда- 
ги квадратик формани пайдо қилгани учун бундай ҳолларда диффе- 
ренциал тенгламалар системасини ҳам мос ҳолда қуйндагича атай- 
миз:

агар а и а22 — а^2 =  >  0 бўлса— эллиптик,
агар а и а22— а\2 =  <  0 бўлса — гиперболик,
агар а и а22 — а£, = 0  бўлса — параболик.
Юқорида айтилганлардан равшанки, агар (38.12) система эллип- 

тик бўлса, осойишталик нуқтаси <  0, Я,2 <  0 бўлганда, турғун ту- 
гун бўлади. Бу ап < 0, а 22 <  0 бўлганда мумкиндир.

Агар >  0, Аг >  0 бўлса, осойишталик нуқтаси турғун бўлма- 
ган тугун бўлади (аа  >  0, а22 >  0).

Эллиптик ҳолда ап  ва а22 сонлар бир хил ишорали бўлишини 
айтиб ўтамиз.

Агар (38.12) система гиперболик бўлса, а „ а 22— а,2 <  0 осойиш- 
талик нуқтаси ҳар доим турғун бўлмайди (эгар). Агар (38.12)
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система параболик бўлса, осойишталик гнуқтаси Х2 = аи  +  аг2 <  0 
бўлганда турғун, Х̂  = а п + а,2> 0 бўлганда эса турғун эмас.

7 - мисол .  Қуйидаги системаларнинг осойишталик нуқталари 
тавсифини аниқланг:

а) х =  — Зх +  2у, б) х =  х +  2 у, в) х =  х —  ] / 3  у, 
у = 2х  — 5 у; у = 2х + 3у; у = \ ^ 3 х  +  у.

Ечиш.  Барча мисолларда А матрица снмметрик. ’а и а*>— а\2 =  
=  11 > 0  бўлгани учун а) система эллиптик. аи =  — 3 <  0, а22 = 
=  —5 < 0  бўлгани учун осойишталик нуқтаси турғун тугун. апа22— 
— аи =  — 1 <  0 бўлгани учун б) система гиперболик. Осойишта- 
лик нуқтаси — эгар. ОцС̂ 2 — а\2 = 0 бўлгани учун в) система пара- 
болик. аи + а 2, =  4 > 0 ,  демак, осойишталик нуқтаси турғун эмас.

5 - из оҳ .  Ўзгармас коэффициентли п > 1 та тенгламадан иборат 
чизиқли бир жинсли

—  = а и У 1 +  + + пУп<и

&Уп _  .
~Ж _  ап№ + +  а пп Уп

система характеристик тенгламасининг барча илдизлари манфий ҳа- 
қиқий қисмларга эга бўлса, бу система учун осойишталик нуқтаси 
олдиндан Ляпунов бўйича турғун (асимптотик турғун) бўлишини 
(п = 2  ҳол учун бўлганидек) исбот қилиш мумкин.

Системанинг характеристик тенгламасининг барча илдизлари ман- 
фий ҳақиқий қисмларга эга бўлишининг шартлари қуйидаги Раус— 
Гурвиц теоремасида келтирилган.

4 - т е о р е м а  (Раус — Гурвиц теоремаси). п-тартибли ҳақиқий 
коэффициентли

ОдХ +  ахх +  а2х +  +  а5 =  0

тенгламанинг барча илдизлари манфий ҳақиқий қисмга 
ши учун қуйидаги

ах ао 0
(2ц Д2 — а1

а3
а0
а2

> ‘-з II а3 0-2 а1
а\ аз

а1 о О О 0
а3 аа а± а0 0

°2*.- 1  а2$— 2 а.

эга бўли-

детерминантларнинг барчаси мусбат бўлиши зарур ва етарли- 
дир. Бунда г > з  бўлса, а, =  0.

8 - м а с а л а .  Уатт регулятори узунликлари I га тенг ва 0 
нуқтада шарнирли бириктирилган ОА ва ОВ стерженлардан
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а}
2

X

В 4

67- шакл
ташкил топган бўлиб, бу стсрженларнинг учига т массали 
шарчалар бириктирйлган (67-а шакл). Вертикал ўқ бўйича сирпана 
оладиган С муфта СЕ ва С£> стерженлар воситасида шарлар ўрна- 
тилған стерженларга шарнирлар билан бириктирилган. Шарлар мод- 
дий нуқталар деб қаралсин. Бурчак тезлик ортган сари шарлар бир- 
биридан қочади ва С муфта юқорига кўтарилади, бурчак тезлик 
камайса, шарлар бир- бирига яқинлашади ва С муфта пастга тушади.

Муфта ва стерженларнинг оғирлигини эътиборга олмай регуля- 
тор ҳаракатининг турғунлигини аниқланг. Айланувчи қисмларнинг 
(шарлар бу ҳисобга кирмайди) вертикал ўққа нисбатан инерция мо- 
менти / 0 га тенг.

Ф0 бурчак билан аниқланадиган асосий ҳаракатдан регуляторни 
Ф бурчакка оғиши натижасида ҳосил бўладиган тикловчи момент

га тенг. Бунда к — ўзгармас мусбат коэффициент.
Еч иш.  Регуляторнинг эркинлик даражаси иккига тенг. Умум- 

лашган координаталар учун ОС ўқ атрофида айланиш бурчаги р ва 
ОА, ОВ стерженларнинг ОАВ текисликка перпендикуляр горизонтал 
ўқ атрофидаги айланиш бурчаги ф ни оламиз. Регулятор ўзгармас
Р=со0 бурчак тезлик билан айланганда ф0 бурчакни аниқлаймиз. Бу- 
нинг учун шарларнинг нисбий мувозанатини текшириш кифоя (67-6
шакл). Шарларга таъсир этувчи оғирлик кучи Р (Р —т §)  ва реакция 
кучи N қаторига нормал инерция кучи Фл (Фл =  т/о^) 51Пф0 ни қўш- 
сак, бундай кучлар системасини мувозанатда деб қараш мумкин.

Бу кучларни N га перпендикуляр ўққа проекцияласак,

М2 =  — А(ф— ф0)

ФлСО5ф0-  т §  51П ф0 =  0
ёки Фл нинг қийматини қўйсак,

т1 Ю* 51П ф0 С05 ф0 — т £  51П ф0 =  0
Бундзн

(38.19)
I  С 0 5  ф о
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Шундай қилиб, регулятор ОС ўқ атрофида берилган ©0 бурчак 
тезлик билан айланса, у ҳолда ОА ва ОВ стерженлар вертикалга 
Ф0 бурчак остида оғган ҳолда ҳаракатланади.

Системанинг ҳаракат дифференциал тенгламасини тузиш учун 
Лагранжнинг иккинчи тур тенгламаларидан фойдаланамиз.

Умумлашган кучларни ҳисоблаймиз. Регуляторга шарларнинг 
оғирлик кучлари ва М7 тикловчи момент таъсир этади.

Шарлар оғирлик кучларининг потенциал энергияси ихтиёрий 
ўзгармасларгача аниқлик билан

П =  — 2 т§1 со5 ф
формула ёрдамида аниқланади. Шу сабабли шарларнинг оғирлик 
кучларига мос бўлган <?ф умумлашған куч манфий ишора билан 
олинган потенциал энергиянинг ф бўйича хусусий ҳосиласига тенг 
бўлади:

<2Ф =  — - =  — 2 т§ 15111 ф. (38.20)
^  д  ф -

Тикловчи Мг моментга мос умумлашган кучни <2р билан белгила- 
сак, ни элементар иш ифодасидаги бр мумкин бўлган кўчиш 
олдидаги коэффициентга тенг деб қараш мумкин:

6 Л Х = М 2 бр.
Бинобарин,

<3р = МЪ =  — й(ф — ф0).

Системанинг кинетик энергиясини ҳисоблаймиз:

^ - ^ - ( Л ^  +  Л ф2).

(38.21)

Бунда 1Х регулятор айланувчи қисмларининг (шарлар бу ҳисобга 
кирмайди) г ўққа нисбатан инерция моменти / 0 билан ф бурчакка 
боғлиқ шарларнинг г ўққа нисбатан инерция моментлари йиғинди- 
сига тенг:

1Х = / 0 +  2 тВ 51п2 ф
Шарларнинг х ўққа нисбатан инерция моменти

/ 2 - 2 тР.
Шундай қилиб, системанинг кинетик энергияси умумлашган коор- 
динаталар орқали қуйидагича ифодаланади:

Т = у  [(/„ +  2 т12 51п* ф ) р 2 +  2 т1г ф2].

Берилган система учун
4 дТ _ д Т  _ п

<и дЬ д Р Р'
_а_ дт___ дТ — о

дф а<р ф

(38.22)
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кўринишдаги Лаграижнинг II тур тенгламаларини тузиш учун зарур 
бўлган кинетик энергиянинг ҳосилаларини ҳисоблаймиз:

-77 =  (А> +  2 т /2 • 51п2 ф) ,8 , -----—  =
а Р ае д$
— 4 т1г 51п ф со5 ф ф р +  (/„ +  2 т1г 51П2 ф) р ,
дТ
ЗР
дТ 
д ф

г, дт о 12 й йТ 0 „=  0, ---- =  2 т / 2 ф , ---------— =  2 т / -  ф ,
д ф ае д ф

=  2 т / 2 51п ф  со5 ф  р 2.

(38.23)

(38.20), (38.21) ва (38.23) ни (38.22) га қўйсак,

4 т / 2 51П ф  со5 ф  ф  р  +  ( /„  +  2 т /2 51п2 ф) р  =  — 6  (ф  —  ф 0) , ^  2 4 )

2 т /2 ф —  2 т /2 51п ф соз ф р2 =  — 2 т £  / 51п ф . |
Системанинг (38.18) асосий ҳаракат атрофидаги кичик тебранишла- 
ринн қараймиз. Бунинг учун қуйидаги алмаштиришни киритамиз:

Ф =  Фо- |*.  Р = Р о  +  // =  “ о +  //- (38.25)
Бунда х ва у лар ф ва р ўзгарувчиларнинг кичик орттирмаларини 
ифодалайди. (38.25) ни (38.24) га киритиб, қуйидаги тенгламаларни 
оламиз:

4 т / 2 51П (ф0 +  X) С05 (ф0 + х )х  (ш0 +  У) +  ' 
+  [/„ +  2 т / 2 51П2 (ф0 +х)]у = — кх,
X — (р0 +  у)~ 51П (2 Фо ] 2 х) ! '

+  у  51П (ф0 +  х) =  0.

(38.26)

Асосий ҳаракат атрофидаги кичик ҳаракатларни текшириш учун 
барча ҳадларни биринчи тартибли кичик миқдоргача аниқлик билан 
ҳисоблаймиз. Бунинг учун 51:1 х «  х, со5 х  1 деб фараз қиламиз. 
Натижада (38.26) ни қуйидагича ёзиш мумкин:

(/0 +  2 т / 2 51П2 ф0) У +  2 т / 2 51П2 ф0 • ро х +  кх =  0, 

х—Ро 51П 2ф0у+  С05 ф0 — Р2 С05 2 Ф о  |  л: =  0. (38.27)

Шундай қилиб, системанинг асосий ҳаракати атрофидаги кичик ҳа- 
ракатлари учун (38.27) кўринишидаги иккита ўзгармас коэффициент- 
ли чизиқли дифференциал тенгламалар системасини оламиз. Улао- 
нинг ечимини

х =  С ^ 1, у = Сге*
кўринишда излаймиз. Бунда С,, С, лар ўзгармас миқдорлар. У ҳол- 
да (38.27) га мос характеристик тенглама
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[ ^ Ғ  +  5‘п2 Фо) ** +  ^  51г‘2 фо +  2 С052 Фо +

2 тГ* ) 2 тГ

кўринишда ёзилади. Бунда

/07)^ +  Т ^ г Р о 5 т 2 Фо= 0
(38.28)

ао =  7— Т  +  5|г|2 Фо. а 1 =  0,I Шг

«г =  РоФо(! +  2 соз2Фо
/ 0

2 т /-

а, -------р0 51п 2 ф0
3 2 тГ* 10 0

белгилашларни киритсак, а0 к3 +  а2 X +  а3 = 0  тенглама ҳосил бўла- 
ди. Бу характеристик тенглама илдизларининг ҳақиқий қисми манфий 
бўлишини ифодаловчи Раус — Гурвиц шартлари

«1 > 0 , К  0,

ао 0
а3 аг =  а3 ( а ^  — а3ав) >  0
0 0 аз

кўринишида ёзилади. Кўрилаётган ҳолда а„ > 0 , а2 >  0, а3 >  0, 
ах =  0 бўлгани учун Раус — Гурвиц шартлари қаноатланмайди, би- 
нобарин, регуляторнинг ҳаракати турғун бўлмайди.

39- §. Ҳаракатни оптимал бошқариш ҳақзда умумий тушунча

Техникада объектларнинг ҳаракатини бошқариш ва бошқаришнинг 
энг яхши усулини танлаш алоҳида аҳамиятга эга. Ҳозирги кунда 
бошқариладиган обьектлар .деярли ҳар қадамда учрайди; автомобиль, 
самолёт, регуляторлар билан жиҳозланган турли электр асбоблари 
ана шулар жумласидандир.

Бошқарилувчи объектни бир ҳолатдан бошқа ҳолатга турлича 
усулларда ўтказиш мумкин. Бундай ҳолларда энг қулай йўл билан 
ўтишни аниқлашга олиб келадиган оптимал бошқариш масаласига 
дуч келинади.

Механик система нуқталарига таъсир этувчи баъзи кучлар воси- 
тасида содир бўладиган ҳаракатлар бошқарувчи — одам (ёки авто- 
матик қурилмалар) воситасида бошқарилиши мумкин. Масалан, само- 
лётнинг ҳаракатини учувчи ёки автопилот воситасида бошқариш 
мумкин. Техникада учрайдиган бундай масалалар бошқариш функ- 
цияси қатнашадиган масалалар дейилади. Агар бошқариш функ- 
цияси ва таъсир этувчи кучлар маълум бўлса, у ҳолда ҳаракатни 
бошқариш берилган объектнинг мазкур кучлар таъсиридаги ҳарака- 
тини аниқлашга доир оддий масалага келтирилади.
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Бошқаришнинг (ҳаракатнинг) оптималлиги олдиндан белгиланган 
сифат белгисига қараб аниқланади. Масалан, икки пункт орасида 
учадиган самолётнинг энг қисқа вақтда манзилга етишини бошқа- 
риш масаласида сифат мезони учишга сарф бўлган вақт, максимал 
юк ташиш масаласида эса сифат мезони ташилган юкнинг оғирли- 
ги билан ифодаланади Кўпинча механик системанинг ҳаракат диф- 
ференциал тенгламалари

^ - = [ ( х х, хг, х  и1У «2, «.), ( / = 1 ,  2, п) (39.1)
аь

ёки
■ £ = / ( * , « )  (39.2)
ас

кўринишдаги тенгламалар системасини таҳлил қилишга келтирилади. 
Бунда х х, х2, хп лар системанинг берилган ондаги ҳолати, 
тезлигини ифодаловчи миедорлар, иг, и2, , ик лар эса бошқа-
риш параметрларини ифодалайди. Масалан, тўғри чизиқли ҳаракат- 
даги автомобилнинг ҳаракатини унинг босиб ўтган йўли з ва ҳара- 
кат тезлиги V  билан характерлаш мумкин. Бу катталиклар вақтнинг 
функцияси сифатида ўзгаради ва улар двигателнинг тортиш кучи 
Ғ ни ҳайдовчи томондан ўзгартириш орқали бошқарилади. Бу маса- 
лада Ғ бошқарувчи параметрни ифодалайди.

Одатда, бошқариш и1( и2, , ик параметрлари ихтиёрий бўл-
май, уларга маълум шартлар қўйилади. Масалан, и — автомо- 
биль двигателининг тортиш кучи бўлса, и параметр 0 <  и <  их 
кўринишдаги шартни қаноатлантириши керак.

Бошланғич ( =  (0 пайтда система х0 ҳолатда бўлиб, I — 1к пайт- 
да уни хг ҳолатга олиб келиш талаб қилинса, бошқариш масаласи

^  = П х ,  «(/)]
дифференциал тенгламаларнн ушбу

х((0) = х 0, х Ц ^ ^ х ^
чегаравий шартларда ечимга эга бўладиган и (() бошқариш функ- 
циясини танлашга келтирилади. Бу масаланинг ечИми х(() бўлса, 
бошқаришнинг сифат мезони

I = \и\х(() , и(()\й( (39.3)
в̂

формула бўйича ҳисобланади.
Ҳаракат дифференциал тенгламалари (39.1) ёки (39.2) тенглама- 

лар билан ифодаланадиган, механик системанинг ҳаракатини опти- 
мал бошқариш масаласи (39.3) функционалнинг мумкин бўлган энг 
кичик қийматини аниқлашга келтирилади.

Мисол тариқасида ҳолати иккинчи тартибли

х =[(х,  х, и) (39 .4 )
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дифференциал тенглама билан тавсифланадиган объектнинг ҳарака- 
тини бошқариш масаласининг қўйилишини келтирамиз.

(39.4) да и — бошқарувчи қақиқий параметр булиб, у
— 1 <  и <  1 (39.5)

шартларга бўйсунади.
х = х, х = х фазавий координаталарда (39.4) тенглама қуйидаги 

нормал система кўринишида ёзилади:

\ * = У  (39.6)
\у  = / ( * .  У, «)■

/  функцияга баъзи чеклашлар қўямиз, чунончи бу функция 
барча аргументлари бўйича узлуксиз дифференциалланувчи ва ушбу 
тенгсизликларни қаноатлантиради деб фараз қиламиз:

/ ( * ,  у, +  1) >  0, [(х, у, — 1) <  0, барча х, у лар учун (39.7)
= 0 ,  ЭПх, у, и) барца ^  и лар учун (39.8) 

ди дх

(39.4) бошқариладиган объект учун берилган бошланғич ҳолатдан 
ноль тезликли х  =  0 нуқтага энг тез тушиш масаласини қараймиз, 
бошқача айтганда, (39.6) объект учун координаталар бошига тушиш 
масаласини қараймиз.

Барча қўйилган шартларни қаноатлантирадиган чизиқли объект
сифатида х = и тенглама билан тавсифланадиган объектни кўрса- 
тиш мумкин. Бу чизиқли объектдан «кам фарқланадиган» ночизиқли 
объектлар ҳам юқорида қўйилган шартларни қаноатлантиради.

Қўйилган масалага олиб келадиган ушбу «квазиамалий» масала- 
ни кўрсатиш мумкин. Ер атрофида доиравий орбита бўйлаб ҳара- 
катланаётган космик станцияда ҳалокат ҳолати юз беради ва тез 
ёрдам бериш талаб қилинади.

Ёрдам бериш учун Ердан ракета кўтарнлиб, у стапция томон- 
тўғри чизиқли ҳаракатланмоқда (станциянинг кўчишини ҳисобга ол- 
ган ҳолда, 68-шакл). Айтайлик, бу гўғри чизиқда саноқ боши х =  0 
сифатида ракетанинг станция билан мўлжалланаётган учрашиш нуқ- 
тасини олиб, координаталар киритамиз. У ҳолда ракетанинг ҳаракат 
тенгламаси (агар ракета массасининг ёқилғи ёниш ҳисобига ўзгари- 
шини ҳисобга олинмаса)

т х =  <р ( х , и) + к

(х +  +
кўринишда ёзилади, бу ерда ўнг томондаги биринчи қўшилувчи — 
тортиш кучи, иккинчи қўшилувчи эса Ернинг тортиш кучи (г — стан- 
циядан Ер марказигача бўлган масофа). (39.7) шартларнинг бажа- 
рилиши мутлақо табиийдир. и =  +  1 да («тўла олға») ўнг томон 
/  мусбат, и =  — 1 да эса (тормозлаш двигателларининг ишга туши- 
рилиши) эса манфий.
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Т А Н Ц .И Я  БМЛАЙ уцрАи1ИЬ1 

НУҚТАСИ

КоСММК СГАЙ4НЯ

68- шакл

(39.8) даги биринчи тенгсизликнинг х >  — г да (яъни ракета 
нинг ҳаракат зонасида) бажарилиши ҳам худди шундай табиийдир, 
бу бевосита текширилади. Шундай қилиб, (39.7), (39.8) шартлар 
бажарилади, улар ракета станцияга етиб келиб, Ерга қайтиш пай- 
тида ҳам худди шундай бажарилади (69-шакл).

\
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/

ч
\

/
/

о К

/
СтА Н Ц И Я БИЛАН

к / '  учРАиии1 НУҚТАСН
/  ч

Космик
с т а н ц и я

\ ,
\

\

\

\

69- шакл
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Б. АМАЛИЙ МАШҒУЛОТЛАР

1-§. Ўзгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламалар

Ўзгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламаларга доир 
бир нечта миеол кўрайлик.

, ау 11- миеол.  — =  — тенгламани ечинг. 
ах х

Еч и ш.  Тенгламанинг ўнг томони (— о о ,  0) ва (0, «>) очик, 
оралиқларда узлуксиз. Биринчи интеграл учун х0 > 0  да қуйидаги- 
га эга бўламиз:

X
У=  Г -  +Уо = 1п —  + у9.а х х„

ДГо

Бу ечим 0 <  х <  оо оралиқдаги барча х ларда аниқланган. 
— оо <  х<  0 оралиқ учун лг„<0 бошланғич қийматда қуйидаги 
ечимни ҳосил қиламиз:

X
У =  ( — +Уо =  1п \х\ — 1п | Хв\+у„  =  1п — +  у9

,) X Хй
х0

2 - м и с о л .  (—) — х =  0 тенгламани ечинг.
\0х)

Еч иш.  Ҳосилага ниебатан ечиб, куйидаги иккита тенгламани 
Ҳоеил қиламиз:

& = + У х,  ^  =  — У х,  0
йх йх

3_  3_
Бу теигламаларни ннтеграллаймиз: У = Л— х 2 +  С, у = ------ х 2 +3 3з

2 —+  С. Биринчи тенглама у —■ + — х 2 ярим кубик параболанинг бит-

та тармоғидан у ўққа нисбатан параллел кўчириш билан ҳосил бў- 
ладиган ярим кубик параболаларнинг кўтарилиб борувчи оиласи 
(битта параметр) ни аниқлайди (70- а шакл); шунга ўхшаш, иккин- 
чи тенглама пасайиб борувчи тармоқлар оиласини аниқлайди (70-6 
шакл).

Равшанки, 0, — о о  <  у <  +  о о  ярим текисликнинг ҳар бир 
нуқтаси орқали ҳар бир тенгламанинг битта ва фақат битта интег- 
рал эгри чизиғи ўтади.
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Агарда биз берилган тенгламани 
ўнг томонлари бир қийматли булган 
иккита тенгламага ажратмаганимизда 
эди, у ҳолда тўла ярим кубик пара- 
болалар оиласини ҳосил қилган бўлар 
эдик, бироқ бу ҳолда қаралаётган со- 
ҳанинг ҳар бир нуқтаси орқали иккита- 
дан эгри чизиқ ўтган бўлар эди (70- в 
шакл).

3 - мис ол .  — =  и1 ёх у тенгламани

ечинг.
Ечиш.  Қуйидагига эгамиз: 

У%
ёки буни интеграллаб,

у .
С йу . 1 . 1

=  7Г +  *о. х — х, = ------+ -
Л У% У У»
У о

У - _1_
Уо

— х +  х0

ни ҳосил қиламиз. Бу умумий ечимдир, бундан ташқари у =  0 ху- 
сусий ечим ҳам мавжуд. Уни умумий ечимнинг алмаштирилган
шакли у = Уо дан ҳосил қилши мумкин, бироқ у0 = 0

>— Уо(х— х0)
да оралиқ ҳисоблашлар қонуний бўлмаслигини кўриш осон. Агар 
умумий ечимни х = ----- - +  С, у — ------кўринишда олсак ҳам

у =  0 хусусий ечим бу умумий ечимдан С нинг ҳеч бир қийматида 
ҳосил бўлмайди.
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4 - мис ол .  х(у- — 1 )йх + у{х2 — \ ) й у = 0  тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  Ўзгарувчиларни ажратамиз, бунинг учун тенгламанинг 

иккала томонини (у- — 1)(х2 — 1) га бўламиз:
хйх , уйу _  ^

-  1 ^  у1 -  1 '
Иккита днфференцнал йигиндисини интеграллаймиз:

1п | х2 — 1 | -г 1п | /у- — 1 | =  1п | С | 
ёки потенцирласак,

(х1 — 1) (У2 — 1) =  С.

71 - шакл

Умумий интеграл билан ифодаланадиган эгри чизиқлар онласи- 
нинг умумий кўриниши 71-шаклда кў|х:атилган. Хусусан, С =  0 да 
ушбу 4 та тўғри чизиқни қосил қиламиз: л- =  ±  1, у = ±  1 (л =  
=  ±  1 ва у = ±  1 қийматлар ўзгарувчилар ажратилганидан кейин 
махражларни нолга айлантиради); улар квадратурадан қосил бўлиши 
мумкин эмас эди, чунки унда 1п | С | интеграл ўзгармаси ҳосил бў- 
лар эди, демак, С ф  0.

5 - м и с о л .  Идишдан суюқликнинг окиб чиқиши. Гидравликада 
сувнинг эркин сиртидан Н чуқурликда жойлашган тешикдан сувнинг 
V тезлик билан оқиб чиқиш қонуни

V = 0,6 2§Н см/с

формула билан берилиши келтириб чиқарилади, бу ерда § — оғир- 
лик кучи тезланиши.

Баландлиги 10 см, учидаги бурчаги а = 60° бўлган ва сув би- 
лан тўлдирилган конус воронка берилган. Унинг пастида юзи 0,5 см2
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бўлган тешик бўлсин (72- шакл). Сувиинг 
оқиб чиқиш тезлиги топилсин.

Еч иш.  Изланаётган функция вақт- 
нинг исталган I пайтида сувнинг баланд- 
лигидан иборат. Сувнинг оқиб чиқиш 
тезлиги V хамма вақт Н билан биргалик- 
да ўзгариб боради. Бироқ, агар чексиз 
кичик вақт оралиғи <1( олинса, у ҳодда 
уни ўзгармас деб ҳисоблаш мумкин (биз 
д/ — 0 да М га нисбатан юқори тартиб- 
ли кичик миқдорларни ташлаб юбора- 
миз). Вақтнинг { дан I +  сН гача орали- 
ғида оқиб чиқадиган сувнинг ҳажмини 
икки усул билан ҳисоблаймиз. Бир то- 
мондан, тешик орқали асоси 0,5 см2 ва баландлиги оЛ бўлган ци- 
линдр ҳажмидаги сув оқиб чиқади; унинг учун изланаётган ҳажм 
бундай булади:

— йУ =  — 0,5уЛ  =  — 0,3 У2цН сК.
Иккинчи томондан, сувнинг оқиб кетиши сабабли Н баландлик 

с1Н манфий орттирма ҳосил қилади, оқиб ^чиққан сув ҳажмининг 
дифференциали бундай ифодаланади:

—  дУ =  пгЧН =  п  (Н1§ 30с)2 йН =  - Н Ч Н .
3

— (IV учун топилган иккала ифодани тенглаб, Н ва I ни боғловчи 
қуйидаги дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз:

I
-  НЧН =  — 0,3 У 2 ё  н 2 (Н.3

Бу тенгламага I эркли ўзгарувчи ошкор кирмайди. Ўзгарувчиларни 
ажратамиз:

си — я
0 , 9 / 2 ^

_ з_

Н 2 (1Н.

0,9 У2ё
2 -

~ъН2 + С
ь_

-0 ,0 3 1 4 /1 2 +С.

С ихтиёрий ўзгармас бошланғич шартлардан аниқланади: / =  0 да 
Н =  10 га эгамиз, бу ёрдан С «  0,0314-105̂ 2 ва изланаётган хусу- 
сий ечим бундай бўлади ({ га нисбатан ечилган):

5 5
/ «  0,0314 (102 — /г2).

Сувнинг идишдан тўла оқиб чиқиб кетиш вақти {х ни Н =  0 шарт- 
дан топиш мумкин:

{г = 0 ,0314  -105/2«  16 с.
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6- мнс ол .  Агар пўлат арқон (канат) осма кўприкнинг учлари- 
дан Н = 5 м баландликда, ўртасидан эса Н =  4 м баландликда 
жойлашган бўлса, у қандай эгри чизиқ бўйлаб осилиб туради (кўп- 
рикнинг узунлиги 21 =  20 м)?

Ечиш.  Пўлат арқон текислигида кўприкнинг бўйлама кесими 
бўйлаб х ўқни ўтказамиз, у ўқни эса пўлат арқоннинг ўртаси орқа- 
ли вертикал ўтказамиз (73-шакл).

Пўлат арқоннинг АВ қисми қуйидагн учта куч таъсири остида 
мувозанатда бўлади: А нуқтадаги таранглик кучи <2, В нуқтада пў- 
лат арқон бўйлаб йўналган таранглик кучи ва кўприкнинг А ва В 
орасидаги қисмининг оғирлиги. Кўприкнинг оғирлигига нисбатан пў- 
лат арқоннинг оғирлиги жуда кичик бўлганлиги учун уни ҳисобга 
олмаслик мумкин.

Кўприкнинг 0  ва Вг орасидаги қисмининг оғирлиги Р узунлик 
х га пропорционал: Р =кх.

Бу кучлар ўзаро мувозанатда бўлганлиги учун улар проекция- 
ларининг

алгебраик йиғиндиси нолга тенг бўлиши лозим. Бу ташкил этувчи- 
ларни қўшиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

н

Т
х

I
73- шакл

<2Х =  — <2, Тх = Т соз ср.

0.у =  0, Ру =Р =  — кх, Ту = Т  31П ф.

ёки

Иккинчи тенгламани биринчи тенгламага бўлсак,
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Бироқ ф =  — бўлганлиги учун бу ердан осилиш чизиғи диффе- 
Лх

ренциал тенгламасини ҳосил қиламиз:
йу к — = — X (1.1)
Лх 0

(1.1) тенгламани ечиб,

У =  —— х2 +  С * 2 0 (1-2)

умумий ечимни қосил қиламиз. Бошланғич шартлар:

1) х = 0 да у = Н = 4.
2) х = ± I да у = Н = 5.

Бундан

4 =  • 02 С, у ҳолда С = 4

ва

5 =  —  /2 +  4, 
2<Э

А _  =  1
2 0 — р

1
10П ’

Топилган ўзгармасларни (1.2) умумий ечимга қўйиб, эгри чизиқнинг 
изланаётган қуйидаги тенгламасини ҳосил қиламиз:

у = —  х2 +  4 
100

еки

У — 4 100'

Бу учи (0; 4) нуқтада бўлган параболадир.

1-дарсхона тотиириқлари.
Тенгламаларни ечинг:

1. зес2 х у дх +  зес2 у хйу = 0.
Ж: х-\§ у = С.

2. V 1 — х2 йу +  У 1 — у2 йх = 0.
Ж: агс 51П х  +  агс зш у = С.

3. у{\-\-ех )с1у— ех дх = 0.
Ж: у2—  2 1п (1 + е х )= С .

4. (1 — у) дх +  хйу = 0.
Ж: х — (1 — у) • С = 0,

5. Радийнинг парчаланиш қонуни қуйидагидан иборат: парчала- 
ниш тезлиги радийнинг мавжуд миқдори /? га пропорционал. нинг
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I га боғлиқлигини топинг. Дифференциал тенглама тузиб, 1600 йил- 
дан кейин радийнинг бошланғич миқдоридан ярми қолади деган 
тажриба маълумотларидан пропорционаллик коэффициентини аниқ- 
ланг.

Ж: К =  Д0е-0’000433 1\ вақт йил ҳисобида.

1- мустақил иш топшириқлари
Тенгламаларни ечинг:

1. дс У Т Т ¥  + У V I  + х- ■ у  = 0 .
йх

Ж: У \ + у г +  V 1 +  хг = С.
2. $ т 2 хйу +  $1П2 уйх =  0.

Ж: с1§ х +  с*£ У = С.
3. йу — со$ (х +  у) йх = 0.

Ж: х + С =

4. у' со$2 х — 5 V 1 — Уг = 0 -
Ж: у =  5ш (5 х +  С).

5. Шундай эг|»и чизиқларни топингки, улар учун абсциссалар 
ўқи, эгри чизиқнинг абсциссалар ўқи билан кесишиш нуқтасидан 
ўзгарувчи ординатагача булган ёйи ва бу ордината билан чегаралан- 
ган юзи ордината узунлигининг п- даражасига (п >  1) пропорционал 
бўлсин. Ихтиёрий ўзгармас қандай геометрик маънога эга?

Ж: У = Ь(* — + )'!-1 , к — маълум катталик; х„ — абсцисеалар 
ўқи билан кесишиш нуқтаси (ихтиёрий ўзгармас).

2-§. Бир жинсли дифферезциал тенгламалар
Аввало бир жинсли дифференцйал тенгламаларни ечишга мисол- 

лар келтнрайлнк.
1 - мис ол .  Бир жннсли

йу _  2 ху
йх х} — уг

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш:  у = и-х белгилашни киритсак, — = и  + х- — тенглама

<1х йх

ёки

I 4ии +  х • — 
йх

2 и
1 —и-

йи и 4- и3х — ---------
йх 1 — и2

кўринишга ўтади. и Ф 0, х=+0 деб фараз қилиб, охирги тенглама- 
дан ўзгарувчилари ажралган
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(I — и2) &и
и +  и3

йх
х

тенгламани ҳосил қиламиз. Тенгликнинг чап томонидаги ифодани 
содда касрларга ёйиб ва интеграллаб,

1п х +  1п (и2 +  1) — 1п и = 1п С ёки - =  С

ечимни топамиз, и = — бўлганлиги учун, ўрнига кчйиб д:2 +  у2 =X *
=  Су ечимга эга бўламиз.

Энди х =  0 ва и =  0 ҳолларни алоҳида текширамиз. 
х  =  0 бўлгани учун йх =  0 бўлади, лекин уни тенгламага қўйиб

бўлмайди, чунки йх махражда қатнашяпти. и =  0, ёки — =  0, ёки

у =  0 бўлгани учун йу =  0 бўлади, уни тенгламага қуйиб у =  0 
нинг махсус ечим эканига ишонч ҳосил қиламиз.

2- м н с о л. 9у — — 18ху +  4дс3 =  0 дифференциал тенгламани 
йх

ечинг.
Еч и ш.  у= г- ,  — =  2г — алмаштиришни бажарсак, берилган 

йх йх
тенглама

еки

9г2 • 2г — — 18хг2 +  4х3 =  0 
йх

9г2 -  — 9*г2 +  2х3 =  0
йх

кўринишга ўтади. Бу бир жинсли тенглама. Шунинг учун
йг , йи 2 =  их, — = и -\- х — 
йх йх

алмаштириш орқали ўзгарувчилари ажралган
9 и3йи

+  -  = 0  
9 и* — 9 и3 +  2 х

тенгламани ҳосил қиламиз. Яна бир бора ц2 =  о деб,
, 2йх 

х
еки

9у'2 — 9у +  2 

бйи Зйи

= 0

+  — =  0 
Зу — 1 хЗи —  2

тенгламани ҳосил қйламиз. Бу тенгламани интегралласак,
(Зк — 2)2 х2

Зу — 1
=  с .
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(Ъи?— 2)*х* с  (Зз*-2х*)г  _  ^  (З у -2 ^ ) ^
Зи3 — 1 ’ Зг2 — х'1 ’ Зу — х1

умумий ечимни ҳосил қиламиз.
3- мисол .  Параболик кўзгу. Параллел нурларни битта нуқтага 

тўплайдиган кўзгу шаклини топинг. КЎзгунинг (}юкал ватари 8 га 
тенг эканлигини билган ҳолда кўзгу сирти тенгламасини тузинг.

Еч иш.  Изланаётган сиртнинг Оху текислик билан кесимида 
тенгламаси умумий кўринишда у =((х) бўлган чизиқни ҳосил қила- 
миз. Нурлар х ўққа параллел равишда ўнг томондан тушсин. Коор- 
динаталар бошини қайтган нурлар фокусига қўямиз (74-шакл).

Бош ланғич ўзгарувчиларга қайтиш орқали

/ .  5МТ =  / .  Т'МО, ’чунки тушиш бурчаги қайтиш бурчагига 
тенг, р бурчак эса МТ'0  учбурчакнинг ташқи бурчаги, шунинг^учун 
у 2а га тенг:

у ҳолда
Р =  I» 2 а

демак,

У_
х

Р =  2а, (2 - 1)

2 д
1 — 1§2 а Р  =  -  . ( § “  =  у '  =х

йу
йх

У _  2 /  
х  1—у '1 '

(2.2)

Бу масаламизнинг дифференциал тенгламасидир. Сўнгги тенгламани 
у' га нисбатан ечамиз:

у (у')2 +  2ху' -  у =  0,

у' =  - Х±У ? ± ?  , (2.3)
У '

бу бир жинсли тенглама.
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Аниқлик учун плюс пшорани олиб ва у' ни — га алмаштириб, 

умумий махражга келтирамиз:

V  ** +  У1 +

Уни у =  их алмаштириш ёрдамида ечиб, (2.3) тенгламанинг қуйида- 
ги умумий ечимини оламиз:

у2 =  2Сх + С \

у - 2 С ( * + | )  > <М)

Биз параметри р  =  С  ва умумий фоку- 
си координаталар бошида бўлган пара- 
болалар оиласини ҳосил қилдик. Шарт- 
га кўра изланаётган параболанинг 
фокал ватари 2р =  8, бундан р =  С =  
=  4, у ҳолда изланаётган кесим тенг- 
ламаси бундай бўлади (75-шакл):

у1 =  8 (х +  2)— парабола.
Оху текислик ихтиёрий олинганли- 

ги учун, биз шундай кесимларни х ўҳ 
орҳали ўтказилган исталган текислик- 
да ҳосил ҳиламиз. Бу ердан изланаёт- 
ган кўзгу сирт х ўҳи атрофида айла- 
ниш параболоиди бўлади, унинг тенг- 
ламаси эса

У* +  22 — 8 (х -)- 2) дан иборат.

2- дарсхона топшириқлари 
Тенгламаларни интегралланг.

1. ^ 2ух
йх хг-\-уг

2. =  — (1 +  \пу — 1пх)
ах х

Ж: х2 — у2 = Су, у =  0.

Ж: у  =  хеСх.

3' у2+ Х2' 7 х ~ Ху^х Ж: вх =Су, у  =  0.

4. (х — у  со§ -^-)дх + х  соз - й у =  0. Ж : ьтп ±  = \пх+С.
\ X) X X

2-мустақил иш топшириқлари. 
Тенгламаларни интегралланг:

1. Зу — 7х +  7 = (3х — 7у — 3 )^ - .йх
Ж: ( у + х  — \у(у  — х +  1)а =с.
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2. (х +  2у +  1) =  2х + 4х +  3.
йх

Ж: ею</-20л- = с(5 х+  Юу +  7).
3. ±  = 2 ( ± ± ^ ) 2

Дх \ х +  у — 1 !

) Қ ; е - 2  агс с(й 1 ± 1  =  С  (У  4 -  2 ) 
* — 3

4. (лг +  г/)2 ? - =  а2.
ах

Ж: х = — у +  агс1§ У + Сш

3-§. Бир жинсли, тенгламага келтириладигаи дифференциал
тенгламалар

Бир жинсли тенгламага келтириладигаи дифференциал тенгла- 
маларни ечишга доир мисоллар қарайлик.

1-мисол .  Ушбу тенглама ечилсин:
(х — у — 1) йу = (х +  у — 5) йх.

Е ч и ш. Тенгламани қуйидаги кўринишда ёзамиз:
А у  _  х  Ч- у  — 5 
с!х

Бу ерда
а  Ь 1 1
а ,  Ь г 1 — 1

У — 1

=  — 1 — 1 =  — 2Ф 0.

Уни бир жинсли тенгламага айлантириш учун қуйидаги алмашти- 
ришни бажарамиз:

х = 1 + к, у = \] + к, Лх = (Ц, с1у =<1ц,
У ҳолда

(/>1 _£ +  т |+ /* + ^  — 5
5Ё — — л +Л |—а — 1 '

к Еа к ни қуйидаги шартлардан топамиз:
к + к — 5 = 0 , )  к = 3, х =  £ +  3,
Н — к — 1 = 0  )’ У̂ндан * _ 2 ,  у — ц +  2.

Натижада қуйидаги бир жинсли тенгламани оламиз:
Ац _  6 +  ч
<*£ £ - л ’

уни т) =  ц-£ ўрнига қуйиш ёрдамида ечамиз. Ўзгарувчилари ажра- 
ладиган қуйидаги тенгламани ҳосил қиламиз:

1 +  иг
1 — и
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ўзгарувчиларни ажратамиз:

й\_ (1 — и)йи
I  1 +  и* '

Интеграллаймиз:

1п 5 =  агс1§ и — 1п (1 +  и2) +  1п С, бу ерда и =

еки

1п (х — 3) =  агс1ё  — ~  1п

Алмаштиришлардан с\нг ушбуни ҳосил қиламиз:

агс!§ у-— - = 1п У(х  — 3)- + (у — 2)2 +  С.
х — 3

2 - мис о л .  Ушбу тенгламани ечинг:

(х  +  У -

Ечиш.  Бу ерда
а Ь

■ 2) йх +  (х — у +  4) йу =  6.

1 1 
1 — 1<*1 Ьг

Тенгламани бир жинсли тенгламага 
алмаштиришни бажарамиз:

х = \  +  Н, у = ц + к ,  йх = й1, йу = йц,

=  — 2 ф  0. 

айлантириш учун қуйидаги

у ҳолда
(Е +  Л +  ^ +  ^ - '■ 2) +  (£ — П +  Л — к +  4) <1% =  0.

Н ва к ни қуйидаги шартлардан топамиз:
Н + к— 2 = 0 .  |
/ , - 4  +  4 =  0 . )  бУ и а н / , - - 1 ,  4 - 3

ва х = \ — 1, у =  т) +  3. Натижада ҳуйидаги бир жинсли тенгла- 
мани ҳосил қиламиз: (Е +  л )  +  ( I  —  л )  =  0 .
Буни т) =  и |  Гўрнига ҳўйиш ёрдамида ечамиз ва ўзгарувчилари 
ажраладиган

(1 + 2  и — и*)й\ +  £(1 — и)йи =  0

тенгламани ҳосил ҳиламиз. Ўзгарувчиларни ажратамиз:
(1 — и) йи ^

5 +  1 +  2« — и2 ‘
Интеграллаймиз:

1п £ +  1п (1 +  2и — иа) =  1п С

2 7 5
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еки

| 2 • (1 + 2и — и-) =  С, бу ерда и =  =  у-— -.
I  х +  1

Узил-кесил қуйидагини ҳосил қиламиз:

еки
(х+ 1у-+ 2(у-3 )(х+ 1)-(у-ЗУ= С .

3-дарсхона топшириқлари

Тенгламаларни ечинг:
1 • (2х -Т 3у 2) дх -Т (4х -Т 6(/ ~Т 3) йу — 0

Ж: х + 2у +  1п (2х +  3у) = С.
2. (х + у + \ )  йх + (2х +  2у — 1) йу = 0 

Ж: х — 2 (х +  у) — 3 1п (* +  у — 2) = С.
3. (2х — у +  1) йх + (2у — х — 1) йу =  0. 

Ж: х- — ху +  у2 + х — у = С.
4. (х — 2у +  3) йх +  (2х — у +  4) йу = 0  

Ж: (х +  у  — I)2 =  С (х — у +  3).

3- мустақил иш топшириқлари

Тенгламаларни ечинг:
1. (2х + Зу — 1)йх +  (Ах +  6у — 5)йу =  0 

Ж: Зл: +  6у +  9 1п (2х +  3у — 7) =  С.

2. у' = ——----- тенгламанинг ЛТ (1, 1) нуқтадан ўтувчи ечимини
у — х — 4

топпнг.
Ж: л:2 — у- +  2ху — 4* +  8у — 6 =  0 3 йу _ х +  у — 3 
Лс л: — у — 1

________________________  агс(е - —?
ж. С У ( х -  2У + ( у -  I)2 = е * - 2.

4. (х — у — \)йу = (х +  у — Ъ)йх.
Ж: агс!§ =  1п V (х  -  З)2 +  (у -  2)2 +  С.

х  — 3

4- §. Биринчи тартибли [чизиқли дифференциал тенгламалар

Биринчи тартибли чизиқли дифференциал тенгламаларнинг ечн- 
лишига доир мисоллар кўрайлик.

1 - м и с о л .  Ушбу тенгламапи ечинг:
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2хйц ,у  — у \ ё Х = ----------- .
ах со$ х

Ечиш.  у = ии алмаштирншни бажариб, қуйидагинн ҳосил қи- 
ламиз:

йо , йи . 2хи ---------------- ии\§х ------------
йх йх с 05 х

еки

и ни

(1а , ( йи , \ 2х
" 7 ,  +  0 !л - - “ ‘8 л:г С 0 5  X

йи , п------и х =  0
Лх

бўладиган қилиб танлаймиз. Интегралласак, 

1п и = — 1псо5л: ёки и =
С 0 5  х

и ни ўзгарувчилари ажраладиган
IIVи — = 2х
(1Х С 0 5  х

(4 . 1)

дан топиш учун
1 Оо =  2х 

С 0 5  X С1Х С 0 5  X

тенгламанинг хусусий ечимини танлаб олсак кифоя. и нинг ўрнига 
унинг қийматини (4.1) тенгламага қўямиз:

йи =  2хйх\ и = х2 +  С.
Умумий ечим узил- кесил қуйидаги кўринишни олади:

У = —  [хг +С).
С 0 5  X

Бу системани ихтиёрий ўзгармасни вариациялаш усули (Лагранж 
усули) билан ечиш мумкин. Унинг моҳияти қуйидагидан иборат: 
мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечимида С ўзгармас шундай 
С (х) функцияга алмаштириладики, натижада бир жинсли тенглама- 
нинг умумий ечими бир жинсли бўлмаган тенгламанинг умумий 
ечимига айланади.

Бизнинг ҳолда бир жинсли тенглама ва унинг умумий ечими 
мос равишда бундай ёзилади:

а- М - у { ё х =  0
йх

С
У =  — -

С 0 5  X

бу ерда С — ихтиёрий ўзгармас.
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Энди С нинг х нинг функцияси ва у = ------бир жинсли бўл-

йу _  5Ш X £ ________
<1х С 0 5  X С 0 5  X йх

маган тенгламанинг ечими деб ҳисоблаб, қуйидагини топамиз:
1 ас-]--------

С 0 5  X

у ва ниўдастлабки тенгламага қўйиб, С(л:) функцияни аниклаш 
<1х

учун ушбу дифференциал тенгламани ҳосил қиламиз:

С + — — с
С 0 5 г ДС С 0 5  X <1х С 0 5  X  С 0 5  X

бу ердан с1С =  2хйх ва С (х) =  х'2 +  Сг, бунда Сг — ўзгармас, энди 
чизиқли тенгламанинг умумий ечими бундай бўлади:

2 - м и с о л .  Ушбу тенгламани ечинг:

ех* (у ' +  2ху) =  2лг ёки у' +  2ху = 2хе
Е ч и ш . у =  «о алмаштиришни бажарамиз:

и -----ў о ----- \- 2х « о =  2хе
ёх ёх

и ни

-  +  2л:и =  0
<1х

бўладиган қилиб танлаймиз:

Энди

— +  2хйх =  0, 1п и +  х2 =  1п С -■ хг 
и —хги =  е

йи „ —хги — =  2 хе 
йх

тенгламада и нинг ўрнига унинг қийматини қўйиб,
_х,йи_

йх

ни, уни интеграллаб эса, V =  х2 +  С ни ҳосил қиламиз. Демак, 
берилган тенгламанинг умумий ечими

У =  е ~х' (х2 +  С)
кўринишга эга.

3- м и с о л . Ушбу тенгламани ечинг:
(л:2 +  у2 — 2х — 2у) йх +  2 (у — 1) йу =  0.
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Е ч и ш . Бу тенглама узгарувчини
уг — 2у = ( (4.2)

алмаштирнш йўли билан қуйидаги чизшўти тенгламага келтирилади:
2 (у — 1) йу =  <И

(4. 2) алмаштириш бажарилганидан кейин тенглама 
(х~ -(- 2х - |-1) с1х (II = 0 

ёки
^  +  / +  *- -Н 2х =  0. (4.3)

кўфинишга келади. Бу I га нисбатан чизиқли тенгламадир. Уни 
Лагранж усули билан ечамиз:

— +  I =  0; 1п / +  х = 1п Сйх
( =  Се~х
I' =  С'е ~х-  Се~ х

I ни (4. 3) тенгламага қўямиз:

С'е~х +  хг -(- 2х = 0,

^ + (х2 + 2х)ех = 0 ,  Лх
С = —ехх2 +  С, ( = у -— 2у = 

=  (Сх — ех х-)е ~х 
ёки

х2+ у 2 — 2у = Се х.
4 - м и с о л .  Эгри чизиқ абсциссаси 

2 га тенг нуқтада уринма абсцис- 
са ўқининг мусбат қисми билан 45° 
бурчак ташкил қилади. Уринманинг ор- 
динаталар ўқидан кесадиган кесмаси 
уриниш нуқтаси абсциссасининг квад- 
ратига тенг. Шу эгри чизиқ тенглама- 
сини тузинг (76- шакл).

Е ч и ш .  Уринма тенгламаси:

¥ — у = ^ ( Х - х ) .  а йх ’
Уринманинг ординаталар ўқидан ажратадиган У0 кесмаси қуйида- 
гига тенг:

¥  о -----\~У + ~~(— Х)г Х0 — 0.
с(х

ёки
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У' = у —
йуX— .ах

Масала шартига кўра бу кесма х2 га тенг. 
Масаланинг дифференциал тенгламаси:

У -
йу -X — 
<1х

=  X- (4.4)

Бу чизиқли тенглама бўлиб, уни ечсак, (4. 4) тенгламанинг умумий 
ечими

х2 — Сх +  у = 0 (4. 5)

ни ҳосил қиламиз. Боиьтанғич шартлар: х =  2 да — =  45° =  1.
11х

(4. 5) тенгламадан:
2х — С +  -  =  0,

<1х

С = 2х + ~  = 2*2 +  1, С = 5 .
йх

Изланаётган эгри чизиқ тенгламаси бундай бўлади:
у + х2 — 5х =  0.

4- дарсхона топшириқлари 
Қуйидаги тенгламаларни ечинг:

»• У'
ху

1 + *•
=  X.

Ж: у =  1 + х 2+ С У \ + х 2.
2. (х — 2 ху— у2)-у' + у 2 = 0 .
Ж : к у р с а т м а .  у — аргумент, х эса функция деб олинсин.

х = у Ц  1 +СеУ^.

3. (х2 + у2 +  1 )йу + хуйх =  0.
Ж: к ў р с а т м а .  Тенглама х2 = I шакл алмаштириш орқали чи- 

зиқли тенгламага келтирилади. 
у* +  2х2у2+ 2у2 = С.

4. у’ — у С05 X =  51П X С05 X.
Ж : у =  — 5Шх — 1 +Се 51ги.

4- мустақил иш топшириқлари
Қуйидаги тенгламаларни ечинг:
1. ( \ + х 2) у ’ - 2 х у  = ( \ + х 2)2.

Ж : у = (х + С) (1 + х 2).
2. ху' + 3 у  = х2.

Ж . у = с_

3. У'
х

х»— 1
у = х.
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Ж: у = хг — 1 + С У х ' - - \ .
4. (у* -6 х )у ' + 2 у = 0 .

Ж: Су3 =  у2 — 2х.
5- §. Бернулли тенгламаси

Бернулли тенгламасининг ечилишига мисоллар келтирамиз.
1 - м и с о л .  х — ~ 4  у = х2 V  у Бернулли тенгламасини ин-Ах

тегралланг.
Е ч и ш .  х ф О, у¥=0 деб фараз қилиб ва тенгламанинг иккала 

томонини х У у  га бўлиб,
<*У= ^ - 4  у = * У 7

У у  й*

тенгламани ҳосил қиламиз. У п =  — бўлган Бернулли тенглама- 

сидир.
л г —  й г  I Аиг = у у, — = — =. — 

ах 2 У у Ах

янги ўзгарувчини киритиш орқали

— — 2 — =  —
Ах х 2

чизиқли тенгламани ҳосил қиламиз.
Аввал чизиқли бир жинсли тенгламани ечамиз, яъни:

Аг 2г . Аг 2йх— =  — еки — =  —
Ах х г х

ни интеграллаб,
1п г =  2 1п х +  1п С ёки г =  сх2

ни ҳосил қиламиз. Энди узгармасни вариациялашии қўллаймиз:

— =  2Сх +  х2 — •
Ах Ах

Буни чизиқли бир жинсли бўлмаган тенгламага қўйиб,
хЧС 2Сх”- х2 Сх + йх

еки
ас = _1_
ах 2х ’

С =  —  1 п х С, 
2 1

ни ҳосил қиламиз. Демак,

г= х2(сг+-^-\пх |
еки
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+ \  1ПХ)2
ечимга эга буламиз.

2 - м и с о л  Физикада Е қаршилик ва Ь ўзиндукцияга эга бўл- 
ган занжирда I ток кучи ва Е электр юритувчи куч орасида қуйи- 
даги муносабат хосил қилинади:

сИ

Агар Е ни I нинг берилган функцняси сифатида қараладиган бўлса, 
бу ток кучи I учун чизиқли дифференциал тенгламадир. Уни қуйи- 
дагн кўринишда ёзамиз:

<И , . К . Е — Н---- I =  —<и е I (5.1)

(5. 1) тенгламани * = 0  да 1 =  0 бошланғич шартларда Е =  сопз( 
деб (ток, ўзгармас электр юритувчи куч бўлмаган занжирни улаш) 
ечинг.

Е ч и ш Бир жинсли чизиқли тенгламани интегралласак

<и
I

Р_
I 1

ни беради. Ўзгармасни вариациялаш ўрнига (5.1) тенгламанинг уму- 
мий ечимини, унинг хусусий ечимини бирор ўзгармас А сифатида 
танлаб топамиз. Уни тенгламага қўйсак,

Е_ 
Я '

Шундай қилиб, (5. 1) тенгламанинг умумий ечими бундай бўлади:
- -  I "

ғI = -  +  Сек
С ни I =  0, I 0 бошлангич шартлардан аниқлаймиз-

0 =  -  +  С, С =  — - .  й Д
Изланаётган хусусий ечим бундай бўлади:

I =  0 да ток кучп 0 га тенг, кейин — ўзгармас қийматига тез

эришади (ўзгармас токнинг қарор топиш жараёни).
3 - м и с о л .  Эгри чизиқ ўзгарувчи нуқтаси радиус-векторининг 

квадрати бу нуқта орқали ўтказилган нормалнинг у ўқдан ажрат-
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ган кесмасига тенг. Эгри чизиқ (3, 0) нуқтадан >тади. Унинг тенг- 
ламасини тузинг.

Е ч и ш . Ўзгарувчи нуқта радиус- векторининг квадрати х- -{- у2 
га тенг. Нормал тенгламаси:

У - у  = - + ( Х - х ) .

Нормалнинг у ўқдан кесадиган кесмаси (X =  0 да):

У = х - + у .
<*У

Масала шартига кўра х2 + у2 = У, ёки
о . о  йх . х- + у- = х — + у, 

Лу
еки

4х у' у , О 4 —1------ * =  -------—  =  (у2 — у ) х  ,
ау х х

------х = (у2 — у) х~ 1 тенглама а- га нисбатан Бернулли тенгламаси.
ау

Уни ечиб,

х2 + у2 = Се2у

умумий ечимни ҳосил қиламиз. Эгри чизиқ (3, 0) нуқтадан ўтгани 
учун '

С =  9.
Изланаётган эгри чизиқ тенгламаси:

х2+ у 2 = 9 е 2у
4 - м и с о л .  Нуқтанинг исталган I вақтдаги V тезлиги ва уртача 

тезлиги айирмаси шу вақт ичида ўтилган йўлнинг квадратига про- 
порционал. I =  0 да $ =  5„=0 ва о =  о0 =  1 ни билган ҳолда ҳаракат 
қонунини топинг.

Е ч и ш . I пайтдаги тезлик
<1$V =  —а /

га, ҳаракат бошлангандан ўтган I вақт ичидаги ўртача тезлик
—  5  —  5,V = ( = —  (чунки 50 =  0)

га тенг. Масала шартига кўра
о — V =  к$2, [£] =  1(см-с)-1

бу ердан ҳаракатнинг қуйидаги дифференциал тенгламасини ҳосил 
қиламиз:

‘ (5-2)
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Бу Бернулли тенгламасидир. Буни ечиб, (5. 2) 
мий ечими

_  2<
5 I1 +  С

тенгламанинг уму-

(5.3)

ни ҳосил ҳиламиз. Бошланғич шартлар:

( =  0 да -  =  1.
01

Бироҳ

Бундан

0$ =  2Г- — 2 С 
01 _  (Г +  С)- '

С =  — 2.

Буни умумий ечимга қўйиб, ҳаракат конуни тенгламасини ҳосил ҳи- 
ламиз:

21

еки
5 21

2 — Г

5-дарсхона топшириқлари 
Тенгламаларни ечинг:

1. С05 X — =  у  51П х -+ со52л:. 
0х

Ж: У =
. 1 . , хН---- 51П X -|------------

2 2 С05 х

2. — =  2ху — х3 + х .  Ж : у = Сех' + —  х2.
Ох 2

3. ^ + ^ -------у = ------
0х 1 + х1 * (1 + х 2)

Ж: У =
/ 1  +■

С +  1п У 1 + * 2— 2\

4. Нормал абсциссалар ўқидан ўзгарувчи нуқта радиус вектори- 
нинг квадратига тенг кесма ажратади. Эгри чизиқ (0, 3) нуқтадан 
ўтишини билган ҳолда унинг тенгламасини тузинг.

Ж: хг + у 2 =9е2х.
5- мустақил иш топшириқлари.

Тенгламаларни ечинг:
!• У' + 5 у = хуг. Ж : У = 1

' +  Т5) + С
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2 . ху' — 3у + х *у*= 0 .  Ж : у
—  (х — 1) +  С 3 1

3. у' +  2ху =  2х3у3. Ж: — =  Се 2х' + х 2 + — .
уг 2

4. у ’ + __У_
х + 1 +  У2 = 0 .  Ж: (/=

_________ 1_________
(1 +  х) (С +  1п|1 +  * |)

5. Уриниш нуқтаси координаталарининг ўрта геометриги урин- 
манинг ординаталар ўқидан ажратадиган кесмасининг уриниш нуқ- 
таси ординатасининг иккиланишига нисбатига тенг. Эгри чизиқ 
(1, 1) нуқтадан ўтишини билган ҳолда, унинг тенгламасини тузинг. 

Ж: ху =  1 ва х — у{х — 2)2 =  0.

6- §. Тўлиқ дифференциалли тенглама.
Интегралловчи кўпайтувчи

Мавзуга доир мисолларнинг ечнлпшпга намуналар келтирамиз.
1- м и с о л . {Зх2 +  бху2) йх +  (6х2</ +  4у3) йу =  0 тенгламанинг 

чап томонини тўлиқ дифференциал эканини текширинг ва уни 
ечинг.

Е ч и ш М = Зх2 +  6 ху2, N = 6 х2у +  4 у3.
дм 10 10—  =  12 ху ва —  =  12л:у . 
ду дх *

Демак,
дМ _  <Ш 
ду дх

шарт бажариляпти.

¥  = Зх2 +  6 ху2, V  =  х3 +  3 х2у2 +  ф (у) 
дх

ф ' {у) ни ҳисоблаймиз:

ф' (У)=т~ — ^  ~  Ьх2у = 4у3,
ду

Ф {у) =  г/4 +  С. Демак, тўлиқ интеграл
и = х3 +  Зл2 у2 +  у4 = С.

Энди интегралловчи кўпайтувчини қўллаш орқали ечиладиган 
дифференциал тенгламаларга доир мисоллар кўрамиз.

2- м и с о л . 12ху +  х2у +  йх +  {х2 +  у2) йу =  0

тенгламани ечинг.
Е ч и ш . Бунда

дМ дИ_
ду дх _2х +  х2 +  у1 — 2х _

N х* +  у1

Демак,

2 8 5
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<11п р, 
6.Х

= 1, (х =  е X

е х (2ху + х 2у +  ^  йх +  е х (х2 +  у2) йу = 0 

тенглама тўла дифференциалли тенглама. Уни интеграллаймиз:

V =  у  ег’(2ху +  х2у +  йх +  ср (у) = у ^  е х (2х +  х2) йх +

+  у  е х +  ф (у) = уе х [х1 +  ^  +  ср(г/).

ср (у) ни топиш учун —  ни ҳиссблаймиз ва уни М (х, у) N (х, у)
ду '

га тенглаштирамиз: ех (дса +  у2) +  ф' (у) = е х (х2 +  у2), бундан 
ф' (у) = 0 ва умумий интеграл

+ ! ) = с -
3- м и с о л . —---- у х = со5 х тенгламани ечинг.

йх
Е ч и ш .  Бу тенглама е $ *ех<1х = со& х интегралловчи кўпайтув- 

чига эга, тенптаманинг иккала томонини унга кўпайтириб
С05 хйу — у 51П хйх — С052 хйх =  0

га эга бўламиз, бундаги чап томон тўла дифференциал, интеграл- 
лаб топамиз:

усовх соз2 хйх = С
ёки

х 1 . „  „У С05 X — ------- — 5111 X С05 X =  С — умуМИИ ИНТегрЭЛ.

4- м и с о л . (х — у) йх +  (х +  у) йу = 0 тенгламани ечинг.
Ь ч и ш . ц -------------- --------------------- —-----------  к’-паитувчига

х{х  — у ) + у ( х  +  у) х°- +  У' '

тенгламанинг ҳар иккала томонини кўпайтириб ва гуруҳлаб
хйх +  уйу хйу — Уйх

х* + ГГ  + х2 +У2
=  0

ни оламиз, еки

бундан

й 1п (х2 + у 2) + й (агс!§ — ) =  0, 
2 ' х I

V  х2 + у2 =Се
- агс1£ ‘

4- м и с о л . (х — у2) йх +  2хуйу = 0 тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  Тенгламани иккита гуруҳга ажратамиз:

(хйх) +  (— у2йх +  2 хуйу) = 0.
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Биринчи қавснинг интегралловчи кўпайтувчиси 1 эканлиги аён, 
интегралловчи кўпайтувчининг умумий ифодаси рх =  ф Ос); иккинчи
қавснинг интегралловчи кўпайтувчисини — —̂ га кўпайтириб (ўзгарув-

чилари ажралган
йх , 2 уЛу _  п

--- г 1— ;---- их- уг

тенгламага эга бўламиз. Умумнй интеграл: у2 =  — =  С. Иккинчи

қавснинг интегралловчи кўпайтувчиси р2 = 1
ху1

Энди ф

ни шундай танлаймизки, р2 нинг кўриниши нинг кўринишида 
бўлсин, яъни фақат V нинг функцияси бўлсин. Бунинг учун ф(у2) =  
=  уг ни қўйиш етарли эканлиги кўриниб турибди, шундай қилиб,
пировардида р = ------. Берилган тенгламани ц га кўпайтириб

х-
йх  . 2 х у й у  —  Угйх

X X1
га эга бўламиз, бундан

1п* +  — =  С.X
6- дарсхона топшириқлари

Қуйидаги тенгламаларнинг чап томони тўлиқ дифференциал эка- 
нини текширинг ва уларни ечинг:

1. ( — 51П — — — С05 — +  1  ̂дх +  (— С05 —  —  — 51П —  +  V У У X X  I  \ х  X  у- у

+  7 ) ® " 0 -

Ж: 51П —  — С05 — '+  X    =  С.X X у
2. У*

(*-У)г
йх +  (------ гV х — у-

Ж: —^ ----[- 1п — =  С.
Х —  У у

3. (е х 31П у +  д:) йх +  (е х С05 у +  у) йу =  0.
Ж: х2 +  у2 +  2ех 51п у =  С.

Қуйидаги тенгламаларни интегралловчи кўпайтувчи киритиш 
қали ечинг:

4. уяйх + 2(х2 — ху2) йу =  0.
Ж: Ц = - г — : 2 1п */ — — =  С.

Х2 У X
5. (х2у2 — 1 )йу + 2ху3 йх =  0.

Ж: х2у +  — =  С.
У

К ў р с а т м а  х2у2йу +  2ху3йх учун умумии интегралловчи

ор-

кў-
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пайтувчини топиб ихтиёрий функцияни шундай танлаймизки, у х га 
боғлиқ бўлмасин.

6. (1 — х2у)с1х + х2(у — х)йу =  0, (р. =  р(х)).
Ж: ху2 — 2х2у — 2 =  Сх.

6-мустақил иш топшириқлари
Берилган тенгламаларнинг чап томони тўла дифференциал экан- 

лигини текширинг ва уларни ечинг:

1.  -хйх + у<1у +  Л - ~ .хйУ. =  о ,  Ж :  У Т Т * Г+ 7 2 +
V 1 + х-+ у‘ х- + уг

+  агс!§ — =  С.

2 . + ^ й у  =  0. Ж : — ---- - =  С
Г Уп У

3. {х +  51П у) йх + {х соз у +  51П у) йу =  0 
Ж : -^-л:2 +ДГ51П у — созу = С.

Қуйидаги тенгламаларни интегралловчи кўпайтувчи киритиш ёр- 
дамида ечинг:

4 .  (2 ху2 — у)с(х +  {у2+ х  +  у) йу =  0 .

Ж: х2 -----— + у + \пу = С.
У

5 . {2х3 +  3х2у + у 2 —  у3) йх +  (2у3 +  3 ху2 +  хг — х3) йу = 0 .

Ж: р =  — -̂----  *3 + *У + У3 = С .
х2  +  У2  ’  х + у

6 . (х  С05 у  —  у  51П у) йу +  {х 5\пу +  у  С05 1/) йх =  0 .
Ж : К ў р с а т м а  р, =  р (*) =  е*

{х 51П у +  у С05 у  —  51П у) С х = С .
7-§. Ҳосилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли тенгламалар

1. «-даражали биринчи тартибли тенгламалар. Бундай теш ла- 
малар умуман
Ғ{х, у, у') =  Ап {х, у) {у')п +  Ап- г{х, у) (у')',_1 +  + А Ь {х, у) = 0
кўринишда берилади.

1-мисол.  Қуйидаги тенгламани ечинг:
У'2 + УУ' — Х 2 — ху = 0.

Е ч и ш.  Тенгламани у’ га нисбатан ечиб ёки чап томонини кў- 
пайтувчиларга ажратиб, қуйидаги иккита тенгламани ҳосил қила- 
миз:

1) У' —х, 2) у' = — у — х.
Ўнг томонларнинг иккаласи ҳам бутун Оху текисликда бир қиймат- 
ли ва узлуксиз; мос равишда қуйидаги иккита еЧимга эга бўламиз:

\ ) у  = -^- +  С. 2) у = Се~х - х  + \.
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2 - мис ол .  Тенгламани ечинг: ху 'а — 2уу' +  4х = 0. 
Еч и ш.  Тенгламани у' га нисбатан ечамиз:

У'
у ± У у *  — 4х>

X

Радикалли битта формула билан ифодаланган иккита тенглама ҳо- 
сил бўлди. Бу тенглама бир жинсли бўлиб, у ҳуйидагича интеграл- 
ланади:

У , йи , 3-—  = и, и +  х —  =  и ± ] / г  
х йх

4,- ' Ли
± Уи* —  4

йх_
X

1 п ( и ± ] / м 3—4) =  1пл: —1пС, и± \Ғ и 2— 4 = -^ -

еки

±  / и 2—4 = —  — и. 
С

Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга ошириб, соддалаш- 
тирсак:

х2 =  2 иСх — 4 С2

ёки дастлабки ўзгарувчиларга қайтсак,
л:2 =  2 С (г/ — 2С).

Биз параболалар оиласини ҳосил қил- 
дик, шу билан бирга текисликнинг 
у3 — 4х2 >  0 бўладиган (яъни у' учун 
тенгламанинг илдизлари ҳақиқий ва 
ҳар хил буладиган) қисмининг ҳар 
бир нуқтасидан оиланинг иккита эгри 
чизиғи ўтади (77-шакл).

2. Ўзгарувчилардан бирини ошкора 
ўз ичига олмайдиган тенгламалар. 
Қуйидаги ҳолларни кўрайлик:

А) Ғ(х, у') = 0
а) х = ф ) ,  р = у '
3- м и с о л . еу +  у' = х тенгламани 

ечинг.
Еч и ш.  Бу тенглама у' га нисба- 

тан элементар функциялар орқали ечил- 
майди, лекин у х  га нисбатан ечи- 
лади:

сўнгра

19— 2939

х= еР  + р,
77- шакл

2 8 9
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йу = рйх = р(ер +  1) йр
ва, ниҳоят,

у =   ̂ р(ер +  \)йр = ер(р— \) +  ^ - + С .

Шундай қилиб, биз х ва у ни р нинг функцияси қилиб ифода- 
ладик.

б) л: =  ф  (0 , р = %((), У’ = р.
4- м и с о л. х3 +  р3 — 3хр =  0 тенгламани ечинг.
Е ч и ш. х ва р учун параметрик ифодани ҳосил қилиш мақсади- 

да р = 1х деб оламиз. Буни берилган тенгламага қўйиб ва х2 га 
қисқартириб, топамиз:

х ( 1 + / 3) = 3 / ,  х = - ,  р
1 + / 3 1 +/3

Ушбу муносабатни ёзамиз:
. , Г Ъ Р  3(1 —2/3)йу= рйх— -- -■ * ,  у = з  |  (1 ~ 213) '3-Р й(.

1 + /3 (1 + ̂ 3)2 ,) (1 + /3)3 
Интеграллаш учун и =  1 + 13 ўзгарувчини киритамиз:

1 (3 — 2 и)6.и
У
_2  б (3 — 2и)йи__д С ^ б <1и_ __

)  и3 3 и3 3 иг

+  •
6 '

1 +  I3 + С.2(1 + Р )2
Б) Ғ(у, у )  = 0 ,  у' = р.
5 -  м и с о л .  у = р +  \пр, р = у тенгламани ечинг.
Е ч и ш.  Қуйидагига эгамиз:

л = ± ^ ± ( , + - ! - ) 4 р = Ь + ±  п Р - ± + С .
Р р V р ) Р Р2 Р

6- м и с о л .  р3— у'2(а — р) =  0, р = у' тенгламани ечинг.
Е ч и ш. у =  р1 деб олиб, берилган тенгламадан қуйидагини ҳо- 

сил киламиз:
аР „ а13Р =  7— , сунгра у\ +  Р + Р

йх= —  муносабатдан 
Р

оР (1 + Р )г 1 + +
ни ҳосил қиламиз, бу ердан*-|^‘“=ў‘й+2 |тЬ=г+2агс1вГ+с-
Ушбу
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х =  / +  2 агс1£ I +  С, г/
а/2

1 +/*
тенглама берилган тенгламанинг параметрик шаклдаги тенгламаси- 
дан иборат.

7-дарсхона топшириқлари 
Қуйидаги тенгламаларни интегралланг:

1. (У')2 ■ У + У'(х — У )~  х =  0- 
Ж: у =  х +  С; // =  }^С2 — х2

2. (//Г  — и 2 +  ху +  у2) (уУ +  (х3у +  х2у2 +  лу2) у' — х2у3 =  0.

Ж: У = 4 ” *3 +  С’ У = Се2 У =  с “ Г
3. х(г/У =  1 + у '

Ж: л: =  I3 +  /2, у =  - |-  /2 +  2/ +  С.

4. (у')3 +  У3 — ЪУУ' =  0.
3/а . . .  1 +  /Ж: у = . , „ ; л: =  — / +  1п -

1 +  Р ’ " ' ’ "" V  \ — I +  +
7-мустақил иш топшириқлари

Қуйидаги тенгламаларни интегралланг:
1. х2 (у')2 — 2ху -у' + у3 =  д:2у2 +  х*

Ж : у =  *5Ь(л: +  С).
К ў р с а т м а .  Тенгламани у' га нисбатан ечиб, —  —и деб бел-X

гиланг.
2. х(у')2 +  2ху’ — у =  0.

Ж: (у — С)2 = 4хС.
3. (у')3 — л:3(1 — у') =  0.

Ж: * =  - ) - - * * ;  </ =  -;— у  + 2- ^ + с -
4. У2(*/' — 1) =  (2 — у')2.

Ж: у = х  —С --- -— .
х — С

8-§. Клеро ва Лагранж тенгламаларига параметр киритишнинг
умумий усуллари

Қлеро тенгламасини ечишга доир мисоллар кўрайлик.
1 - мис ол .  Тенгламани ечинг:

У = х у '+ у '2.

Е ч и ш. у' =  р =  р  ̂ деб олиб,

у = хр + р2.
га эга бўламиз. л: га нисбатан дифференциаллаб топамиз:

р = р  + х ^ ~  + 2 р ^ -  
ах ах
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е к и

^ - ( х  + 2р)=0,
ах

бундан:

1) —  =  0 ёки 2) х +  2р =  0. 
йх

1- ҳол .  ^ -  =  0, р = С, яъни ^ -= С ва  умумий ечим у^Слг+С^.

2 -  ҳол.  х +  2/7 =  0, бу ерга у = хр + р* ни ҳам бириктириб ва 
р ни чикариб,

4у + х 2 = 0
махсус ечимга эга бўламиз.

И з о ҳ .  Агар х ва у ни Декарт 
координаталари сифатида ҳарасак, 
у ҳолда умумий ечим тўғри чизиқ- 
лар оилааидаи иборат, махсус ечим 
эса тўғри чизиқлар оиласининг 
ўровчисини беради. Бу ҳолда ўров- 
чи параболадан нборат.

2 - мис ол .  Эгри чизиққа ўтка- 
зилган уринма туғри бурчакли ко- 
ордината ўқлари билан юзи ўзгар- 
мас 2 га тенг бўлган учбурчак 
ҳосил қилади. Бу эгри чизиқни 
топинг (78-шакл).

чизиқ уринмасининг кесмалардагиЕ ч и ш .  Изланаётган 
тенгламасини ёзамиз:

Шартга кўра

эгри

—  +  —  =  1. 
а ь

_  аЬ _  9 
2 ’

аЪ = 4,

яъни Ъ =  — ва биз ушбу эгри чизиқлар оиласига эга бўламиз:

—  +  —  =  1. а 4
(8. 1)

Бу оиланинг дифференциал тенгламасини топамиз. (8.1) ни х бўйича 
дифференциаллаймиз ва а ни чиқарамиз:

1 I аУ' _  г> „ 2, /  _1_ а  г> а 1 =  —^ -  +  а± -  = о ,  агу' +  4 =  0, 
а 4

4

У'

}Г= ў
а ни (8.1) га қўямиз: __

хУ—у'
2 У -у '

■ =  =  1
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еки
(8 .2)У = ху ' +  2 У —у'.

Бу Клеро тенгламасидир. Унинг умумий ечими:

у = Сх +  2 \/^ С .  (8.3)
Бироц бизни изланаётган эгри чизиқни берадиган махсус ечим қи- 
зиқтиради. Сўнгги тенгликни

у = р х  +  2 У —р

кўринишда ёзиб, уни топамиз. Уни —  =  р эканлигини
йх

тиб, х бўйича дифференциаллаймиз:
Лр_ 
йх—  — р +  х— +  2 • г___

йх Н йх 2 V  — р

назарда ту-

ёки
т <*Р йр 1 =  0.

С\нгги тенгламани
йх йх У —р

йр ( 1 '
| - °у —Р)

кўринишда ёзиб, икки ҳолни кўрамиз:

1) в.
 1

».
И 

1̂3 II р ( х 1 '| Ф о, р =  С, у = С х  +  С
Г  У ~ Р .

2)
ах { *  / 4 =  °- Р =  — ~~-X2

Охирги тенгликка у =  рх +  2У  —р тенгликни бириктириб ҳамда р  
ни чиқариб

ху =  1
эканлигини топамиз. Бу тенг томонли гиперболадир.

Энди Лагранж тенгламасини ечиш усулини қараймиз.
3 - мис о л .  у =  2ху' — у'г тенгламани ечинг.
Е ч и ш. у' =  р деб белгилаймиз, у ҳолда

у =  2хр—рг.
Бу тенгликни х бўйича дифференциаллаймиз:

* - 2 „  +  2 * ^ - 2
ах й х й х

ёки ~ ~ ~ Р  бўлганлиги учун

р =  2р +  2(х — р)^~ 
ах

ёки
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еки

Р + 2(х — р )^ -  =  0,
ах

]Р ~  + 2х=2р.
ас (8.4)

Бу х га нисбатан чизиқли тенглама. Уни ечамиз:

Р ^  +  2х = 0, ^ + 2- ^  =  0( 1пл: +  21пуО =  1пС.
ар х р

х = С1р2, х '=  С'рг- 2рС = —  — —У -  -• рзР! Р~

ни (8.4) га қўямиз:

— ■- 2± + ^ = 2 р ,  С’ = 2 р \
Р Р- Р3

с  =  А р* + С1.

Демак, умумий ечим қуйидагича бўлади:

С 2 . СгX =  ---  = --- р -\------,
р 2 3  р 1

у = 2рх — р2.

8- дарсхона топшириқлари

1. Қуйидаги Лагранж тенгламасини ечинг:

у =  ху'2 +  у'2.

Ж: у =  { У " х + \ + С ) 2, у =  0 .

2. Қуйидаги Қлеро тенгламаларини ечинг:

а) У =  — +</'2 •

Ж: у  = С х - ¥ -  ва у =  х2.

б)  у = * у ' - К Г + ] Л

Ж: у = Сх— У \  + С 2 ъ а у 2+ х 2 = \.

в) у = ху ’ + - ;2у'

У '~  1

2 9 4
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о с
Ж: у = Сх 4- —— ва (у — х — 2а)2 =  8л:.

8-мустақил иш топшириқлари
1. Қуйидаги Лагранж тенгламасини ечинг:

У = х ^ - + у ' )  + у '2.уЗ
Ж: у = Сх +  С2 +  1 ва у =  1 ------- .

4
2. Қуйидаги Қлеро тенгламаларини ечинг:
а) у = ху' +  у' — у'2.
Ж: У=Сх + С—С2 ва 4у = (х+  I)2.
б) у = х у '+ У  1 — у"\
Ж: у = С х + У \— С2 ва у2 — х2 = I.
В) У = ху + — .

У

Ж: у = Сх +  ва у2 =  4х.

9-§. Траектория ҳақидаги масалалар

Мисоллар кўрайлик.
1- мисол.  Ушбу айланалар оиласининг ортогонал траекторияси- 

ни топинг:
х2 + у2 + 2Су =  0. (9.1)

Е ч и ш. Аввал С параметрни чиқариб, оиланинг дифференциал 
тенгламасини ҳосил қиламиз, бунинг учун (9.1) тенгликни х бўйича 
дифференциаллаймиз:

2х + 2уу\+2Су’ = 0 . (9.2)

Энди С ни ^9.1) ва (9.2) тенгликлардан чиқарамиз. (9.1) тенгликдан

2С =  - ^  +  у 2  

У

ни топиб ва (9.2) тенгликка қўйиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

2х +  2уу'— £ ± £ у ’ = 0
У

еки

яъни

У' = 0 ,
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У =
2 ху

хг -  Уг

Бу х2 + У2 +  2Су = 0 тенглама билан берилган эгри чизиқлар 
оиласининг дифференциал тенгламасидир. Ортогонал траекториялар 
оиласининг дифференциал тенгламаси ушбу кўринишга эга:

____[_ _  2 ху
у '  х* — у ’- '

яъни

У’ уг- х 2 
2ху '

Бир жинсли тенгламага эга бўлдик. у = гх  деб олиб, уни 
граллаймиз:

2гАг

1 +г»
— , бундан х{\ -\-г2) = С  ёки С =2СX

инте-

деб ва г ўрнига г = —  ни қўйиб,X '
х2+ у 2— 2Сх =  0

ни ҳосил қиламиз. Бу х2 + у2 + 2Су =  0 оилага нисбатан ортого- 
нал траекториялар оиласининг тенгламасидир.

2 - м и с о л .  Ушбу тўғри чизиқлар оиласи
У  =Сх

нинг бу оиланинг чизиқларини тангенси а = к бўлган а бурчак 
остида кесиб ўтувчи изогонал траекториялари оиласини топинг.

Ечиш.  Берилган оиланинг дифференциал тенгламасини ёзамиз. 
у = Сх ни х  бўйича дифференциаллаймиз:

^  = С
йх

Иккинчи томондан, шу тенгламанинг ўзидан

С — X
Демак, берилган оиланинг дифференциал тенгламаси

&у   у
йх х

кўринишда бўлади. Энди

4у
йх

йут

'Т - + 'ах

муносабатдан фойдаланиб, изогонал траекторияларнинг
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т 1- *ах

йх

У_
х

дифференциал тенгламасини ҳосил қиламиз. Т индексни 
қолдириб,

тушириб

йу_
йх 1—к-х

ни топамиз. Бу бир жинсли тенгламани у =  гх алмаштириш ёрда  ̂
мида интеграллаб,

1п У хг +  г/а =  —  агс —  +  1п С

умумий интегрални ҳосил қиламиз, у изогонал траекториялар оила- 
сини аниҳлайди. Бу оилага айнан қайси эгри чизиҳлар киришини 
тасаввур этиш учун ушбу

—  = 1§ф , V  х2 +  уя =  рX
қутб координаталарга ўтамиз. Бу ифодаларни изогонал траектория- 
лар оиласи тенгламасига қўйиб, ҳуйидагини ҳосил ҳиламиз:

ёки
1пр =  -^-ф +  1п С

р =  Се
Демак, изогонал траекториялар оиласи логарифмик спираллардан 

иборат (79-шакл).
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9-дарсхона топшириқлари
1. Координаталар бошидан чиқувчи ярим тўғри чизиқлар оиласи 

у = ах нинг ортогонал траекторияларини топинг.
Ж: х2 + у2 = С2.
2. Ушбу параболалар оиласи

у =  Сх2
нинг ортогонал траекторияларини топинг.

Ж:

Демак, берилган параболалар оиласининг ортогонал траектория- 
лари ярим ўқлари а = 2С, Ь =  СУ"2 бўлган эллипслар оиласидан 
иборат.

3. х2 +  у2 = а2 айланалар оиласининг а бурчак остидаги (1§а=й) 
изогонал траекторияларини топинг.

Ж: т =  Секцг
9- мустақил иш топшириқлари

1. х2 — у2 = а2 {а — параметр) эгри чизиқлар оиласининг ортого- 
нал траекторияларини топинг.

Ж : У = ^ -X
2. х2 + у 2 =20 х айланалар оиласининг ортогонал траекторияла- 

рини топинг.
Ж: Айланалар: у =  С (х2 +  у2).
3. у =Сх  тўғри чизиқлар оиласининг со =  45° бўлган ҳол учун 

изогонал траекторияларини топинг.
2 а гс  18—X

Ж: Логарифмик спираллар: х2 +  у2 = е

10-§. Тартибини пасайтириш мумкин бўлган дифференциал тенгла-
малар

1. у(п) =  /  (х) кўринишдаги тенглама. Бу 'тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унинг чап ва ўнг томони п марта интеграл- 
ланади.

1-мисол. у"' = с о з 2^  тенгламани ечинг.
Е ч и ш. у" = |  со5 2 хйх =  51П 2х +  Сх,

у' =  ^  51П 2х +  Сў |  дх = -----соз 2х +  Сгх +  С2,

у =  ^  ^---- соз 2х +  Схх +  С = --------51П 2х +

+  Сх +  С2х +  С3.
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2. Ғ (х, у , у , у {п)) кўринишдаги тенглама. Бу тенгламани
ечиш учун у'  =  р  алмаштириш бажарилади.

2- м и с о л. (х +  2) у" + у' = 0 тенгламани ечинг.
Е ч и ш. у' = р, у" = р' десак, (х +  2) —  +  р =  0 бўлади.

<1х

Бу ердан (х +  2) —  =  — р бўлади.
<1х '

Интеграллаш орқали қуйидагига эга бўламиз:
Ах

(х +  2

1п р =  1п (л: +  2)-1 +  1п Сх, р

1п р = — 1п (х+  2) +  1п Сх, 

Сх
х +  2

Энди топилган р ни у' = р га қўйсак,

у = - ^ .  у - \ ^ 4 х = С , \ п \ х  + 2)+С,

ни қосил қиламиз.
Демак, у = СХ 1п (л: +  2) +  С2 экан.
3. Ғ (у, у ', у", у {п}) = 0 кўринишдаги тенглама. Бу тенглама-

ни ечишда у'=р(у), у" = р —  каби алмаштириш қилинади.
йу

3 - м и с о л .  Қ у в и ш  ч и з и ғ и .  Бундай кинематик масалани қа- 
райлик. Ох ўқнинг мусбат йўналиши бўйлаб ўзгармас а тезлик би- 
лан Р нуқта ҳаракатланмоқда. Оху  текисликда эса ўзгармас V тез- 
лик билан М нуқта шундай қаракатланмоқдаки, унинг тезлик векто- 
ри доимо Р нуқтага қараб йўналган. М нуқтанинг траекториясини 
топинг (80-шакл).

Е ч и ш.  М нуқтанинг тўғри бурчакли декарт координаталарини 
(х, у) орқали ва Р нуқтанинг абсциссасини X орқали белгилаймиз. 
Масала шартига кўра:
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х = Х 0 +  а(, 
йх2 +  йу2 = рй(2, 

йу_ =  _  V 
йх X  — х

(Ю.1)
(Ю.2)
(10.3)

(10.1) тенгламадан X — х = Х 0 — х + а( га, (10.3) дан эса

Х 0 — х + а( у_
йу_
йх

(Ю.4)

га эга бўламиз.
х ни эркли ўзгарувчи сифатида оламиз (у дан х  бўйича ҳосила- 

ларни штрихлар билан белгилаймиз) ва ( ни чиқарамиз; (10.2) дан
01_
йх

=  — 1 + у '2
V

ни оламиз; (10.4) тенгламани х бўйича дифференниаллаб,
!  | 0 №  _ » У " - У ' 3

йх

еки

ни ҳосил қиламиз.

й!_
0х

УУ
У'1

йх
учун топилган иккала ифодани тенглаб уш-

бу қувиш чизиғининг дифференцнал тенгламасини ҳосил қиламиз:

у " = - - — У Т + р .
V у

Бу тенгламага эркли ўзгарувчи кирмайди; юқорида баён қилинган 
умумий усулга асосан янги ўзгарувчи у' = р ни киритамиз; бундан

„ йру" = р у ҳолда 
йу

йр _ а

еки
йу V У 

йр
ау V у

Ўзгарувчилар ажралади:
йр _ а йу

р У  \ +  р* V У

Бу тенгликни интеграллаб (р манфий эканлигини ҳисобга олиб) то- 
памиз:

йр
йр_
Р1

р У  1 + Р 2

У
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бундан:

т  +  У  (у)’+' (с,-п

Ихтиёрий ўзгармасларни энг осон усул билан киритиш учун Р ва М 
нуқталар у ўққа писбатан битта параллелда ётган пайтда /VI нуқта- 
нинг ординатаси ув га тенг (яъни қувиш М0Р0 ҳолатдан бошланади)

оралиқ интеграл бундай ёзилади:

~ 7 + У ( ў ) + ‘ ~ ( у о )

еки шакл алмаштирсак,
а

И У = т
т

(10.5) дан (10.6) ни айирсак,

—  = 0 , С =  —  га
Р Уо

а

тенг,

V ’
(10.5)

- + т , + >
(10.6)

еки

а ф о  деб (биз а <  деб ҳисоблаймиз, яъни М нуқта Р нуқтани 
қувиб етиши мумкин) қувиш эгри чизиғининг изланаётган тенглама- 
сини иккинчи квадратурадан топамиз:

бу ерда С\ бошланғич абсцисса х0 бўйича у =  у0 бўлганда осон т_- 
пилади. Узил-кесил қуйидагига эга бўламиз:
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Учрашиш нуқтаси абсциссасини у — 0 деб, топамиз:

Х 1 Х 0 =  х о + У о
ао

V2 —  а1 *

Ниҳоят, қувишнинг давом этиш вақти:

Т *1 — Ха 
а

У  рУ

V2 —  а2

10- дарсхона тогииириқлари 
Қуйидаги тенгламаларни ечинг:

1- У" =  — • д:
Ж: у — х21пУх +  Сгх2 +  С2х +  С3.

2. у " -х у '" + у " 'з  =  0.
м, ^  С?*3Ж: у  — Сг — ----- 1- С2х +  С3.

3. уу" +  у ' 2 = уа\пу
Ж: 1п у =  Сг - ех + Сге~х.

10- мустақил иш топшириқлари 
Қуйидаги тенғламаларни ечинг:
1. у" = 1п х.

Ж: у =  -у- 1̂п х—  ̂+  С +  +  С,.
2. (1 — х2) у" — ху' =  0.

Ж '■ У = (агсз1П л:)2 +  Сг агсз1п х +  С2.
3. У У "~У '2 =  0.

Ж: у =  С / ' х.
11- §. Чизиқли тенгламалар

1. Чизиқли бир жинсли тенгламалар.
1-мисол .  у" — у =  0 тенглама қуйидаги иккита хусусий ечим- 

га эга эканлигини текшириш осон: ух =  ех, у2 = е~х. Уларнинг чи- 
зиқли боғлиқ ёки чизиқли боглиқ эмаслигини аниқлаш учун қуйи- 
даги Вронский детерминантини тузамиз:

и>1У1, Уг\ = =  — 2 Ф  0.

Демак, ех ва е х фундаментал системани ҳосил қилади ва умумий 
ечим бундай ёзилади:

Энди
У  — С/  +  С2е х.

У\ (0) =  1, У|(0) =  0, у2{0) =  0, у2(0) =  1
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бошланғич шартларни қаноатлантирувчи уу (х), у2(х) нормал фунда- 
ментал системани тузамиз. Равшанки, уу ва уг лар ех ва 
е~х функцияларнинг чизиқли комбинациялари сифатида ифодала- 
нади:

ух(х) =  аех +  Ь е х, уг (х) =  сех +  д е х
а, Ь, с, д коэффициентларни аниқлаш учун уу ва уг ечимларнинг 
бошланғич шартларидан фойдаланамиз:

1 =  а’+  Ь, 0 — а — Ь, 0 = с + ё, 1 = с — й,
бу ердан

а =

УМ) =

_1_ 
2 ’ й 2 '

Уг(х)= ~ 2 =  5 Нх.

ух ва уг функциялар ёрдамида Коши бошланғич шартлари: х =  
=  х0 да у = 0, у' =  у'0 ни қаноаплантирадиган ечимни ёза оламиз. 
Бу ечим бундай бўлади:

у = у0сЬх + у ’05Ь х.
2- м и с о л. Ушбу

(1 — хг) у" — 2ху’ +  2у =  0

тенглама ух =  х  хусусии ечимга эга эканлигига ишонч ҳосил қилиш 
осон. Бизнинг холда ах =  — —  ва

формула ушбу ечимни беради:
Л хй х

Бу берилган тенгламанинг умумий ечимидир.
3 - мис о л .  Фундаментал функциялари х, хг, л:3 бўлган тенглама- 

ни тузинг.
Еч и ш.  Системани ушбу
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№ [у 1. У2> » Уп> у\ =  0.

формула бўйича тузамиз. Шундай қилиб,
и-2

У 1- У2 Уп У

у\ У2 Уп У '

у\п) У (2П) У (пП) у{п)

=  0.

X Х‘ X3 у 
1 2х Зх3 у'
0 2 6* у"
0 ,0 6 у"'

Бу детерминантни сўнгги устун бўйича ёямиз:
2х3у" — 6 х2у" +  12 ху' — 12 у = 0 .

Бу ерда Ц7(дс) =  2х3 ҳамда (— оо, 0) ва (0, +«>) оралиқларда нолга 
айланмайди. Бу оралиқлар учун

т  3 „ , 6 , 6 п
У ------- У  -I-------У ------7 У = °X X X 3

дифференциал тенгламага эгамиз.
2. Чизиқли бўлмаган Дифференциал тенгламалар
4 - м и с о л .  у" +  у = Зх тенгламани кўрайлик. у = 3х хусусий 

ечим эканлигини кўриш осон. Мос бир жинсли тенглама қуйидаги 
иккита чизиқли эркли хусусий ечимга эга:

уг - С05 X, у2 = 51П X.
Юқоридагига асосан умумий ечим бундай бўлади: 

у = Сг С05 X +  С, 51П X +  Зх.
Энди берилган тенглама учун Коши масаласини ечамиз. х =  0 да 
у =  1, у' =  — 1 бошлангич шартларни қаноатлантирувчи ечимни то- 
памиз. Қуйидагига эгамиз:

У  =  —  Сх 51П X  +  С, С05 х  +  3 .

Бошланғич қийматларни қўйиб, Сх =  1, Сг +  3 =  — 1 эканини то- 
памиз, бундан С2 =  — 4 ва изланаётган ечим қуйидагидан иборат:

У = С05 X — 4 51П х +  Зх.
5- м и с о’л. (2х — х2) у" +  2 (х — 1) у '  — 2у =  — 2 тенглама қуйи- 

даги иккита хусусий ечимга эгалигини текширнш осон:

У1= 1. Уг = * ,
демак, мос бир жинсли тенглама уг =  х  — 1 ечимга эга. уг =  1 + 2  
ва у = у хг ўрнига қўйишларни биргаликда олиб, янги изланаётган г 
функцияни

у  =  1 +  (х — 1) 2
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тенглама ёрдамида киритамиз, бундан:
У' =  (х — 1) 2' +  2, у" =  (х — 1) г" +  2г'

Олинган ифодаларни берилган тенгламага қўйиб,
[(2х — х2) (х -  1 )>" +  2 (2х — х2) +  (х — I)2] г' =  0 

ни топамиз, бундан:

—  = ------—  +  2 ~ 2х , г' =  2д: =  — Сх +  .
г' х — \ 2 х — х1 * ( *— I)2 (л:—I)2

2 =  Схх -----+  С2,х — 1

буни у нинг ифодасига қўйиб, умумий ечимни ҳосил қиламиз:
У =  — Схх2 +  С2 (х — 1) +  1.

11-дарсхона топшириқлари

1. у Н-----у + у =  0 тенгламанинг у, = -----  хусусии ечимини
X X

билган ҳолда уни интегралланг.
Ж: у = Сг —  +  С2 — .

X X
2. у"5\п2х = 2у тенгламанинг уг = с !§ х  хусусий ечимини билган 

ҳолда, уни ечинг.
Ж : у =  С2 +  (С — С2х) с!§ х.

3. созх, 51п х  фундаментал системага эга бўлган тенгламани ту-
зинг. ’

Ж: У" + У =  0.
4. х2у"— 2ху’ + 2у  =  2х3 тенгламани бунга мос бир жинсли 

тенгламанинг у = х хусусий ечимини билган ҳолда ечинг.
Ж: У =  Срс +  С2х2 + х3.

5 Н  I X ,  1 ,  и. у -1--------у -----------у = х — 1 тенгламанинг умумии ечимини
1 — х  1 — х

унга мос бир жинсли тенгламанинг хусусий ечимларидан бири у  =  
=  ех эканини билган ҳолда топинг.

Ж : У =  С-̂ е1 +  С2х — (х2 +  1).

11-мустақил иш топшириқлари

I . х3у" — Зх2у" +  бху'— 6у =  0 тенгламанинг умумий ечимини 
унинг уг = х, у2 = х2 хусусий ечимларини билган ҳолда топинг.

Ж: У =  Сгх  +  Сгх2 + С3х3.
2. ху'“ — у" + ху ' — у =  0 тенгламанинг умумий ечимини унинг 

ух =  х хусусий ечимини билган ҳолда топинг.
Ж : у  =  СхХ +  Сг 51П АГ +  С3 С05 X.

3. сов2̂ , 51П2х фундаментал системага эга бўлган тенгламани 
тузинг.

Ж : у " ~  2с1§2х г/' =  0.

2 0 — 2 9 3 9 3 05
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12- §. Ўзгармас коэффициентли чизиқли тенгламалар ва уларга 
келтириладигаи тенгламалар

1- м и с о л. у" — у = 0. Характеристик тенглама: к2 — 1 = 0 ,  
унинг илдизлари турлича ва мос равишда кх =  1, к̂  — — 1. Бу ср- 
дан мос хусусий ечимлар бундай бўлиши келиб чиқади: ух =  ег, 
уг =  е~х. У ҳолда умумий ечим бундай бўлади:

у = Схех + С2е~х
2- м и с о л .  у" '+ у= 0. Характеристик тенглама: к3 +  1 =  0, унинг

1 ,• 1/'з"
илдизлари: кх =  — 1, к2 3 =  —  ±  — . Демак, умумий ечим қуйи- 
даги кўринишга эга:

X , _ _
у  =  Схе~х + 1 ^С2 соз х у-^~  +  С3 51П х

3- м и с о л .  у" — уГ — у’ +  у =  0. Характеристик тенглама: к3 —
— кг — к +  1 = 0 ,  унинг илдизлари: кх =  к, =  1, к3 =  — 1. Уму- 
мий ечим:

у =  ех(Сх +  С2х) + С3е~х
4- м и с о л .  у 1У +  8у" + \6у =  0. Характеристик тенглама: к4 —

— 8&2 +  16 =  0 ёки (к2 +  4)2 =  0. Унинг илдизлари:
кх = кг = 2/, к3 = /г4, = ’— 2/.

Умумий ечим:
у =  (С, +  Сгх) соз 2х +  (С3 +  С4х) 51П 2а:.

5 -  м и с о л .  у" +  у" =  х- +  1 +ЪхеК тенгламани ечинг.
Еч и ш.  Маълум қоидага асосан биз ушбу у"’ + у" = х2 +  1, 

у'" + у" = Зхе-1' иккита тенгламанинг хусусий ечимларини топиши- 
миз мумкин. Характеристик тенглама равшанки, қуйидаги кўриниш- 
га эга: к3+к2 =  0, унинг илдизлари: кх = /г2=  0, к3 =  — 1. Дастлаб 
биринчи тенгламани қараймиз; ўнг қисмида кўрсаткичли кўпайтувчи 
йўқ, демак, а =  0, лекин ноль характеристик тенгламанинг икки 
каррали илдизи; шу сабабли биз юқорида баён қилинганларга асосан 
хусусий ечимни

Ух =  х2 (а.х2 +  ахх +  а0) =  а2х*,+ ахх3 +  а0х2

кўринишда излашимиз лозим; у ҳолда
¥'[ =  12 а2х2 +  6а(л: +  2 а0, У'х"  =24а2х  +  6ах.

Буларни берилган тенгламага қўйиб,
24а2х +  6ах 12агх2 +  6ахх +  2а0 =  х2 +  1

ни ҳосил қиламиз.
х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб 

12а, =  1, 24а2 +  6ах = 0, 6ах +  2а0 =  1
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тенгламалар системасини ҳосил қиламиз. Бу системадан

аг =
12 ’

«1 = 3
2
2

коэффициентларнн аниқлаймиз. Демак,
1 4 1 , . зи =  —  х4--------- Ч--------------х-.
12 3 2

Иккинчи тенгламага ўтамиз, бу ерда а  =  1, характеристик тенгла- 
манинг илдизи эмас. Хусусий ечимни

У2 =  ех (руХ + Ьа)
кўринишида излаймиз. Қуйидагини .топамиз:

У'2 = ег (Ь̂ х + Ь0 + Ь̂ ),
У2 — е' (Ь̂ х + Ь„ + 2Ь̂ ), У2 =  ег (Ь̂ х + Ьд +  3Ь̂ ).

Буларни тенгламага қўйиб ва ех га қисқартириб,
Ь̂ х -"1- Ь0 3Қ Д  Ь^х + Ь0 2Ь̂  = Зх

ни ҳосил қиламиз. Коэффициентларни тенглаймиз:

2Ьх =  3, 2Ь0 + 5 Ьх = 0, бундан Ьх = - у ,  Ь0 = -----

Изланаётган хусусий ечим:

Берилган тенгламанинг умумий ечими:

У =  С^в- '  +  Сг + С3х +  х2 — - у х 3 +  х* +

Си Сг, С3 — ихтиёрий ўзгармаслар.
6 - мис о л .  у" — у= хсо 5 хех тенгламани интегралланг.
Е ч и ш.  а ± р 1  =  1 ±£  ифода к2 — 1 = 0  характеристик тенгла- 

манинг илдизи эмас. Шу сабабли хусусий ечимни қуйидагича излай- 
миз; \н г  томонни

± х е ^ *
2

Н-------хе
2

( 1-0 *

кўринишда ифодалаймиз ва

У " ~ У  = \ х е ( 1+0 х

тенгламанинг хусусий ечимини

Уг = (Ах + В)е0+‘)х
шаклда излаймиз:
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У\ = 1А(1+1)х +  В( 1+  0  +  А} е(1+1)х, 

У\ =  [21Ах +  2 В1 +  2 Л (1 +  01 е(1+7)*. 

Тенгламага қўямиз ва е(1+1)х га қисқартириб

2( г — 1) Лх +  [(2» — 1)£ +  2 у4(; +  1)] =  ў х

ни ҳосил қиламиз, бу ердан коэффициент/.арни тенглаб топамиз:

Л = — 1 — 2 1

- (

10
—  1 —  2 «

в  = 7 — г 
25

■)'
7 — * \  (И-0* „\е у — уШундай қилиб, Уг ,

тенгламанинг У2 ечими унинг ечими билан қўшма бўлади:
1—()д-

-  хе{1~1)х 
2

П  =  (:
1 +  2 / . 7 +  «X +
10 25

Уг ва У2 ни қўшиб ва тригонометрик функцияларга ўтиб, берил- 
ган тенгламанинг хусусий ечимини

г  =  <!' { ( _ Т д: +  ' Й ) С 05Д :+ ( } ) : + 1 ) 8 ! , |д :}
кўринишда ҳосил қиламиз. Умумий ечимни топиш учун У га 
Схех +  С2е~х ифодани, яъни мос бир жинсли тенгламанинг умумий 
ечимини қўшиш кифоя. Китобхонга таққослаш мақсадида бу хусу- 
сий ечимни, унинг ҳақиқий шакли

У =  ех ) (Ах +  В) соз х +  (Сх +  П) з т  л:}
ни олиб, топишни тавсия этамиз.

7 - м и с о л . ------- (-а2х =  ф(^) тенгламани ечинг.
дР

Еч иш.  Мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси 
хг =  51П а(, х2 =  со5 а( 

лардан иборат, хусусий ечимни
х = Сх 51п а( +  С2 со5 а1

шаклда излаймиз, бу ерда Сг ва С2 лар I нинг функциялари бўлиб, 
улар берилган бир жинсли бўлмаган тенглама қаноатланадиган қилиб 
танланади. Уларнинг ( бўйича ҳосилаларини аниқлаш учун ушбу 
иккита чизиқли тенгламага эгамиз:

С[ 51п а( +  С'2 соз а.1 =  0, С\ соз а1 — С' 51п а1 =  ф ((),

бу ердан

С\ =  — фШсоза^, С' = -----5-ф(/)зша/
1 а а

ни топамиз. Булардан Сх ва С2 ни ҳисоблаймиз:
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С , = — Г ф (т )со 5 атй т ,  С, =  — I ф (т )5ш атегт .
а 3 '  сг 3

0 0 
Уларнинг қийматларини х нинг ифодасига қўйиб,

I {
х — %\па1 — ^ ф(т)со5атйт — со5<

о о

I I
51па̂  —  ф(т)со5ате?т — со5а/■ -̂- ^ ф(т)5шате(т

ни топамиз.
з т а ^  ва соз а1 кўпайтувчиларни интеграл белгиси остига кири- 

тиб ва иккала интегрални бирлаштириб, хусусий ечим учун ифодани 
узил-кесил ушбу кўринишда ҳосил қиламиз:

I
х(() =  — ^  ф(т)51Па ((— т)й т.

о
Бу хусусий ечим бошланғич шартларни қаноатлантиришини текши- 
риш осон:

х (0) =  0, *'(0) =  0 .
12- дарсхона топшириқлари.

1. Тенгламани ечинг:
2 у" + у' — у =  0.

X
Ж: у =  Сге 2 С2е х

2 . у ™  + 2 у " '  +  3 у " + 2 у ’ +  у  = 0

Ж . у =  ~ Т  {(С, +  СгХ) С05 +  (С3 +  С4Х) 51П ^ - } .

3. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
у " - 4 у '  + 4 у  =  х>

Ж: у = е2х(С4+С %х) + ^ - Ь у  +  у .

4 . у " - 6 у '  +  8 у  =  ех +  е2х

Ж: у = Сх<?х +  С / х + \ е х - \ е 2х.

5 . у "  +  4  у  =  х  51п 2х:.

Ж: У — С 4 С05 2 X +  С2 51П 2 X —  —  С05 2 X +  —  51П 2х.
8 16

6. Плазма тебранма ҳаракатини тавсифлайдиган
, 4 я еРпо   4 л е/

йР т  т
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дифференциал тенгламанинг ечимини топинг {е, п0, т, I — маълум 
катталиклар).

Ж: V = -------— (- А 51п (со I — а), со =  2 е Л / 51̂ 2.
п0е V т

12- мустақил иил топшириқлари
Тенгламанинг^умумий ечимини топинг:

1- У У - 2  у" =  0.

Ж: У — С̂  +  С2х +  С3е 2 -Ь С ± е ~ 2
2. у т — Зу" + 3у'  — у=  0.

Ж. </ =  еХ(Сх -- С, х г -х2).
3. у " - 2 у  4Г :

Ж: у=С1е*у Т + С#~*'Т +
4. У" +У  =  51П л: 51П 2 л:.

Ж: у =  Сг соз л: +  Сг зш х +  —  соз 3 х +  — х зш х.
16 4

5- У +  У" +  у' +  У =  хе
Ж: У =  Схё~х +  Сг со5 х +  С31пл: +  ех ̂ ------ ^

13- §. Дифференциал тенгламалар системасининг нормал шакли
Намуна сифатида қуйидаги тенгламалар системаларининг ечили- 

шини кўрсатайлик.
1-мисол.  Ушбу

ёу _  У̂_ 
<1х г ’
йг

т  = Уёх

дифференциал тенгламалар системасини ечинг.
Еч иш.  Системанинг иккинчи тенгламасини дифференциаллаб 

қуйидагини ҳосил қиламиз:
с!2г   <1у
йх Ах

нинг ўрнига унинг ~  қийматини биринчи тенгламага қўя- 

миз, у ҳолда
<Рг   Iр

~  Т
Ўз навбатида, иккинчи тенгламага асосан у ни —  билан алмаш-

йх
тириб, бир номаълумли иккинчи тартибли тенгламани ҳосил қила- 
миз:
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й-г

йх-
1 М ? \ 2
г  у Л х

еки
22 "-(2 ')-  = 0 ,

ёки бу тенгламанинг иккала томонини г2 га бўлиб,

ни ҳосил қиламиз. Бундан

•у  = С Х, г' = С^г.

Топилган оралиқ интегрални яна бир маротаба интеграллаб,

г =  С / ' х
ни ҳосил қиламиз.

у = —  бўлгани учун г нинг ифодасини дифференциаллаб,
6.Х

У С̂ С̂ вс, х

ни ҳосил қиламиз.
Шундай қилиб, берилган системанинг ечими қуйидаги 

да бўлади:

у = О Д е 0*' 2 =  Сгес'х
2 - мис о л .  Ушбу

I{и йг—  = 2, --
йх йх У

кўриниш-

дифференциал тенгламалар системасини ечинг. 
Еч иш.  Иккала тенгламани қўшиб

у’ +  г' =  2 +  у

ни топамиз, у  +  г = и алмаштириш орқали и = и тенгламани ҳосил 
қиламиз, бундан

и =  Сгех
ни топиш қийин эмас. Шундай қилиб,

у + г =  Сгех
ёки дифференциаллашдан сўнг

у' + г' = С /

Охирги тенгламада г' ни у билан алмаштириб, биринчи тартибли

у' +  у = С /
чизиқли тенгламани ҳосил қиламиз. Унинг ечими
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У — — Сгех +  Сге х

кхринишда бўлади. У ҳолда у + г = Схех га асосан

бўлади.

г =  —  С,ех — С2е 
2 1 2

13- дарсхона топшириқлари
, йи , йг , ,
1. — = У + г ,  — = у  + г + х.

ах <1х

Ж: у = С1 +  С / х - £ - + ,  2 =  С1е * * - 1 ( *  +  1 - * я) - С 1

0у_ _  У* Лг_ _  1 
йх г ’ йх 2 ’

Ж : У =
1

(С̂ дг +  С2)
2 = I

2 Сх (Схх  +  С2)
д йу_ _  | ___ 1_ _̂ £ _  1

4х г ’ <1х у  — х

Ж: у = х + С2ес'х, г ----------—  е“ с‘х.
СхСг

13- мустақил иш топшириқлари

1. = ау, = Ьг (а Ф 0, Ь ф 0)
ах <1х

Ж: у = С / х- г = С2еЬх.
2 &  =  —  аг — у2

йх у ’ <1х г '

Ж: У = У с / х +  Сге -2х
з  =  • £*£. _

йдс г ’ 6х у  '

г = ]/"  С1е2х — С2е— 2 х

Ж: у = 1 1
Схех +  С2е - С ^  +  С2е

14- §. Чизиқли дифференциал тенгламалар системалари 
Бир неча мисол кўрамиз.
1- м и с о л .  Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга бўлган 

иккита бир жинсли чизиқли тенглама системасини тузинг:
уу = \+1 ,  гх = 1,\
Уг= 2, гг =1.\

Е ч и ш .  ЧР (1) =1{1 — 1) бўлганлиги учун (0, 1) оралиқ билан 
чекланамиз. Изланаётган система бундай бўлади:
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— 1 0 ±  1 1
й1 =  0,

д,1
У 1 + /  2 у 1 + /  2
г 1 1 г 1 1

Уни нормал шаклда ёзамиз:

йу 1 2~г = -------  У ---------------2,й1 I— 1 * 1(1 — 1)
йг 1

№ (/) нолга айланадиган I =  0 ва / =  1 нуқталар системанинг 
махсус нуқталари бўлади.

2- м и с о л . Системанинг умумий ечимини топинг:

— =  Ъу +  4г,
<1/
— =  Ау +  5г.
<И я

Е ч и ш . Характеристик тенгламани тузиб, уни ечамиз:

=  0 ёки X2 — 10 % +  9 =  0,

бу ердан =  1, Я,а =  9, демак, характеристик сонлар турлича ва 
ҳақиқий.

=  1 характеристик сонга мос ва у, сонларни топиш учун 
система тузамиз. Бу системанинг коэффициентлари матрицаси

5 — К 4 
4 5 — X

матрицадан X ни Х̂  =  1 билан алмаштириш натижасида ҳосил бў- 
лади, демак, изланаётган система

5 — X 4 
4 5 — Х\

4?! +  4у, =  0,
4?! +  4у3 =  0

кўринишга эга.
Бу ерда, кутилганидек, иккинчи тенглама биринчи тенгламанинг 

натижасидир (бу ерда улар ҳатто устма- уст тушади), уни ёзмаслик 
ҳам мумкин эди. уг =  1 деб у, =  — 1 ни топамиз.

Шундай қилиб, =  1 характеристик сонга

У1 = е \  =  — е‘
ечим л ос келади.

Шунга ўхшаш, Я, =  9 характеристик сонга мос
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— 4у! +  4у2 =  0,|
4^1 — 4у, =  0 (

системани ечиб, =  1, уг =  1 ни топамиз, демак, бу характеристик 
сонга

ечим мос келади.
Биз фундаментал ечимлар системасини ҳосил

I /г/ =  е , 2, =  — е
9/ 9/у2= е , г2 = е .

қилдик:

Буларнинг чизиқли комбинациясини устунлар бўйича олиб, ушбу 
умумий ечимни ҳосил ҳиламиз:

У —  6 “| -  С д б  ,

г =  Схе 1 +  Сге 91
3- м и с о л . Системанинг умумий ечимини топинг:

— =  Зл: — у +  2,й( *
— =  — х -\-Ъу— г, .й( ^

— =  х — у +  Зг.<И *
Е ч и ш Ушбу 

Д(Я) =
3 — Х 

— 1 
1

-  1 
5 — X

1
— 1 =  0

1 3 — Х
характеристик тенглама турли ва шу билан бирга ҳаҳиқий — 2,
Я2 =  3, Х3 =  6 илдизларга эга.

Дастлаб, Хх = 2  характеристик сонга мос
2/ 2/ 2/ хх = у Ие , х, = у 12е , х3 = у 13е

кўринишдаги хусусий ечимни топамиз. уи , у12, Уь, сонлар си-
фатида

1 — 1 1
— 1 3 — 1

1 — 1 1

детерминант биринчи сатри элементларининг алгебраик тўлдирувчи- 
ларини олиш мумкин.

Бу детерминант д (к) характеристик детерминантдан X ни А,х =  
=  1 га алмаштириш билан ҳосил бўлади. У ҳолда

314

www.ziyouz.com kutubxonasi



=  —23
1

— 1 =  2, Тн =

ёки (2 га бўлсак)

— 1 — 1 
1 1 =  0, 7.з =

Уи = 1  V» =  0, Ти =  ~  1-
Бу қийматларни эътиборга олиб, х{, х2, х3 учун ифодаларни 

X] = е2‘, х2 = 0, х3 = е2‘
кўринишда ёзамиз.

Шунга ўхшаш тегишли характеристик сонлар Я, = 3 ,  Х3 = 
У 2*. Узк сифатида

=  1. У» =  1, 723 =  1. 7з! =  1, Уз* =  — 2, 7зз =  1 
ни олиш мумкин. У ҳолда фундаментал ечимлар системаси 
бўлади:

*1
27= е , X. =  0, Х 3 I

У1
31 31 31=  с , Уз =  е , Уз=е
61 О 61 6 {= е , Уг =  — 2е , г=е  .

Демак, умумий ечим ушбу кўрннишга эга:

х = С1е 2' +  С2е 3‘ +  С3е 6/, ] 
у = С2е 31 -  2С3е 61, ■
г = С / ‘ +  С2е 3‘ + С3е 6‘

14- дарсхона топишриқлари
1. Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга бўлган 

бир жинсли чизиқли тенглама системасини тузинг:
(Уг =  х,_ (+ = —_х,
\у2 = х \  (2, =  X !.

йу
Ж : х +  2 =  0,

х , п7, + у = 0 .

2. Системанинг умумий ечимини топинг:

-  = х +  2у,

^  = у +  2х.

Ж: х (() = С хе 3‘ + С2е~ ', 
у (0 =  Схе 31 — С2е~‘

3. Системанинг умумий ечимини топинг:

3
1

6 учун

бундай

иккита
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Ах п .
— — — -|- у,
с11 Яг

^  =  — 2 х -  5у. <и *

Ж : х(1) = е 61 (Сх соз I +  С2 51П/),
уЦ) = е ~6‘ (Сх +  С2) соз / +  (С2 — Сг) 51п /.

/4 - мустақил иш топшириқлари
1. Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга бўлган иккита 

бир жинсли чизиқли тенглама системасини тузинг:
Уу =  С05 /, гх =  — 51П /, 
у2 51П /, г2 = С05 /.

—  2,

57 У■

2. Системанинг умумий ечимини тепииг:
с/дс
57 = х — у,

^  = х +  3у.

Ж: * (0 =  (С  ̂+  С2/) «2<
у(/) =  — (Сх +  С2 +  СзО б 

3. Системанинг умумий ечимини топинг:

— =  4х +  6 у,сИ я

— =  Ах +  2 у- 
<11 я

Ж: х(0 = С 1е~ 2‘ + ЗС2е6* 
у (/) =  С^е + 2 С2е 8'

3 1 6
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